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VORREDE. 


Jjjs  sind  nahe  zehn  Jahre  seit  dem  Erscheinen  des  ersten  Bandes 
meines  Lehrbuches  verflossen  und  erst  jetzt  folgt  der  zweite  Band;  ich 
glaube  nicht,  dass  diese  Verzögerung  demselben  zum  Nachtheile  gereicht 
hat.  Vergleiche  ich  mit  dem  vorliegenden  Bande  meine  damals  gemachten 
Entwürfe,  so  findet  sich  fast  keine  Spur  der  ursprünglichen  Ausarbeitung 
erhalten;  während  diese  fast  einen  kompilatorischen  Charakter  zeigte, 
bringt  jener  mehrfach  Neues  und  Besseres.  Dieser  Umstand  bedingt  auch 
eine  gewisse  Ungleichförmigkeit  in  der  Bearbeitung  der  beiden  Bände ; 
ich  würde  Vieles  an  meinem  ersten  Werke  zu  ändern  und  zu  verbessern 
haben,  um  dasselbe  dem  vorliegenden  anzupassen. 

Mit  diesem  zweiten  Bande  ist  das  von  mir  nach  dem  ursprüng- 
lichen Plane  für  das  vorliegende  Lehrbuch  in  Aussicht  genommene  Ma- 
terial erschöpft ;  allerdings  hätte  ich  gern  noch  einige  Kapitel  näher  aus- 
arbeiten und  einige  Zusätze  machen  wollen;  ich  zähle  zu  diesen  die 
Auseinandersetzung  der  allgemeinen  Störungen  und  eine  eingehende  Be- 
handlung der  Methoden  zur  Bestimmung  der  speciellen  Störungen  für  die 
periodischen  Kometen,  doch  wäre  dadurch  der  ohnehin  über  Gebühr  her- 
angewachsene zweite  Band  nahe  um  die  halbe  Bogenzahl  stärker  gewor- 
den. Ich  musste  daher  auf  die  Aufnahme  dieser  Kapitel  verzichten ; 
übrigens  wird  die  Bearbeitung  der  periodischen  Kometen  nach  den  hier 
zum  Vortrage  gebrachten  Methoden  ohne  Schwierigkeit  durchführbar  sein. 

Bei  der  Herstellung  des  vorliegenden  Werkes  war  ich  vielfach 
unterstützt    durch    die    werkthätige    Hilfe    einiger    jüngerer   Astronomen, 
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die  mit  seltener  Ausdauer  und  mit  hervorragendem  Geschick  sich  an  der 
Ausführung  der  Beispiele,  der  Rechnung  der  beigegebenen  Tafeln  und 
insbesondere  bei  der  mühevollen  Korrektur  des  Druckes  betheiligten ;  es 
sind  diess  die  Herren  Ferdinand  Anton  und  Robert  Schräm,  beide 
Observatoren  der  k.  k.  österr.  Gradmessung,  der  Assistent  an  demselben 
Institute  Herr  Franz  Kühnert  und  Herr  F.  K.  Ginzel.  Ich  kann  es 
nicht  unterlassen  den  Genannten  an  dieser  Stelle  meinen  wärmsten  Dank 
auszusprechen. 

Keines  der  vielen  Zahlenbeispiele  des  vorliegenden  "Werkes  ist 
unkontrolirt  geblieben ;  in  der  Regel  habe  ich  für  die  Beispiele  die  erste 
Rechnung  durchgeführt  und  einer  der  genannten  Herren  hat  dieselbe 
unabhängig  wiederholt ;  hierbei  galt  als  Regel,  die  letzte  Stelle  der  Rech- 
nung entsprechend  den  angewandten  Hilfsmitteln  völlig  sicher  zu  stellen. 

Eine  besondere  Sorgfalt  wurde  auf  die  korrekte  Herstellung  des 
Satzes  verwandt ;  es  wird  sich  dadurch  dieser  Band  gewiss  sehr  vortheil- 
haft  seinem  Vorgänger  gegenüber  auszeichnen;  trotzdem  sind  im  Texte 
und  in  den  Formeln  einige  Fehler  stehen  geblieben,  die  ich,  soweit  mir 
dieselben  bekannt  geworden  sind,  in  das  am  Schlüsse  aufgeführte  Feh- 
lerverzeichniss  aufgenommen  habe;  eine  Berichtigung  der  erheblicheren 
Fehler  wäre  vor  dem  Gebrauche  des  Werkes  jedenfalls  zu  empfehlen. 
Die  Zahlenangaben  der  Tafeln  werden  sich  wohl  durchwegs  korrekt  er- 
weisen innerhalb  der  im  Texte  näher  bezeichneten  Genauigkeitsgrenzen. 

Wien  im  November  1879. 

Der  Verfasser: 
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lieber  die  numerische  Differentiation  und  Integration. 


jf  1.    Allgemeine  Uebersicht  Ober  das  vorgelegt«  Problem  and  Aber  die  dabei 

im  (tretenden  Bezeichnungen. 

Häufig  tritt  hei  der  numerischen  Lösung  mechanischer  Probleme  der  Fall 
auf,  dass  man  zu  einer  Funktion ,  von  der  eine  Reihe  numerischer  Werthe  durch 
vorausgehende  Operationen  ermittelt  wurde,  die  numerischen  Werthe  der  Differential- 
quofienten  nnd  der  Integrale  für  bestimmte  Grenzen  für  diese  Funktion  zu  be- 
stimmen hat. 

Ist  der  analytische  Ausdruck  dieser  Funktion  bekannt,  so  wird  es  sich  wohl 
im  Allgemeinen  empfehlen,  vorerst  durch  analytische  Operationen  die  Formen  für 
die  Differentialquotienten  und  die  Integrale  herzustellen  und  die  so  erlangten  Aus- 
drücke der  numerischen  Operation  zu  unterziehen;  unter  Umständen  kann  aber 
dieses  Verfahren  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein  und  besonders  die 
analytische  Auswerthung  der  Integrale  stösst  bisweilen  auf  fast  unüberwindliche 
Schwierigkeiten.  In  diesen  Fällen  wird  aber  das  hier  zur  Auseinandersetzung  ge- 
langende Verfahren  der  numerischen  Differentiation  und  Integration  häufig  auf  sehr 
bequeme  Weise  zum  Ziele  rühren ,  und  wird  in  jenen  Fällen,  wo  der  analytische 
Ausdruck  der  Funktion  unbekannt  ist  und  dieselbe  nur  durch  eine  Reihe  von 
Werthen,  denen  diese  Function  genügt,  definirt  erscheint,  nahezu  der  einzige  Aus- 
weg sein,  um  das  verlangte  Problem  zu  lösen. 

Ohne  vorerst  auf  die  Methode  Rücksicht  zu  nehmen ,  nach  der  die  nume- 
rischen Werthe  der  vorgelegten  Funktion  ermittelt  sind,  setze  ich  voraus,  dieselbe 
sei  durch  eine  Reihe  von  numerischen  Werthen  bestimmt,  die  zu  einem  durch  das 
Problem  bedingten  Argument,  welches  also  als  die  unabhängig  Variable  zu  be- 
trachten ist,  gehören.  Es  ist  klar,  dass  eine  Funktion  durch  eine  beschränkte  Zahl 
von  bestimmten  Werthen  niemals  völlig  genau  definirt  sein  kann;  je  mehr  Werthe 
im  Allgemeinen  aber  vorhanden  sind,  um  so  sicherer  wjrd  man  den  Gang  der 
Funktion  zu  beurtheilen  im  Stande  sein.  Fasst  man  diese  Retrachtungen  geome- 
metrisch  auf  und  stellt  sich  den  Gang  der  Funktion  durch  eine  Curve  vor,  zu  der 
das  Argument  (die   Variable1    als  Abszisse,    der   Werth   der  Funktion   als   Ordinate 
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erscheint,  so  ist  es  sofort  klar,  dass  der  Verlauf  der  Curve  um  so  genauer  bekannt 
sein  wird,  je  mehr  Punkte  in  einem  gegebenen  Stücke  der  Curve  bestimmt  erschei- 
nen. Diese  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Definition  einer  Funktion  durch 
eine  Reihe  von  Spezialwerthen  rühren  sofort  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  vorgelegte 
Funktion  mindestens  innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Grenzen  continuirlich 
sein  muss ;  denn  im  Falle  einer  Diskontinuität  lässt  sich  eine  Funktion  selbst  nicht 
annähernd  durch  eine  beschränkte  Zahl  spezieller  Werthe  darstellen.  Es  kann  dem- 
nach in  der  Folge  nur  auf  solche  Funktionen  Rücksicht  genommen  werden,  die 
innerhalb  der  vorgesteckten  Grenzen  continuirlich  sind. 

Die  vorgelegten  numerischen  Werthe  der  Funktion  können  in  Bezug  auf  die 
unabhängig  Variable  ; Argument)  in  gleichen  Abständen  berechnet  sein  oder  nicht; 
da  die  Berechnung  der  numerischen  Werthe  der  Funktion  meist  in  dieser  Richtung 
keiner  Beschränkung  unterworfen  ist,  so  wird  es  sich  im  Allgemeinen  empfehlen, 
um  die  möglichste  Einfachheit  in  die  Operationen  zu  bringen,  die  numerischen 
Werthe  in  der  That  äquidistant  in  Bezug  auf  das  Argument  zu  berechnen.  Es  soll 
in  der  Folge  stets  diese  beschränkende  Annahme  gemacht  werden,  da  sich  in  der 
That  der  allgemeine ^Fall  auf  diesen  speciellen  Fall  zurückfuhren  lässt,  indem  man 
eine  neue  Variable  als  neues  Argument  einführt,  so  dass  in  Bezug  auf  dieses  neue 
Argument  gleiche  Abstände  erreicht  werden;  allerdings  kann  diese  Operation  unter 
Umständen  ziemlich  weitläufig  werden. 

Das  Argument  sei  ausgedrückt  durch  «  +  [»"  +  n]  w,  wo  a  irgend  einen  con- 
stanten  Ausgangswerth  der  Variablen  vorstellt;  w  ist  der  gewählte  constante  Werth 
für  das  Intervall,  i  stelle  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl  (die  Null 
nicht  ausgenommen)  vor ,  und  »  eine  beliebige  Grosse ,  die  innerhalb  der  Grenzen 
—  1  und  +  l  eingeschlossen  ist.  Es  müssen,  den  gemachten  Voraussetzungen  nach, 
die  numerischen  Werthe  der  Funktion  für  eine  Reihe  äquidistanter  Punkte  des  Ar- 
guments bekannt  sein,  also  etwa  für a  —  21c,  «  —  w,  a,  a-\-w,  «  +  210,  ; 

die  numerischen   Werthe,    die   diesem   Argumente   entsprechen,    seien   ausgedrückt 

durch   f  [a  —  2w),  f  [a  —  w),  f  (<*),  f  (a  +  w),  f  [a  +  2  w) Man   kann 

demnach  das  Symbol  a —  iw  als  Argument-Index  bezeichnen.  Setzt  man  diese 
numerischen  Werthe,  die  natürlich  sowohl  in  der  positiven  als  negativen  Richtung 
beliebig  weit  fortgesetzt  werden  können,  vertical  unter  einander,  so  kann  man, 
indem  man  stets  den  vorausgehenden  Funktions werth  von  dem  unmittelbar  folgenden 
abzieht,  Zahlenwerthe  erhalten,  die  den  ersten  Differenz  wer  then  der  vorgelegten  nu- 
merischen Werthreihe  entsprechen.  Die  so  gebildeten  ersten  Differenzen  seien  eben- 
falls in  eine  Verticalreihe  rechts  neben  die  erstere  angesetzt  gedacht,  und  die  Dif- 
ferenzwerthe  zwischen  die  Horizontalrcihen  der  erzeugenden  Werthe  gesetzt.  Für 
diese  Werthreihe  möge  als  Bezeichnung  eingeführt  werden,  dass  der  Funktion  als 
Exponent-Index  I  angehängt  wird ;  dieser  Funktions-Index  weist  also  unzweideutig 
auf  die  Verticalreihe  hin.  Um  die  Stellung  der  Funktion  in  dieser  letzteren  genau 
zu  bestimmen,  soll  als  Argument-Index  das  arithmetische  Mittel  der  umschlies- 
senden  Argument-Index  benützt  werden.     Es  wird  also  sein  z.  H. 
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/Ma— i»l  -/(«}-/!■-")     . 

/> «  +  j  wj  =/ ;«  +  4  »j  — /  i*  +  3  »J  ■ 

Bildet  man  nun  aus  diesen  ersten  Differenz  wer  then  in  analoger  Weise  die  zweite 
Differenz  reihe  bezeichnet  dieselbe  mit  dem  Funktionsindex  II  und  bestimmt  in  ana- 
loger Weise  den  Argumentindex,  so  wird  sein  z.  B. 

/"(«)         =/>(„  +  t„)  -/■(«-  4« 

/"  (« -  7»)  =/■  (« -  v  »)  -/'(«-  v  »;  • 

Man  wird  leicht  bemerken ,  dass  die  Argumentindex  der  zweiten .  wie  überhaupt 
aller  geraden,  Differenz werthe  auf  derselben  Zeile  mit  dem  Argumentindex  der 
Funktion  identisch  werden ;  ebenso  werden  die  Argumentindex  der  ungeraden  Dif- 
ferenzwerthe,  die  zwischen  denselben  Horizontal  reihen  eingetragen  sind,  identisch. 
Dieses  eben  angedeutete  Verfahren  kann  beliebig  weit  fortgesetzt  gedacht  werden, 
und  man  erhält  so  eine  sichere  und  unzweideutige  Bezeichnungsweise  für  die  ersten 
und  höheren  Differenzwerthe ;  der  Funktionsindex  gibt  also  die  Verticalreihe ,  der 
Argumentindex  die  Horizontalreihe  an. 

Betrachtet  man  aber  die  Funktionsreihe  selbst  als  die  Differenzwerthe  einer 
links  voranstehenden  Verticalreihe,  die  dadurch  bezeichnet  werden  soll,  dass  man 
den  Funktionsindex  I  vor  das  Funktionszeichen  setzt  und  in  consequenter  Weise 
die  Horizontalzeile  durch  den  Argumentindex  fixirt,  so  wird  die  Bildung  dieser 
ersten  Reihe  durch  successive  Suinmirung  der  Funktion swerthe  ohne  Schwierigkeiten 
vorgenommen  werden  können,  sobald  man  über  irgend  einen  Werth  in  dieser  ersten 
summirten  Reihe  eine  Annahme  macht.  Diese  Annahme  ist  vorerst  willkürlich  und 
es  wird  sich  in  der  That  in  der  Folge  herausstellen,  dass  diese  willkürliche  Anfangs  - 
constante  mit  der  sonst  bei  der  Integration  auftretenden  willkürlichen  Constanten 
in  innigem  Zusammenhange  steht.  Sei  der  willkürliche  Werth  für  ]f(a  —  ±te<  ge- 
geben, so  ist  offenbar 

y(a  +  l«)  ='/(«-!»)+/(«) 
!/•(«  +  }«;)=  '/[a  +  J»i  +/(«  +  »i  u.  s.  w. 
und  ebenso 

Consequenter  wäre  es  allerdings,  als  Funktionsindex  für  diese  erste  summirte  Reihe 
den  Index  — I  zu  wählen  und  denselben  an  diejenige  Stelle  zu  setzen,  wo  der  Index 
für  die  Bezeichnung  der  Differenzreihe  gesetzt  wurde,  doch  würde  man  durch  diese 
Abänderung  die  allgemeine  übliche  Bezeichnung  aufgeben  und  ausserdem  die 
Schreibweise  in  Etwas  erschweren. 

Geht  man  in  der  Bildung  der  summirten  Reihen  weiter  und  bildet  die  zweite 
summirte  Reihe  in  analoger  Weise ,  wobei  natürlich  wieder  eine  willkürliche  An- 
fangsconstante  auftritt,  so  kann  man  diese  Reihen  beliebig  weit  fortsetzen ;  ich  will 
mich  aber  beschränken  auf  die  Betrachtung  der  zweiten  summirten  Reihe,  da  die  . 
dritten  und  folgenden  Reihen  mit  drei-  und  mehrfachen  [eigentlich  iterirten1  Inte- 
gralen im  Zusammenhange  stehen  ,    für  deren  Entwicklung  vorerst  kein  Kedürfniss 
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vorhanden  ist.  Mit  Rücksicht  auf  die  gemachten  Auseinandersetzungen  wird  sich 
also  folgendes  Differenz-  und  Sunimationsschcma  ergeben,  in  welchem  bei  der  prak- 
tischen Anwendung  statt  der  Symbole  bestimmte  numerische  Werthe  auftreten. 


"fi.-„ 
VW 
"/!«  +  >« 


'/h  +  l«l 


/;«  +  •» 


/■  («— I») 

/■  iu  —  lici 
/■  («+i«>J 


/■'("-> 


/"■(•- 1«) 
|/"'[«-iw) 
/mta+ju] 

/»(■+M 


/■H-H 

/Mo— 1«) 
/'la  +  jw) 


Aus  der  Entstehung  dieser  Werthe  leitet  man  leicht  ab,  dass  für  die  Differenz  zweier 
Differenzwerthe  mit  einem  geraden  Funktionsindex  (hier  und  in  der  Folge  ist  für 
die  nun  abzuleitenden  Relationen  der  Funktionsindex  der  summirten  Reihen  negativ 
zu  denken),  der  mit  id  bezeichnet  werden  soll,  die  Relation  besteht 


~2'f{a  +[.•  +  «« 


■) 


/(«  +  t,«|-./>-t-t«|. 
für  die  ungeraden  Funktionswerthe 

/'(«  +  [t„+J]«,  -/M-l',-HH  =1_^'/(«+>'«!  =  ^'/(«  +  t''+i]»i     i) 

Ausserdem  wird  es  auch  in  der  Folge  nöthig  werden,  für  die  arithmetischen  Mittel 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender  Differenz-  oder  Summenwerthc  derselben 
Verticalreihe  eine  unzweideutige  Bezeichnungsweise  einzuführen.  Es  soll  dies  da- 
durch geschehen,  dass  man  den  Funktionsindex  unverändert  belässt,  für  den  Ar- 
gumentindex  aber  das  arithmetische  Mittel  der  Argumentindex  der  benützten  Werthe 
ansetzt.     Es  wird  so  sein  z.  B. 

/■i  +  [.+i]»)  =  l{/,(2-H.--r-lH  +/(«+•»)  } 

f\i~+ ,-»)  -      i {/(«+  [•■+ jj »]  +/(«+  [••-« »)  } 

Diese  Bezeichnungsweise  ist  offenbar  ebenso  unzweideutig  wie  die  frühere.  Man 
wird  als  sicheres  Merkmal,  ob  man  mit  wirklich  im  Schema  vorkommenden  Diffe- 
renzwerthen  oder  mit  arithmetischen  Mitteln  derselben  zu  thun  hat,  leicht  die  Kegel 
nbleiten,  dass  für  die  im  Schema  auftretenden  Differenzwerthe  sich  gerade  Funk- 
tionsindex mit  ganzen  Argumentindex  und  ungerade  Funktionsindex  mit  gebro- 
chenen Argumentindex  verbinden,  dass  aber  das  Umgekehrte  für  die  arithmetischen 
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Mittel  gilt:    nämlich   gerade   Funktionsindex  combiniren   sich  mit  gebrochenen  Ar- 
gumentindex, ungerade  mit  ganzen. 

Für  die  Differenz  zweier  in  derselben  Verticalreihe  stehenden  arithmetischen 
Mittel  werden  sich  ähnliche  Summenformeln  finden  lassen,  denn  es  ist  vorerst  nach 
der  Entstehung  des  arithmetischen  Mittels  und  unter  Benutzung  der  Relation  i] 

f\a  +  ]i„  +  {]  w)  -f'l'a  +  ü  +  iJ ») 


:  !  {Jt,/^+[''+1)"'  +  j^/i'+l'+U")  , 


Denkt  man  sich  diese  Summen  zerlegt  und  vereinigt  je  zwei  Glieder  der  verschie- 
denen Summen  reihen  zu  einem  arithmetischen  Mittel  mit  Benützung  des  vor  der 
Klammer  stehenden  Factors  \,   so  findet  sich  leicht 

/5+[i.  +  il>»;-/(«  +  l"'.  +  U»)  =  j?/(a+[.'+i)«>)  31 

und  ebenso  für  die  ungeraden  Funktionsindex 

fZ+i,»,  -ff+  4«)  =  "2f{" + [••+«  «)  ■  "' 

Die  Formeln  i}  2)  3)  und  4!  können  aber  unter  eine  gemeinsame  Form  gebracht 
werden.  Bezeichnet  man  mit  l  den  Funktionsindex,  mit  k  eine  Zahl,  die  je  nach 
dem  Werth  des  Funktionsindex  \  oder  o  zu  setzen  ist,  so  ist  . 

_/(•+[*,  +  *]»)  -/(a  +  K-f*)«]  =  Z.  /(«+l*+*  +  ««)  5) 

wobei  naturlich  für  die  summirten  Werthe  /  negativ  anzunehmen  ist. 

In  der  Folge  wird  häufig  von  Combinationssummen  derselben  Klasse  Gebrauch 
gemacht  werden  nnd  es  stellt  sich  die  Notwendigkeit  heraus,  für  dieselben  zweck- 
mässige Bezeichnungen  einzuführen.  Die  Combinationen  sind  hiebei  ohne  Wieder- 
holung verstanden.     Die   zu   comhinirenden  Elemente   seien   a,   ß,  y,  d ,    die 

Klasse  sei  k,  so  stellt  das  Symbol 

C{«.  i«,  /,  1 ) 

die  Summe  aller  Combinationen  der  Elemente  a,  ß,  y,  6 ohne  Wiederholung 

zur  Klasse  k  vor.     Es  wird  also  sein  z.  B. 

&  {  4.    16,   36  }  =*=  4  X  16  +  4  X  36  +  16  X  36  =  784, 
weiter  wird   man  zu   beachten  haben,   das»  für  die  Klasse  o  die  Definition   dieses 
Symbols  sei 

<J»  {  a,  ß,  y,  S  ....}=  1 
Die   Berechnung   der   (Jombinationssummen  erscheint    höchst  weitläufig   und 
fast  unausführbar,  wenn  die  Anzahl  der  Elemente  eine  beträchtliche  wird;  die  Herren 
Anton    und   Schräm,     Observatoren   der    k.   k.    österreichischen    Gradmessung. 
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die  ich  mit  der  Berechnung  der  weiter  unten  noth wendigen  numerischen  Coeffi- 
cienten  betraut  habe,  haben  sieh  aber  einen  Kechnungsmechanismus  zurecht 
gelegt,  der  die  Arbeit  ganz  ausserordentlich  erleichtert  und  so  kurz  ist,  dass 
alle  Combinationssummen ,  die  zwischen  9  Elementen,  die  durch  ganze  Zahlen  in 
dem  vorliegenden  speciellen  Falle  dargestellt  sind ,  zu  allen  Klassen  bis  9  leicht 
innerhalb  einer  Stunde  erlangt  werden  kennen,  seihst  wenn  die  Elemente  beträcht- 
lich grosse  Zahlen  sind.  —  Die  bei  dem  vorliegenden  Problem  auftretenden  Elemente 
sind  entweder  die  Quadrate  der  geraden  oder  der  ungeraden  Zahlen 
4,    16,  36,   64,    100,    144,    196,   256,   324    

1,    9,    25,    49,    8l,     121,    169,    J25,    289,    361     

Denkt  man  sich  alle  Elemente  in  eine  horizontale  Zeile  gesetzt,  darunter  in  der 
zweiten  Zeile  die  Einheit  und  multiplicirt  mau  die  Elemente  mit  diesem  Factor,  so 
erhält  man  die  dritte  Zeile,  die  noth  wendig  wieder  die  Elemente  gibt;  hiebei  werden 
die  Producte  unter  die  Factoreu  gesetzt,  nur  das  erste  wird  fortgelassen  und  als 
erster  Werth  in  die  4.  Zeile  und  zwar  in  die  Verticalreihe  des  2.  Elementes  gestellt. 
Die  übrigen  Werthe  in  der  4.  Zeile  werden  einfach  erhalten,  indem  man  je  zwei 
Werthe  der  voranstehenden  Verti'calcolumneii  der  3.  und  4.  Zeile  addirt;  ist  diese 
Addition  durchgeführt,  so  bildet  man  wieder  die  Producte  aus  der  4.  Zeile  und  den 
oben  stehenden  Elementen  und  setzt  diese  Producte  in  die  5.  Zeile,  jedoch  das 
erste  abermals  als  ersten  Werth  in  die  6.  Zeile,  eine  Verticalreihe  nach  links  ein- 
rückend u.  b.  w..  Um  die  Beschreibung  klar  zu  stellen,  setze  ich  hier  den  Beginn 
der  Rechnung  für  die  Snmmencombinatkm  der  Elemente  22,  4* an. 


4 

16     36 

1  |    I 

64 

IOO 

144 

'K 

16  |   36 
4  1   20 

64 
56 

IOO 
120 

.44 

220 

196 
364 

720 

i   64 

3584 
784 

12000 
4368 

3I680 
I6368 

71344 
48048 

50176 
2304 

436800 
52480 

.  2356992 
489280 

9417408 

2846272 

1 

5248000 
147456 

70456320 
5395456 

557869312 

75851776 

776945664 
14745600 

14866948096 
791691264 

155171487744 
2123366400 

,  Google 


Verfolgt  man  die  Entstehung  dieser  Zahlen  analytisch,  so  erkennt  man  sofort,  dass, 
wenn  man  die  Verticalcalumnen  herangeht  und  die  je  zweite  Zahl  heraushebt,  diese 
so  herausgehobenen  Zahlen  nichts  anderes  sind  als  die  Summen  der  Combinationen 

aller  Elemente  bis  zu  dem  gewählten  zur  Combination  o,   i,   2,   

Die  Zahlen,  welche  die  Herren  Anton  und  Schräm  gefunden  haben  und 
die  ich  wegen  der  wichtigen  Rolle,  die  dieselben  in  der  folgenden  Untersuchung 
spielen,  hier  anführe,  sind  die -folgenden : 


P>{2>) 

<•"  (*'} 

C{2>,  4«) 
C'(2',  4') 
&[,•,  4') 


C  (  i'!,  ■ 
<."{*'.  ■ 

C  (  2»  . 

(.■"{2«. 


C  (  2' 


=  64 

..,6>}  =  > 

■,(■')  =  56 
..,6»}  =  784 
. ,  6* }  =  2304 


'}  = 


C{1',. 

...,  8«)  — 4368 

f  (  2>,  . 

..,  83}  —  52480 

C  (  2', 

..,8')  =14745  6 

C°(2',    .. 

.  ,  .0'}  =  ■ 

CIj".  .. 

C{2>,   .. 

...    IO*}—     I6368 

C»(2>,  .. 

..,  10*}  —  489280 

C(2>,   .. 

..,10*}  =  53954   56 

0>(2', 

..,  ioJ}  =  14745  600 

t«{2>,   .. 

..,,2*>  =  I 

C  (  2',  .. 

..,12'}  =  364 

C{2>,   .. 

..,  12*}  —  48048 

C»(2>,   .. 

..,  12*}  =  28462   72 

C(2".    .. 

..,12*}  =  75851    776 

C  (2'.  .. 

..,   12*}  1=  79169   1264 

C*(2*,    .. 

...   12*}  —  21233   0646c 

e»(2>, 

C{2'. 

<?>{2>, 
C"(2>, 
C{2>, 

C"(2'. 
C"(2". 


..,14»)=' 
..,  14')  =  5&> 
■-,  "4aJ=  i"939  z 
..,  I4S}  =  12263  680 
■■,  '4!)  =  63372   1088 
•■,■4')=  "5658  63936  o 
..,  I4a}=  15729  48541   44 
..,  14!}  =  41617  98144  00 


C{2* ,  16»}  =  1 

C{2» ,  l6>)  =  8l6 

C(i' 16')  =  26275  2 

CS(2> ,  i6=}=  42828  032 

C{2', I6')  =  37732  23168 

C»(2> ,l6>}=17789   12378  88 

t16{22. l6a}  =  41659    0653O   3O4 

CR}3 ,|61}  =  40683  66247  5264 


OJ2l, 


,6') 


IO654     20324     864OO 


0"{2S, l8*}  =   I 

C»{2*, ,  18*}  =  1140 

0>{2>, ,  18»}  =  52713  6 

C!i{2*, ,  i8s}  =  12795  9°8° 

&{2*, I8*}=17649  50553  6 

C*{2*, ,  18*}  =  14004  15544  320 

C«{2*, ,l8*}  =  6l802  66760  6oi6 

C<2*, ,  18*}  =  I3QO4  37378  29376  O 

Cs{21, ,18*}  =  13288  O4867  44719  36 

C{2*. ,  l8*}  =  34511)  61852  J5936  OO 
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Ofl>) 

=>   1 

C»( 

1 13' 

(=■ 

<."{.<> 

3») 

32) 

=    1 

C( 

o{ 

' 3' 

1 ,"3! 

', ,13= 

)  =  455 

C(l!, 

=   ■ 

=  77»77 
}  =  60925   15 

&{l>, 

3') 

=  9 

C"( 

1 13' 

'- 3' 

=  23067  3443 
=  38412  78805 

C°{i\ 

5' 

-  1 

C"{ 

' 3' 

=  21878  08047  9 

...,,« 

=  35 

C( 

'• ,'3' 

=  18261  46822  5 

<-«(.», 

•..,5" 

=  '59 



C{1=, 

5* 

=  2*5 

C»( 

'■ 15' 

s, ,'5! 

C»{i>, 

....,,> 

=  ■ 

=  680 

C>{  i>, 

7! 

=  84 

C'( 

': ,'5' 

=  17945  2 

....,7= 

=  "974 

C»( 

! 15! 

=  23434  840 

C{i«, 

= 12916 

C| 

* 5> 

=  16014  89318 

P{i", 

....,7' 

=  11025 

0>{ 

1 ,"5' 

=  55742  80348  0 

C{i', 
C{i>, 

9* 

9' 

9! 

9' 

=  ■ 
=  165 
=  8778 
=  17281  0 

C"{ 

C( 

C>( 

'■ ■  I5! 

1 15' 

* 15! 

2 ,17! 

=  49408  31601  000 
=  41088  30350  625 

9' 

...  ,9! 

=  10572  21 
=  89302  5 

C{ 

'■ 7! 

* ■?> 

=  969 

=  37597  2 

C(i", 

....,  II1 

>=■ 

C{ 

' ■?' 

=  75296  468 

C'ji», 

11' 

)  =  286 

C-{ 

'. ,17' 

=  83741   58078 

C{i!, 

,j2 

}  =  28743 

C( 

' >T 

=  51857  32163  82 

C'(i', 

I> 

)  =  12349  48 

C[ 

', .17» 

=  16995  83602  6324 

P{|>, 

...,11' 

)=  21967  231 

V{ 

=  26104  27537  55556 

C{|", 

1,2 

(  =  12881  6766 

0-{ 

' T 

=  14320  09163  03962  5 

C"(i', 

I  l] 

| -  -  10805  6025 

C»( 

' '7' 

=  n874  51971   33062  5 

jf.  3.    Aufstellung  einiger  Relationen  zwischen  den  Combiuationssummeo  der 
Qnadrat«  der  geraden  und  angeraden  Kahlen. 

Betrachtet  man  das  Product 
*fo-i>— &•  +  ['— '])>  +  [*—  2D {n+2){n+i)nln-i)(n-2) 

(«_[«*_*])  (8- [<*_,])  ■      ,) 

wo  n  eine  beliebige,  d  eine  ganze  positive  Zahl  vorstellt,  und  multiplicirt  je  zwei  sym- 
metrisch gegen  die  Mitte  gelegenen  Factoren  mit  einander .  so  erhält  man  zunächst 

PW-,)=»!»a-»,)(»,-2i)(fla-3a) [»«— Lrf— i]>)lV-lrf-iW.    2; 

Führt  man  die  angezeigten  Multiplicationen  wirklich  ans,  und  macht  von  der  üben 
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in  §  i  (pag.  5}  erläuterten  Bezeichnung* weise  für  die  ('ombinations summen  Gebrauch, 
so  kann  man  offenbar  das  Product  durch  die  folgende  Summe nfora  ausdrucken: 

Piä-<)=2  (-■)'•■'- °T<', '\  {*-')'.  (*->)'}  ■ 

Führt  man  unter  dem  Comhinationszeichen  statt  der  Quadrate  der  Kahlen  die  Qua- 
drate der  geraden  Zahlen  für  die  Elemente  ein.  so  findet  sich  sofort 

'«-.)  =  2  i-  "l^SE  0*$',  4', (2Ä-  2)')  .  3i 

Kehrt  man  nun  zur  Gleichung  ij  zurück  und  führt  in  dieselbe  ein 

« =  ">  +  £,  4) 

so  erhält  man  sogleich,  wenn  man  die  Multiplication  der  Summen  und  Differenzen 
ausführt  für  das  obige  Product 

f,w-0  =  (»-r-[rf-41)(»a-id-*]i)(«a-[rf-tFj K-WW-ß]*)-    5) 

Transformirt  man  diesen  Ausdruck  durch  Einführung  des  Combinationszeichens  in 
eine  Summenformel  und  reducirt  die  Elemente  auf  die  Quadrate  der  ungeraden 
Zahlen,  so  erhält  man 

ilM=["+M]ll-']H|S  °*{"\J' (>*-3>M  ■      6i 

■=> 

Durch  Gleichsetzung  der  Ausdrücke  3)  und  6}  und  Einstellung  des  Wertlies  n  aus 
4)  in  letzter  Gleichung  resultirt  die  folgende  wichtige  Relation 

21-*)        ~£üCi2*,4*,....{2d-2)*} 

=  {«  +  rf-.)  Si-iFfefTofa  3",  ....  (2rf-3)M  • 
•=« 

Ehe  ich  auf  die  Ableitung  einiger  Folgerungen  übergehe ,    die   man  aus   der 

Gleichung  7)  erhalten   kann,    will   ich  vorerst  auf  einige  Relationen  eingehen,  die 

sich  aus  den  Ausdrücken  2)  und  5)  erbalten  lassen.     Bezeichnet   man  mit  P^\  das 

mit  Pfä-i)  analoge  Product,  welches  man  bekommt,  wenn   man  bis   zu  dem  Glied« 

(n1 — d1)  vorschreitet,  so  findet  sich 

PW)=(»i-rfJ)Pw_1).  8) 

P(d>=  (m— rf+i)fr»  +  <*+l)  Pw_0-  91 

Führt  man  in  8)  die  CombinationBsummen  für  P  ein,  so  wird 

=(»*-<P)  J7'  i-,)4"'^!  cT»',4',  ...(i<l-2)>>  . 

p=i 

Ändert  man  links  vom  Gleichheitszeichen  die  Grenzen  für/»  in  o  und  rf  ab,  so 
erhält  man  auch 

OppoLztr,  BfthBbMtl  mm  Bugen.  II.  J 
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p=*  i-r  „ ....       4-f 

2  ;-■)    ^hr  tM2'.  *'•  ■■■■  f**1)  = 

=  :*-^  J?(-i)"~*S£i<MV«" i2rf-2i»).    ■»! 

Aus  der  Gleichung  9)  findet  sich  durch  ähnliche  Schmssfolgerungen 

P=I 
Betrachtet  man  ( Kombinationen  aus  e  und  e  ■]■  1  Elementen,  so  enthalten  die  vor- 
stehenden Gleichungen  10]  und  11'  die  Relationen,  die  zwischen  den  Combi nations- 
summen  dieser  Elemente  bestehen  und  zwar  gilt  die  eiste  Gleichung,  wenn  die 
Quadrate  der  geraden  Zahlen,  die  zweite,  wenn  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen 
in  Itetracht  kommen. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  mit  dm  und  integrirt,  wobei  zu  beachten 
ist,  dass  der  Werth  Null  für  die  Integration  sc  011  staute  durch  die  Specialisiruug 
m  =  o  resultirt,  so  findet  sich 

f(-.%,:^,^,3«, (.*-...)- 

=  |^'{^-("Jr')'^}^'-3- ;--3..). 

Führt  man  in  diese  Gleichung  die  SpeciaHsirimg  m  —  {  ein ,    so   erhält   man  nach 
einer  leichten  Umformung 


-2  >  - 


*-"  C{Ti,)«,...[aJ-3)M 


Schreibt  man  der  Kürze  halber  für  d  —  1  den  Buchstaben  Ö  im  zweiten  Gliede  links 
vom  Gleichheitszeichen  und  führt  überdies  in  demselben  für  p  die  Grenzen  o  und 
[d — i1   ein,  so  erhält  mau  die  in  der  Folge  verwendete  Relation 

■Sil     ,\*-v      *-f  tii—ii'-f       J-f 

V-'-i'--     C{iH3J,,...[2rf-i)>}+4(H   V±r.I>-_   0{i«,s», 2*— i)M  = 

•  _ _  ,  'v  <—td~r  ^  )*■■■■■  d<-i!M  , .» 

In  ähnlicher  Weise  könnten  weitere  Relationen  entwickelt  werden,  doch  begnüge 
ich  mich  mit  den  hier  angeführten  Relationen  und  gehe  auf  einige  Gleichungen 
über,  die  sich  aus  7'  ableiten  lassen  und  die  für  die  folgenden  Untersuchungen  von 
Bedeutung  sind. 

Setzt  man  in  Gleichung  7)  den  Speciahvexth  »  =  }   ein  und  beachtet ,    dass 
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rechts    vom    Gleichheitszeichen    für  p  =  l     der  auftretende ,     unbestimmte    Factor 

«  —  J)  =  o°  offenbar  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  nrnss,  so  findet  sich  leicht 
die  bemerkenswerthe  Relation 

2  (-  •)~'cT'>,  4>,  ■■•■  \2i-i)>  )  =  i-O«-0  ''.31, i2rf-3)!  ■    "31 

*=■ 

Setzt  man  aber  in  7)  «  =  o,   so  erhält  man 

ig*  *— p  ■— p 

^(-■1     C{,>ti>,....w-i;')  =  o,  .4; 

p=i 

welche  Formel  aber  dadurch  beschränkt  erscheint,  dass  die  Giltigkeit  derselben  für 
den  Fall  d=  1  besonders  untersucht  werden  muss.  Schreibt  man  jedoch  in  7)  für 
p  =  jt  -f-  1  wnd  rf  =  d  +  i,  und  führt  nach  erfolgter  Umsetzung  für  1%  und  d  wieder 
p  —■  d  ein,  so  erhält  man  für  »  =  o,  den  Fall  d  — -  o  als  in  der  Folge  nicht  wichtig. 
ausschliesseud 

f=J  d-p.  *-p 

J£(-i)     cr{i>,3»....{2rf-i)«}  =  o.  15} 

Setzt  man  endlich  n=  1,  so  erhält  man  aus  7)  sofort 

2^fcr °( '!.4!. ••••  («*-')')  =  sr 2 HO    c( .', 3', .... M-3)> ) , 

p=i  f=i 

und  mit  Bücksicht  auf  14) 

2±&hi    t'(^4' |xl-l)»)-  )£(-■)       C(I,2 (rf-,))_o.        ,6] 

p=I  ,       psi 

Die  Gleichung  7)  wird  aher  auch  eine  Reihe  von  Relationen  bieten,  die 
leicht  erhalten  werden  können,  wenn  man  auf  diese  Gleichung  wiederholt  die  Dif- 
ferentiation und  Integration  anwendet .  wobei  noch  eine  vor  diesen  Operationen 
mit  einer  willkürlichen  Potenz  von  n  oder  m  ausgeführte  Multiplication  die  Rela- 
tionen vervielfältigt.  Ich  werde  nur  jene  Relationen  hier  ableiten,  von  denen  später 
Gebrauch  gemacht  wird. 

Durch  Differentiation  erhält  man 

2  (-.r^gp-e/r** n.-».»- 

=  (^)  '2  l-f"''*'--1,^'"    0T.>.3'--^-3i>)  + 

+!z'i-'{~''"-!W"  ct;>,3» w-3)>» .      .7) 

Diese  hier  ausgeführte  Differentiation  erleichtert  sich  ganz  ausserordentlich  und 
führt  sofort  zu  übersichtlichen  Resultaten,  wenn  man  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
in   7)    statt  n,    m  snbstituirt  und   die   Differentiation   rechts   nach   m   ausführt  und 

nachher,   da 

dm  =  dn, 
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wieder  n  statt  m  in  die  Formel  einführt.  Weitere  Relationen  durch  die  Differen- 
tiation abzuleiten,  scheint  für  die  nächsten  Zwecke  nicht  nöthig.  Für  die  Ausfüh- 
rung der  Integration  denke  ich  mir  vorerst  die  Gleichung  7)  beiderseits  mit  n  multi- 
pHcirt  und  dann  linker  Hand  die  Integration  nach  n,  rechter  Hand  nach  m  aus- 
geführt, was  gestattet  ist,  da  ja  dm  =  dn.  Bezeichnet  man  die  auftretende 
Integrationsconstante  mit  J,  so  wird 


'  i*p+l)2Mi-p) 


C{2\tf,....{2d-2)*}  = 


.■2d-S)*)  +  J. 

Der  Werth  der  Integrationsconstante  findet  sich  in  zweifacher  Weise,  weim  man 
n  =  o  setzt  und  auch  m  =  o 

*         -Ä      ■««-!•)  »V+i(*p+l) 

Die  Gleichsetzung  beider  Resultate  ergibt  nach  Ausführung  einiger  offenkundiger 
Reduetionen 

2  £j£f  ^ 4"  ■-.<"'— )">  -S^föE;-  j?p}ÄV-<»*-l)'>- 

Es  soll  die  Gleichung  7)  nochmals  in  abgeänderter  Form  vorgenommen 
werden.  Ersetzt  man  nämlich  rechter  Hand  die  ('ombinationssumme  der  Elemente 
i1,  3', ....  [zd—  3)*  durch  j>,  3», ....  (2rf — i]2,  indem  man  von  der  Relation  11)  des 
vorliegenden  Paragraphen  Gebrauch  macht  und  beachtet,   dass 

n+d-i  =  _j_ 

(«.  +  <(—  Din—d+i)     =  *—d  ' 

ist,  so  findet  sich  sofort 

(»-■ 0  2  t-ifäS  c^''  *'•  -  ["•-')' )  = 

JJ=. 

-  .^  (- 0*^55*  cfö  3*,  •- (»*-■;•)■        .9) 

Multiplicirt  man  links  mit  dn,  rechts  mit  dm,  integrirt  und  bestimmt  die  Inte- 
grationsconstante in  zweifacher  Weise,  indem  man  einerseits  dieselbe  durch  n  =  o, 
andererseits  durch  m  =  o  ermittelt  und  setzt  die  beiden  Resultate  einander  gleich, 
so  findet  sich 

|U7(;li'^~l>'-!l')-''|i7-|;l1'',-l!''-i)'l  = 


i(— ■)*■ 


C{l\j\....  (l *-!)■}■ 
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Diese  Beispiele  mögen  genügen,  um  zu  zeigen,  zu  welchen  zahlreichen  und  ver- 
schiedenartigen Resultaten  man  durch  das  vorstehende  Verfahren  gelangen  kann; 
ich  habe  dieselben  so  gewählt,  dass  die  gewonnenen  Relationen  später  Verwendung 
finden. 


$  3.    Darstellung  einer  Funktion  durch  ihre  Differenz  werthe. 

Laust  man  in  irgend  einer  Funktion  von  a,  den  Werth  a  in  [a  +  nw)  über- 
gehen, so  wird  sich  stets,  sobald  die  Funktion  nicht  discontinuirlich  ist,  innerhalb 
der  gestellten  Grenzen  eine  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  Mio  bewerk- 
stelligen lassen.  Um  die  Convergenz  dieser  Reihen  für  praktische  Zwecke  hin- 
reichend rasch  zu  gestalten,  wird  es  allerdings  nothwendig  sein,  nie  keinen  allzu- 
grossen  Werth  zu  ertheilen,  doch  lassen  sich  hierüber  keine  allgemeinen  Regeln 
feststellen  und  es  wird  dem  praktischen  Takte  des  Rechners  von  Fall  zu  Fall  über- 
lassen bleiben  müssen,  die  Wahl  entsprechend   dem  vorgesteckten  Ziele  zu  treffen. 

Die  eben  hingestellte  Behauptung  rechtfertigt  sich  sofort  durch  Benutzung 
des  Taylor'schen  Lehrsatzes  und  man  wird  bemerken,  dass  die  oben  aufgestellte 
Einschränkung  ebenfalls  für  den  letzteren  gilt.     Man  hat  also  nach  demselben 

Denkt  man  sich  diese  Entwicklung  bis  [nu>)'n  durchgeführt  und  sei  dadurch  die 
Reihe  so  weit  fortgesetzt,  dass  die  vorgeschriebene  Genauigkeitsgrenze  in  der  Ent- 
wicklung erreicht  wird,  so  kann  man  die  übrigen  Glieder,  die  mit  höheren  Potenzen 
von  nw  als  m  multiplicirt  sind,  fortlassen;  ohne  der  Genauigkeit  etwas  zu  vergeben. 
Hiermit  aber  erscheint  die  vorgelegte  Funktion  innerhalb  der  vorgesteckten  Grenzen 
mit  einer  arithmetischen  Reihe  der  mUn  Ordnung  identiäcirt.  Rechnet  man  nun 
mit  den   entwickelten   Coefficienten   eine  Reihe  in  Bezug  auf  das  Argument  äqui- 

distanter  Werthe ,    indem  man  für  n  der  Reihe  nach  die  Werthe —  2 ,  ■  —  i. 

o,  +i,  4-2)  ■■•■  setzt,  so  erhält  man  eine  Folge  von  Funktionswerthen ,  die 
der  in  §  i  auseinandergesetzten  Bezeichnungsweise  entsprechend,  mit ....  f{a  —  zw], 
f{a  —  a>),  f{a),  f(a  +  w),  f{a  +  2U>\  ...  bezeichnet  werden  sollen.  Bildet  man  ent- 
sprechend den  Vorschriften  des  §  i  die  ersten  und  höheren  Differenzwerthe .  so 
erhält  man  das  folgende  Schema 


/(«—»») 

f  l«-|«) 

/■"(«-»»)       

/(«-») 

/'<<•—  i«) 

/"(«-«)          
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in  welchem  Schema  nothwendig,  der  Voraussetzung  nach,  die  m1"  Differenzen  con- 
stant  sein  müssen.  Um  über  die  Hezeichnungsweise  des  Argumentindex  eine 
sichere  Kegel  zu  haben,  denke  man  sich  unter  m  eine  gerade  Zahl;  dies  schränkt 
die  Allgemeinheit  der  folgenden  Ableitung  nicht  ein,  weil,  wenn  die  Entwicklung 
nach  Potenzen  von  n  to  für  ein  ungerades  m  schon  hinreichend  genau  wäre ,  die 
Entwicklung  um  eine  Ordnung  weiter  geführt  werden  kann,  wodurch  nur  eine  Ge- 
nauigkeitszunahme erreicht  wird.  Ist  also  m  gerade,  so  wird  nothwendig  die  Re- 
lation für  die  [m — l)*"1  Differenzwerthe  bestehen: 

/V+t"i  =/V+M  +/%) 
/(«'+  » «v  -  /%'+  i »)  +  >/"w  , 

oder  allgemein 

Wendet  man  sich  zu  den   'm — 2)lsp  Differenzwerthen,  so  wird  man  finden 

/(«'+»)  =  /5'  +  /V+j») 
/V+2»)  -zw  +2/T+i»)  +/w 

/V+3«)  -/>)  +  3/V+i»)  +  j/W 
oder  allgemein 

/£+»!»)  =/w  +  »/V+4»)  +  —^  /"«)  ■ 

Weiter  erhält  man  für  die  (m — s)1*"  Differenzwerthe  allgemein 

/V+l»+tM-/V+l«i  +  tf  M+s£;,'/M-f»!  +  '"+!)"'.""'A<  ■ 

Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  bis  man  zur  Reihe  der  Funktionswerthe  selbst  ge- 
langt, so  findet  sich  der  allgemeine  Ausdruck  für  dieselben  leicht 

/  ;«4-<MDi  -/m  +  »/(«+*•)  +  ^=^  /■"(«:.  +  "l+111;',;~')/1{a+w  +1 


welcher  Ausdruck  die  bekannte  Interpolatiunsformel  ist  und  die  vorgelegte  Funktion 
der  Voraussetzung  nach  in  hinreichender  Annäherung  darstellt. 

Die  Formel   i]  soll  nun  in  Etwas  abgeändert  geschrieben  werden,  um  später 
den  Ausgangspunkt   der  Funktion    beliebig  wählen   zu   können.     Ich  setze  nämlich 
statt  n  den  allgemeineren  Ausdruck  e-f-n,  wo  t  eine  beliebige  ganze  Zahl  vorstellt; 
dann  kann  man  auch  schreiben 
fla+\i  +  n]«/l-f[a  +  iw)+«/{a+[i+{]u,)+-^=^  /(a  +  .'to)  +  ....         2) 

führt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  arithmetischen  Mittel  der  ungeraden  Differenzen 
nach  der  oben  (pag.  4)  festgesetzten  Schreibweise  ein  und  erinnert  sich,  dass  darnach  ist 
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so  erhält  man  nach  einer  unmittelbar  ersichtlichen  Reduction  aus  2)  den  Ausdruck : 

/  [«  +  [•+»]»)  =/(a+.»)  +  »/(«  +  i«)  +  ^/(a+it.)  +"|'"-^-l/°°+~i  + 

+  !7^/'(«  +  '«)  +  •"l-^.T'Vl.+H  + 3) 

Denkt  man  sich  die  in  den  Factoren  angezeigten  Multiplicationen  ausgeführt, 
jeden  Factor  nach  Potenzen  von  n  geordnet  und  die  in  §  i  (pag.  5)  angezeigte  Combina- 
tionsbeaeichnung  angewendet,  so  erhalt  man,  wenn  man  überdies  den  Differenzindex 
durch  2  d  oder  2  rf —  1  bezeichnet ,  je  nachdem  derselbe  gerade  oder  ungerade  ist, 
die  folgende  Gleichung,  durch  welche  die  obige  Reihe  in  einer  Summenform  ausge- 
drückt erscheint: 

f.a+  [<+»]*,)  ==/  a  +  ia)  +2f|^i=^g=j  cfä  &  ...(2d-2)*}f%~+iw)  + 


+     2 [^/-JZZ.  cV2>&----w-*)iv\*+i*>)U) 


Für  d  ist  in  dieser  Gleichung  als  obere  Grenze  00  gesetzt,  in  der  Anwendung  wird  aber 
d  nur  soweit  mitgenommen  zu  werden  brauchen,  so  weit  die  Differenzwerthe .  mul- 
tiplicirt  in  den  zugehörigen  meist  sehr  kleinen  Factor,  etwas  Merkliches  geben,  und 
man  wird  selten  bei  zweckmässiger  Wahl  der  Intervalle  w  Über  d  =  4  hinauszugehen 
haben. 

Mau  kann  der  Gleichung  4)  auch  eine  andere  Form  gehen,  deren  Kenntnis» 
für  die  folgenden  Entwicklungen  erwünscht  erscheint.  Führt  man  nämlich  in  der 
Gleichung  2)  statt  der  geraden  Differenzwerthe  die  arithmetischen  Mittel  derselbeu 
ein.  so  hat  man  nach  den  Festsetzungen  des  §  1  (pag.  4;  anzunehmen 

setzt  man  ül  er  dies,  wie  dies  in  Gleichung  4)  geschehen,  statt  n  den  Werth  \m  \  \), 
so  findet  sich  ähnlich  wie  früher 

f.a+[i+n\w)=f(a+\i+\)to)  +  mf<a+[i+i\v>}  +  -'^^  /"( o  4-  [V  + 1 1  w.  + 
Durch  Einführung  der  Oomhinationsbezeichnung  erhält  man  dann 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  bilden  die  Grundlagen  für  die  weiteren  Entwick- 
lungen und   sind   nichts  anderes,    als   die   Darstellung    einer  Funktion    durch    die 
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Differenzwerthe.  Die  hiefür  gewählte  neue  Bezeichnungsweise  wird  aber  die  Ueber- 
sichtlichkeit  der  weiteren  Transformationen  erleichtern  und  die  Gesetzmässigkeit  der 
auftretenden  numerischen  Factoren  auffinden  lassen. 


jf  4.    Ermittlung  der  numerischen  Differentialquoüenten  einer  Funktion. 

Wiewohl  die  Ausführung  der  numerischen  Differentiation  weniger  nöthig  er- 
scheint, weil  in  sehr  vielen  Fällen,  wenn  die  numerischen  Werthe  einer  Funktion  ge- 
geben sind,  auch  der  analytische  Ausdruck  derselben  bekannt  ist,  also  die  Differentiation 
auf  directen  Wege  ausgeführt  werden  kann,  so  tritt  doch  häufig  in  der  astronomischen 
Praxis  (z.  H.  bei  Ermittlung  der  speciellcn  Störungen.  Ableitung  der  Differentialquo- 
tienten nach  Ephemeri  den  orten;  der  Fall  ein,  dass  in  der  That  die  Funktion  nur  durch 
eine  Reihe  numerischer  Werthe  definirt  erscheint  und  das  Verlangen  gestellt  wird,  den 
ersten  und  die  höheren  Differentialquotienten  für  dieselbe  numerisch  zu  bestimmen. 
Ich  werde  daher  die  hiefür  nöthigen  Formeln  hier  ableiten. 

Differentiirt  man  den  Ausdruck  4}  in  §  3   pag.  15)  901a!  nach  dem  Argumente 
a  -f-  [•"  4-  n\ «  =  / , 
wobei  der  Buchstabe  /  als  Abkürzung  eingeführt  wird,  so  ist 

dl  =  wdn  1) 

und  man  hat 


•  pm*  . 


•fißli        y  y  f- *,p C{»«,4ä,....[»rf— *)»f  ^" 


f»   ((t+iU) 


\-iw)  + 


Löst  man  hier  die  Summen  nach  d  und  p  auf,  so  findet  sich 


1   f 

'  (a  +  .V) 

1  /" 

1  f" 

■a-3'4 

ia  +  iw) 

1  r 

i-J-4-S 

f  r 

J-3-4-S-6 

)  dtfi  1* 


+ 


jdtn*         (*{*», 4*)     d*ir>     ,    &{**,  4«|     (f«  y   , 

f*y         gjgj)    d*lt«    .    Cfa*.  4«}'    rf^t, 
\drf~  1*    "       du«    T  t*    '"     Jn«!"1- 

I  dW         CT  {«',..,  6« }  dttfi    .    CTJi',-,6*}  rf«w»        CT  {■»,..,  6*)  jg«!, 

.■1.J-4-J.6-7  (  d«'  «s  «in*   "*"         a«  d»*  18  rfn*  p 

+        

wobei  das  Gesetz  der  Fortschreitung  in  diesem  Ausdrucke  sofort  klar  ist;  ausser- 
dem wird  man  leicht  bemerken,  dass  alle  jene  Coefnzienten ,  wo  q  grosser  ist.  als 
der  Exponent  von  w,  verschwinden. 
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Ein  ganz    analoger  Ausdruck   wird    sich    aus  Gleichung  5)    (pag.  15)   finden 
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Auch  hier  werden  alle  jene  Glieder  für  gegehene  Werthe   von  q  verschwinden,  wo 
q  grosser  als  der  Exponent  von  m  ist. 

Im  Allgemeinen  wird  man  selten  Veranlassung  haben,  diese.  Formeln  für  an- 
dere Fälle  als  q  =  1  und  q  =  2  anzuwenden.  Unter  der  speziellen  Voraussetzung: 
q  =  1,  hat  man  in  der  Gleichung  2)   (pag.  16)  die  folgenden  Factoren:       ; 
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Das  Bildungsgesetz  dieser  Ausdrücke  ist  offenkundig  und  man  erhält  mit 
denselben 

dfll]             I                                          III                                          ¥                                          TU 
»■  ^p  =  /  [«+•■)  +  JVia(»)/     t«+»*J  +  *,»<«)/  (fl+.V)  +  tf'.t.)  /      (-+.'»)  + 
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Die  Tafel  I  enthält  die  Logarithmen  der  hier  entwickelten  Werthc  von  iy",d  {»)  nach 
dem  Argumente  n  und  schreitet  bis  jVtIÜ{n)  fort,  also  bis  zur  Berücksichtigung 
zehnter  Differenzen,  was  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  Anwendung  weit  über- 
schreitet. Die  äussersten  Argumente  sind  ±  0.25,  weil,  wie  dies  der  Anblick  der 
Formel  zeigt,  für  die  Fälle  n  >  ±  |  die  Rechnung  bequemer  und  kürzer  wird  nach 
der  Formel,  die  m  enthält.  Da  n  in  den  obigen  Ausdrücken  für  die  iV-Coeffi- 
cienten  durchaus  quadratisch  auftritt,  so  werden  dieselben  für  alle  positiven  und 
negativen  Werthe  die  gleichen.  Die  Tafel  ist  7stellig  von  Herrn  F.  K.  Ginzel 
berechnet  worden,  dem  practischen  Bedürfnis«  entsprechend  aber  auf  6  Stellen  ab- 
gekürzt, so  dass  der  Fehler  der  Tafel  nicht  häufig  eine  halbe  Einheit  der  6.  Stelle 
betragen  wird.  Die  Reihe  selbst  ist.  um  gleich  die  logarithmiBchen  Werthe  bequem 
tabuliren  zu  können,  in  zwei  Reihen  zerfällt;  in  der  zweiten  erscheint  n  als  gemein- 
samer Factor  herausgehoben. 

In  analoger  Weise  wie  aus  2)  die  Gleichungen  5)  abgeleitet  wurden,  erhält 
man  aus  4)  (pag.  17}  die  Relationen 
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Die  logarithmischen  Jf-Coefficienten,  die  wie  oben  für  positive  und  negative 

Werthe  identisch  werden,    finden  sich  in  Tafel  II,   nnd  zwar   mit  dem  Argumente 

m   zwischen   den   Grenzen   15:0,25.     Durch  Benützung  der  Formeln  6)  und  8)   ist 

man  daher  in  den  Stand  gesetzt,  jeden  geforderten  ersten  Differentialquotienten  zu 
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Die  Logarithmen   der  in   diesen  Ausdrücken   auftretenden  Coefficienten  sind 
in  der  Tafel  m  aufgenommen. 

Ganz  ähnlich  ist  in  Gleichung  4)  für  q  =  z 
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dessen  logarithmische  Coefficienten  sich  in  der  Tafel  IV  finden. 

Indem  so  ganz  allgemein  die  Berechnung  irgend  eines  Differentialquoticnten 
möglich  ist,  wird  die  Betrachtung  der  speciellen  Fälle  n  und  m  gleich  Null,  keine 
weiteren  Schwierigkeiten  bieten;  es  soll  auf  die  letzteren  hier  näher  eingegangen 
werden,  weil  gerade  diese  speciellen  Fälle  in   der  Anwendung  häufig  hervortreten. 

Man  gelangt  sofort  zu  den  diesbezüglichen  Ausdrücken ,  wenn  man  in  den 
Gleichungen  2)  und  4)  (pag.  16.  17)  nach  Ausführung  der  angezeigten  Differentiation 
beziehungsweise  n  und  m  =  o  setzt.  Eine  ganz  einfache  Ueberlegung  zeigt,  daes  dann 
alle  Differential  quo  tienten  verschwinden,  in  denen  der  Exponent  von  n  und  m  entweder 
kleiner  oder  grösser  als  q  ist,  und  nur  jene  Coefficienten  übrig  bleiben,  wo  der  Ex- 
ponent von  n  und  m  gleich  q  wird.  Man  erhält  also,  indem  man  in  dem  Ausdruck 
*+[*  +  *]w—  '  den  Werth  n  =  o  einführt,  der  Reihe  nach  für  die  verschiedenen 
Differentialquotienten : 
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so  dass  das  Gesetz  der  Fortschreitung  klar  vor  Augen  liegt.   Da  diese  Coefncienten 
eipe     erhöhte    Bedeutung    haben,     so     habe     ich    dieselben    vollständig    bis     zur 
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In  der  folgenden  Zusammenstellung  sind  die  mitgetheilten  Zahlen  im  Zähler 
and  Nenner  relative  Primzahlen. 
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Stellt  man  in  den   Gleichungen  4)  pag.  17    statt   /  den   Werth  a  +  fi  +  ^Jw 
,  indem  hiebei  m  =  o  vorausgesetzt  ist,   so  finden  sich  die  Differentialquotienten 
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In  ähnlicher  Weise  wie  früher  erhält  man  allgemein 
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Die  in  diesem  Ausdrucke  enthaltenen  3f-Coefncicnten  folgen  hier,    wie   vor- 
her die  JV-Coefficieuten,  im  Zähler  und  Nenner  als  relative  Primzahlen  mitgetheilt : 
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Schliesslich  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  die  bisherigen  Entwicklungen 
sofort  auch  die  Möglichkeit  an  die  Hand  geben,  eine  Funktion  nach  steigenden 
Potenzen  von  n  oder  m  zu  entwickeln.  Am  bequemsten  werden  die  Formeln,  wenn 
man  von  einem  Argumentwerthe  oder  dem  Mittel  derselben  ausgeht,  denn  es  ist 
nach  dem  Tavlor'schen  Lehrsätze: 


und  analog: 

/fc+i+l+i»!«-  -  f  1«  +  '.'+;]*!  +  •»« 


i/(a  +  i'w)2 


üii+ii+lKi. 
J|«+[i+!l«j   T 

'»'  <P/|J  +  ii>;]ir) 
[•1     rf(«+[.+  l]ir)* 


wobei  zu  beachten  ist,  dass  in  der  letztem  Formel  statt  f  a  +  [1 '  -f-  J  w)  geschrieben 
wurde  7^(0+  [»'+  J  tc),  danacli  der  Idee  des  Taylor'schon  Lehrsatzes  offenbar  unter 
dieser  Funktion  der  Werth  der  vorgelegten  Funktion  für  das  Mittel  der  Argumente 
zu  verstehen  ist ;  denn  durch  die  Itezeichnung  mittels  des  Huchstabens  /  könnte 
eine  Verwechslung  mit  dem  arithmetischen  Mittel  zweier  Funktionswerthe  eintreten ; 
in  der  unten  folgenden  Formel  17)  ist  auf  diesen  Umstand  Bücksicht  genommen 
und  in  der  That  unter f  [a  +  Li+J|w>]  das  arithmetische  Mittel  zweier  Funktions- 
werthe zu  verstehen. 

Man  findet  leicht,  dass  mit  Rücksicht  auf  die  früher  gewählten  rlezcichnungeu 
pag  21  ( 1 3 A)   und  pag.  23  (14A;}  die  folgenden  Relationen  bestehen: 


/'•  +  [•'  +  ■] 


+  ^[/"'r'+lf  +  W/Wi»!  +  Xf./"l?+i*>+...  \ 
>  /" '«  +  <*)  +  IT,'/':.  +.'«■!+  Nff" 


'-iV 


.»+...} 
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fi*  +  H+i  +  m\w) 


-  |  /(«  +  [<  +  11 «)  +  ^o*  /"(«  +  [i  +  {]»)  + 

+  JW/V+P+ÜH  + ... 

+  ^l/,[«+[t1+fl*]+Äi«/'(<I+[»+i]«j  + 
-  ~A/n(« + [•' +(]«-)  +  *£/ <« + 1» + ii  m  + 


wobei  die  hier  auftretenden  Wund  JH-Coefficieiiten  der  oben  angeführten  Zusammen- 
stellung zu  entnehmen  sind  und  wie  schon  bemerkt,  unter /(a-|- [»'-hl '10}  in  der 
That  das  arithmetische  Mittel  zweier  Funktion» werthe  zu  verstehen  ist. 

Es  sollen  nun  die  vorstehend  entwickelten  Formeln  durch  ausführliche  Bei- 
spiele erläutert  werden. 

Ich  benütze  hieiür  die  Störungen,  die  der  Planet  @  Erato  in  der  X-Coordi- 
nate  erfahrt,  die  mit  £  bezeichnet  werden  sollen  und  in  Einheiten  der  7.  Decimale 
zu  verstehen  sind.  Die  angeführten  Zahlen  können  leicht  aus  den  später  bei  der 
Störungsrechnung  gegebenen  ausführlichen  Beispielen  hergeholt  werden.  Man  hat 
so,  wenn  man  die  Differenz  werthe  bildet : 


5  /  /'  /'" 

1871  April  26  +130**0.18 

Juni     5  +  186549.80  —   8881.14 

—  53'5*.6i  +  1695.1* 
Juli    15  +  «13S97.I«       "                  "« -  T 

,    —60139-54 
Aug.  14  +■   73057-64       , 

—  64437.7a 

octob.j+  iiims    „7 

—  66151.67 
<> 

—  63469.41 


1871  Jan 


Nov.  1»  —  58031.I 

Dar.  ii  —  121501.1 
178339.16 


-  46761.28 


7 186. 91 

4598.15 

1113.88 

"  +    1681.16 

]  +    6631.38 

■+-  10076.75 


+  15B8.67 
+  13*4-37 
+  3896.14  \ 
+  3949-n 


f 


+  »93  35 


/ 


97.65  _ 
183.93  _ 

■45B79 


186.18 

174.86  H 


Um  vorerst  die  Formel  13]  {pag.  20)  durch  ein  Beispiel  zu  belegen,  soll  der  erste 
und  zweite  Differentialquotient  von  f  für  1871  October  3  ermittelt  werden.  Da  hier 
das  Argument  für  |  die  Zeit  ist,  so  ist  es  klar,  dass  diese  Differentialquotienten 
nach  der  Zeit  verstanden  sind,  und  um  sofort  in  den  obigen  Formeln  w  der  Ein- 
heit gleich  setzen  zu  können,  soll  für  die  Zeiteinheit  in  den  hier  folgenden  Bei- 
spielen stets  das  gewählte  Intervall  von  40  Tagen  angenommen  werden;  es  wird 
daher,  wenn  man  die  Differentialquotienten  auf  den  mittlem  Sonnentag  als  Einheit 
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beziehen  will,  der  erhaltene  erste,  zweite,  dritte Differentialquotient  bezieh« ngs- 

weise  durch  40,  403,  40* zu  dividiren  sein. 

Für  den  ersten  Differentialquotienten  stellt  sich  also  die  Rechnung  wie  folgt : 
/'  [a  +  ito)     =  —  65544.73 
■W'fa  +  H     =  -       606.71 

MV  (»+*«)    =—      12.38 

JV17 j 'J"{a+ 1*0)     =  —  0.32 


■»'-£ 

= 

—  6( 

164.14 

ür  den 

zweiten 

D  i  ffeientialquotienten 

wird 

/'(«+•») 

= 

—  I 

213.88 

w  (•+•») 

~ 

— 

V 

65 

iV,«/"  («  +  •'«>) 

= 

— 

1 

94 

»'■T3- 

= 

— 

0 

12 

—  , 

2,8 

59 

Zur  Erläuterung  der  Formel  14)  (pag.  23)  wählen  wir  als  Datum  1871  Sept.  13,  also 
ein  Zeitmoment,  welches  in  die  Mitte  eines  Intervalls  fallt;  man  erhält,  indem 
man  wieder  als  Zeiteinheit  40  Tage  ansetzt,  für  den  ersten  DifFereiuaalquotienten : 

/'(o+t>'  +  4]<»)     =  -  64937-79 
"i'f  {<•+[<+$«)    =  —      14102 

x,'f  («+[■■+««)   -- 
M,<f»  («+[••+ u»;  =  - 


—   65080.15 
Für  den  zweiten  Differentialquotienten  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 

/"  («-H»'+iH  =  —  2906.06 
MV"  !«+[<+*]»)  =  -    -36.19 

■MiV"  (o  +  L»+iJw)  —  —        8.12 
M-ff"'  (» +  [*'+$]  *>)  =  —         0.66  ...(die  8.  Differenz  constant  vorausgesetzt) , 


di* 


■  3031.03 


Um  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Formel  6)  (pag.  1 8j  zu  erhalten,  soll  der 
erste  Differentialquotieut  der  oben  hingeschriebenen  S.  Funktionen  entwickelt  werden 
für  das  Datum  1871  Sept.  23.  Es  ist  also,  indem  man  von  October  3  als  nächst- 
liegenden Werth  ausgeht,  «  s=  —  0.25  anzunehmen;  mau  gelangt  hiermit  bis  an  die 
Grenze  der  N  Tafeln  [Tafel  1}  und  man  sieht,  daas  mit  derselben  Berechtigung  als  Aus- 
gangspunkt das  arithmetische  Mittel  zweier  Argumente,  nämlich  Sept.  13  hätte  ge- 
wählt werden  können ;  in  der  T hat  wird  in  der  Folge  von  dieser  Wahl  Gebrauch  ge- 
macht werden.  Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt,  indem  die  8.  Differenz  a^s  constant 
angenommen  und  überall,  wo  die  Bildung  der  arithmetischen  Mittel  auf  eine  halbe 
Einheit  der  2.  Decunale  führte,  dieselbe  fortgelassen  wurde  : 
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• 3  5  7 

log/d;a  +  tw)  3-561131     2.569737     1-645*3 

log  iV,d(— 0.25)  9.131672     8.409656     7.73029 


log  >"(•+•») 
log  N,'{— 0.25J 


2.709075     2B24269       1.816 
8.862827     7.97348       7.173 


/■!«+•■«)  =- 

»iJ(-0.25)/'"(«  +  H=- 
2V,«(-0.25)/'(0  +  l-»)    =  - 

iV,'(-.o.J5lT"t«  +  •'»)=- 


65544-73 

492.95 

9-54 

0.24 


Su    =  —  66047.46 
»Sg=+       3'3-24 


2V(-°-*5)/"(«  +  >«)  =- 
iV,«  l_o. 25)/" {.  +  <»)  =  - 
2Y,'(— 0.25)/""ia  +  H  =  — 


■  65734.22 


log«, 

log  » 


—  1252.95 
3.097933 

9.397940 


Es  ist  hiehei  klar,  dass  die  hier  und  in  den  folgenden  Beispielen  logarithmisch 
ausgeführte  Multiplikation  von  S„  mit  11  nur  der  Allgemeinheit  halber  durchgeführt 
ist,  während  in  dem  speciellen  hier  vorliegenden  Falle  natürlich  die  directe  Division 
von  Sg  durch  4  kürzer  wäre. 

Zur  Erläuterung  der  Formel  10)  (pag.  19)  soll  der  zweite  Differentialquotient 
der  5  Funktion  für  das  Datum  1871  Sept.  23,  October  3  als  Ausgangspunkt  ge- 
nommen, berechnet  werden.     Man  erhält  mit  Benutzung  der  Tafel  HI : 


.    log f^'p  +  iw)      2.709075 

2.24269        1.816 

log  Nj*  ( — 0.25)         8„7 1669g 

7. 78287        6.961 

d 5 

7 

log/*  («+H       2,569737 

164513 

log  JVy  (— 0.25'i         9.379457 

8.73952 

/->+.'»)  =-  1213.88 

/•"(a-f-tw} 

=  +  3640.25 

N2* 

—0.25)  f"\a+iw]  = — '      26.65            JVj 

'i-o-'Af  (»+<«) 

=  +     88.96 

N2« 

— 0.25)i/"™(a-4-»u>;  = —          1.06         jV*,1 
-o.25)/"u(a-f-»ic)  = —        0.06 

(-0.25)/",(»  +  >,<») 

=  +     2.42 

-V(- 

logS, 

=  +  3731.63 

Su    =  —  1241.65 

—    3571898 

"  si    —  —    932-91 

log  » 

=    9.397940 

lO? 


«Pf 


==  —    2174.56 


Will  man  nun  dieselben  Differential  quo  tienten  beziehungsweise  nach  8)  und 
12  'pag.  19,  20 •.  rechnen,  so  wird  man  für  den  ersten  Differentialquotienten  haben,  in- 
dem man  beachtet,  dass  der  Ausgangspunkt  (Sept.  13,  also  m  =  |  \  anzunehmen  ist 
mit  Hjlfe  der  '.Tafel  II: 
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d 3  5  7 

los/d;*+i*'  +  £]w)         3-5^9478         2..4532I         10577 
log  MiA  (4-0.25)  8noi772g         6.97498        6Bii03 


!"W/,frH-[H-iM         2.815398         2^5665  1.8162 

log  J/,d  (+0.25)               9,296482         8.62283  7n9°°5 

/'   (»+[«+ i]w)     =—64937-79                              /"  (o  +  t'  +  i]'")  =  —  *9°6"6 

Jtfi3(+"S)/>"  («  +  [«  +  J]w)     =-        35>S          Jf|4(+o.»j)/"  !>*+[»+*)*)  =-    '»9.38 

Jfis(+o.*i)/M*+L*  +  i]w)    =—         o-i7          J*i«(+o.»j) /«  t«  +  [t+i]»]  =  —        7.58 

MS  t+o.xs)  f"  («+  ['"+  Hwj    - °__       'V,"  [+  o.*s)  /»"  («  +  [»+|}«j °6' 

SK     =  —  6497J-3'  *s  =  —  3<HJ-6J 

=  —      760.91  log  8t  =     3*483392* 


IOT .  M. 6J7J4.»  luB  m        =     9'  39794° 

Für  den  zweiten  Diflerentialquutienten  für  dasselbe  Datum  hat  man  zu  rechnen 
nach  12)  (pag.  20)  unter  Zuziehung  der  Tafel  IV : 

d 4  &  8 

loR /*(«+[»+!]  «J         2.815398         2„25665         1.8162 
log  J/2d(+o.25)  qn248i78         8.55646         7*8908 


log/d  (o  +  [»44]  wi         2^5321  1.0577 

log  J^*  (+0.15) 9nQ59i2  8.2338 

/"  (a  +  li+i]»]      =—  »906.06  /">  [B  + [,'+!] „sj     =  +  3384.37 

J^(+o.*sj/»(«+[«'+1]»j     =—   »s-7&       -Wi+o.tüf  iif+it+u«;    =  +     3» 53 
Wf+o-ai)/"  («+!«  +  *]  wi      =—       6-5°         *?(+*«)  /"■(«+  l«'+il»)     -+       0.10 


jy(+o.i5)/"ni«+r»'+fl»)    =—     °j'  s,       =  +  3417.10 

S«        —  —  30*8.83  log  8,    =      3.S33658 

m  Sr        =  +     854-18  log  m     =      9397940 


IoT"SÜ      --""-ss 
Vergleicht  man  die  nach  den  beiden  Formclsystemen  erhaltenen  Resultate,  so  wird 

man  die  he  friedigen  ste  Ueberein  Stimmung  finden. 

Schliesslich  sollen   die  Formeln  16)  und  17)    'nag.  26,  27)   an  dem  gewählten 
Beispiele   erläutert   werden;    indem  man  1871  Octob.  3  als  Ausgangspunkt  annimmt 
und  sich  überall  auf  die  zweite  Decimalc  beschränkt,  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt : 
d  •=  1  1  345678 

1113.8«  +  3640.15+511.77  —  371.36  —  17486  +  44.17  +  65.50 
41.65+      9».84+   »9-14—   14.7»—    '6.37 
1.94+        *-58+     1.9" 

-  66164.14—  "»58.59  +  373J.67+  S4*-8*— 386.08  — 191.23  + 4417 +  65.50 
1  1  6  14  1 10  710  5040      40310 


/"{•+»■«) 

m- 

65S4+-73 

y/i+4tfi'+4i{»+ itc, 

=  - 

606.71 

yjti+d)fU+i\  '«  +  i» 

,  — - 

11.38 

Xjfi+4)fi6+4Ve  +  iw) 

=  - 

0.31 
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Dividirt  man  durch  die  entsprechenden  als  Divisoren  angesetzten  Factoriellen.  so  wird, 
wenn  man  auch  hier  nicht  über  die  2.  Decimale  hinausgeht,  indem  mau  bei  solchen 
Entwicklungen  /  selten  die  Einheit  überschreiten  läset: 
§  =  +  8119.85  —  66164.14/ 


629.29/* 
622.61/» 
22.62/' 
3.22/* 
0.27/* 
0.01  f 


für  (  gilt  als  Einheit  40  Tage ; 
/  =  o  für  1871  Oct.  3. 


Als  Probe  kann  man  den  Werth  £  für  Aug.  24  [/  =  —  ij  und  Novbr.  12   (t  =  -\-  1] 
berechnen;  man  erhält 

Aug.  24  =  +  7305765 
Nov.  12  =  —  58031.83. 
was  mit  den  zu  Grunde  gelegten  Werthen  hinreichend  nahe  stimmt. 

Nimmt   man    aber   als   Ausgangspunkt    1871  Septbr.   13,    so    hat   man  nach 
Formel  17)  (pag-  27!  zu  rechnen: 


/*  («  +  [«"+ 1>,        +40S88.74—649J7.79- 
J&f>+tf|/<>-M>(«+[i+JjW)+      363.16  —      141.0*- 

Jf(/4+*»/l4+4(*+[i-Hl*]  +  1S.J2—  I.JJ  - 

J/Ji6+*)/t6+«(B  +[t+  J>;  +        0.8g  —         0.01  - 
JCliM-A/ia-MitA-Hi+Hir)  + 


1906.06+  3384.37  +  653.73- 
■   "J6.I9+      3S-49  +   J*.*7- 


18393- 
1.J8- 


180,574 
14.56 


4-  40968.17  — 6508c 

.15  —  3051.03  +  J410.08  +711.11  —  186.31—205.13  +  11.41  +65. 50 

lMviwr    ...             1                1 

1 

6                 14            110           710          5040    40310 

Ss  ist  also  |  '=  -J-  40968.27  — 

65080.15/ 

— 

1525.5I  fi 

+ 

57O.OI  /s 

für  /  gilt  als  Einheit  40  Tage ; 

+ 

29.63  t* 

/  =  0  für   1871    Sept.  13 

— 

2.39  *» 

— 

0.28/" 

Rechnet   man  als    Probe   die   Werthe   der   Funktion   für  Aug.  24    (/  = 
October  3    /  =  -f-  o-5J   so  findet  sich  in  guter  Uebcmtuttimiming 
Aug.  24  =  +  73057.64 
Octob.  3  =  +     8119.84  . 
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|.  5. ,  Ermittlung  der  numerischen  integrale  einer  Funktion. 
A.  Einfache  Integrale. 

Integrirt  man  die  Gleichung  4)   (pag.  15),  nachdem  man  links  mit 
dl  =  rf  (<*  "f~  [*"  +  n}w]  , 
rechts  mit  dem  gleichwertig  gen 

wdn 
multiplicirt  hat,  so  findet  sich  sogleich 

wobei  unter  /„'  die  Integretionsconstante  zu  verstehen  ist.  Es  ist  klur.  dass  bei 
dem  vorliegenden  Probleme  die  Integration  zwischen  bestimmten  Grenzen  nur  eine 
praktische  Bedeutung  hat,  dass  demnach,  wenn  man  sich  auf  die  einfache  Inte- 
gration beschränkt,  die  Integrationsconstante  aus  dem  Resultate  herausfallt;  geht 
man  aber  auf  die  doppelten  und  mehrfachen  (eigentlich  iterirten)  Integrale  über,  so 
wird  man  die  Bestimmung  von  /„'  nicht  umgehen  können.  Zu  ihrer  Bestimmung 
kann  man  leicht  die  Bedingung  heranziehen,  dass  für  n  =  o 


•V  =  ±ff<fi  +  [i+n\*>)dl) 


2) 


d.  h.  die  In tegrationscons taute  Jnx  erhält  stets  den  Werth  des  lutegrales,  den  das- 
selbe für  die  Grenze  a+iw  annimmt,  eine  Bedingung,  die  weiter  unten  eine  Be- 
stimmung der  (Jonstaiite  ermöglichen  wird. 

Behandelt    man  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichung  5)  (pag.  1 5)  und  beachtet, 
dass 

dl=sd(a+[i+n]w)  +  d {a+[i+\+tn]w}  =wdm  , 
so  wird 

~-y/{fl+:«'+»l»)<"  -  w/(«+[*+il«!  + 

2  SJ^C-'^p  c$Z*>"H-m/£+v+h«  + 


+  22*l*Xi!!teZi)  äs--^-«>'>  /i+v+ü 


Für  die  Auswerthung  der  Integrationsconstante  hat   man.    ähnlich   wie  früher,  für 
m  =  0  die  Bedingung 

J™     =   -//(■+[•  +  ■]•)<"■  4) 
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Es  sollen  vorerst  die  einfachen  bestimmten  Integrale,  die  sieb  aus  den  obigen 
Relationen  (i)  und  (3)  (pag.  32)  ergeben,  vorgenommen  werden.  Man  wird  zuerst  zu 
beachten  haben,  dass  man  sowohl  für  n  als  auch  für  m  ohne  Nachtheil  für  die  Ge- 
nauigkeit der  Rechnung  die  Grenzen  — 1  und  +1  nicht  überschreiten  darf,  denn 
sonst  würde  jeder  Fehler  in  dem  Differenzwerthe  vergrössert  auf  das  Resultat  über- 
gehen. Nimmt  man  aber  für  n  und  m  als  Grenzen  — £  und  +£,  was  offenbar 
möglich  ist,  so  wird  dadurch  die  Genauigkeit  der  numerischen  Rechnung  wesentlich 
gefordert  erscheinen. 

Die  obigen  Formeln  wird  man  im  Allgemeinen  nur  anzuwenden  haben,  sobald 
für  n  und  m  willkürliche  Angaben  vorliegen,  dieselben  werden  sich  aber  wesentlich 
vereinfachen,  wenn  man,  wie  dies  meistens  in  der  Anwendung  gestattet  ist,  nur 
von  speciellen  Werthen  für  »  und  m  Gebrauch  macht.  Setzt  man  die  Grenzen  —  £ 
und  +^  ein,  so  findet  sich  sofort  aus  1)  und  3)  (pag.  32]: 

f(a+[i  +  n}to)dl=f{a+ito)  + 

+  <£ »■*(»*  i  i*£+i) '  -"tt  +  ,w> ,  5,1 

~  f/[a+[i  +  n]w)dl  =f[a  +  [i+{}«)   + 

Man  wird  aber  in  der  Anwendung  meist  gezwungen  sein,  die  Integration  auf  viel 
weitere  Grenzen  auszudehnen,  als  dies  oben  geschehen  ist,  und  211  diesem  Ende 
wird  man  für  1  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  eintreten  lassen  und  sich  erinnern, 
dass  für  die  vorgelegte  eontinuirliche  Funktion  ist: 

//(!)*  =  ff{i)di  +  f/Wrf/  +  ....    +f/(i)di  , 

V+r  ''«-4-  ■£+*»  -V-il- 

//(M  *=f-f(l)dl+f}{l)dl  +  ....     +  />(/)*/     . 

n  a  *«+■>  a-H<-i)w 

Wenn  man  von  diesen  Relationen  in  5]  und  6)  Gebrauch  macht  und  beachtet,  dass 
durch  diese  Zerlegung  die  Factoren  der  Differeivzwerthe  nicht  abgeändert  werden 
und  dass  nur  die  Differenzwerthe  selbst  verschieden  sind ,  je  nach  der  Wahl  der 
Grenze,  so  erhält  man  Summen  von  Differenz  werthen  derselben  Ordnung  mit  einem 
gemeinsanimen  Factor  mnltiplicirt.  Erinnert  man  sich  aber  der  Relation  5]  (pag.  5), 
wo  allgemein  nachgewiesen  wurde,  dass: 

Oppolier,  Blfclt>*>lillllSBg«n-  IL  5 
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so  findet  sich  sofort  statt  der  Relationen  5)  nnd  6)   fpag.  33) : 
»-HM-il» 

zjfi°+  [•■+»]■)«-  y(«+[<+i]«)  + 

,    'S  g[-,lHC^....U-.F}    /£*.!- ri.Ul.1«! 

■ff»     l»l       v  *V  '-■- ■''-'  g&a - <»'—>' I    Jf    .„,  ,1 

—  71«— l«1)  —  jg  .£ ••'(■Jli  (•»+■) /(•  —  *»)  7) 

und  '  • 

V  _//(«+[•'  +  »]«)<«  =  7"  («  +  •'«]  + 

./■  u    'v  ^ i-'i'-'  ctTi'.., !■<-■)■)  ,■;-■  ,, 

— yw—  ji  Ji ■-(■*!(.,+■)■ /W  .        •) 

Die  Hestimmung  der  einfachen  Integrale  erscheint  demnach  mit  Hilfe  der  ersten 
summirten  Reihe  ausgeführt;  die  erste-  summirte  Reihe  wird  man  aber  ohne 
Schwierigkeiten  bilden  können,  sobald  nur  ein  Werth  in  derselben,  etwa  \f  a — Jw}, 
gegeben  ist,  wobei  man  wegen  der  Formel  8)  sich  zu  erinnern  haben  wird,  dass  ist 

Die  Wahl  für  diesen  Anfangs  werth  in  der  ersten  suimnirten  Reihe  ist  völlig  will- 
kürlich, wie  man  dies  auch  sofort  hei  Betrachtung  der  Formeln  7)  und  8)  sieht, 
denn  durch  die  nachträglich  nothwendige  Subtraction  von  'f[a — \v>)  oder  ]f  [«)  ver- 
schwindet der  angenommene  Werth  der  Anfangs cons tan te  im  Integration sresultate. 
Es  möcht«  auf  den  ersten  Anblick  am  bequemsten  erscheinen,  derselben  den  Werth 
—  o  zu  ertheilen ,  und  in  der  That  wird  diese  Wahl  häufig  genug  angewendet 
werden  dürfen.  Doch  in  der  Anwendung,  die  bei  den  astronomischen  Rechnungen 
von  dieser  Methode  gemacht  wird,  wird  es  meist  bequem  sein,  diese  willkürliche 
Anfangsconstante  so  zu  wählen,  dass  das  Integral  für  eine  bestimmte  untere  Grenze, 
etwa  für  das  Argument  oder  das  Mittel  zweier  Nachbarargumente,  verschwindet ; 
für  den  ersten  Fall  wird  man  haben: 

tfi         1    1  *vr  ^cr  (—  i)--*  CJT«,4«....M— »)il     ,'f-'    ,    ,  , 

*(«-*"»  =  -  2  2 7*ffirfe+7) — L/(°-i«j  9) 

und  für  den  zweiten  Fall: 

womit  also  an  die  Anfangsconstante  die  oben  gestellten  Bedingungen  geknüpft  sind. 

Digitzed  by  LiOOQ IC 


3S     

Bezeichnet  man  die  Coefficienten ,  mit  denen  die  Differenzwerthe  verbunden 
sind,  in  der  Formel  7)  mit  /',  in  der  Formel  8)  (pag.  34)  mit  Q  und  ertheilt  diesen 
Buchstaben  2  Index,  wo  der  obere  den  Hinweis  auf  den  Differenzwerth,  der  untere  den 
Hinweis  auf  die  Anzahl  der  Integrationen  enthält,  also  in  dem  vorliegenden  Falle 
durchaus  der  Einheit  gleich  zu  setzen  ist,  so  wird  man  die  folgenden  Formeln  für 
die  Combinatiunen  der  verschiedenen  Grenzen  haben : 

Grenzen:  o  -  ■  J  w  und  a-\-[i-\-^]w 
»/(<—  i<c)=—{P,'f[a-iw)+Pl'f«{a-iw)  +  P,'/'ta-  !■»)+...} 

//(A«=»{/(«+[i-+t]»;+p,'/' («+[•'+!]  «)+fiy"(«+[*+!H  + 
vi» 

Grenzen :  a  und  a  -\-  im 

«/(•-*«)  —  »{i/w+a,"/'w+a,'/"«(«)+e,y(a)  + ... ) 
_y/(j)<B=»{y(.+i«)+ö1'/'(«+i»)+ö,,/"'(«+»»)+Q.  ¥■'(«+•'»)+■■•} ») 

Grenzen:  a — \w  und  a+tto 

»yi«-!»), — »{j>,'/';o-iw)+/'1»/,"(«-l»)+i'is/'(«-t«')+") 
fli;=»(y(<!+.K.)  +  ö,'/'(a+.».)  +  ö,"/"'(«+i«')+e1y'(a+.'«.} +  ...}«) 


■4-1. 


Grenzen :  a  und  a  +  [»'.+  \  ]  w 
v,-f{a-\«)  =.-to{4/M+  ft '/•[«)  +  0,»/"' («)  +  0, ■/■(«)  +  .  .  ) 

■■HM*. 
_/>■»■«  =  «{/(«  +  [•'+«  «4  +  W(«+l''+  «»)  +  «'/"  (■+[■+,]»)  + 

«'/'(«+[•'+««')+■•  A) 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  Q  und  P  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn 
man  die  eben  Eingeschriebenen  Formeln  mit  7)  und  8)  (pag.  34)  vergleicht;  es  wird 
sein: 

o  e4— .  -  ^&  (-')*->  cl^.11- .(*<-«)*  t  "J 

Die  numerischen  Werthe  dieser  Coefficienten  sind  in  der  hinten  angehängten  Tafel  V 
aufgenommen,  in  einer  Ausdehnung,  die  weit  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  An- 
wendung übertrifft,  indem  bis  zum  20.  Differenz  werthe  vorgeschritten  wurde.  Ausser- 
dem sind  die  Logarithmen  der  Coefficienten  2ostellig  angesetzt,  wobei  die  Un- 
sicherheit   der    letzten    Stelle    eine    Einheit  betragen   kann.     Die    diesbezüglichen 
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Rechnungen  sind  mit  grosser  Sorgfalt  unter  Benutzung  zahlreicher  ('on trollen  durch 
die  Herren  Anton  und  Schräm  durchgeführt  worden. 

Um  die  eminenten  Vortheile  dieser  Methode  anschaulich  zu  machen,  will  ich 
dieselbe  zur  Berechnung  der  Gammafunction: 


fe-a  dl 


anwenden.  Man  gelangt  durch  eine  sehr  einfache  Rechnung  zur  numerischen  Tafel 
dieses  bestimmten  Integrales,  während  die  Anwendung  der  Reihen  zur  Auswerthung 
dieses  Integrales  ein  sehr  beschwerliches  Verfahren  ist;  in  der  That  verdient  die 
eben  auseinander  gesetzte  Methode  zur  Auswerthung  numerischer  bestimmter  Inte- 
grale viel  häufiger  angewendet  zu  werden,  als  dies  sonst  geschieht,  besonders  wenn 
es  sich  um  die  Anlegung  einer  Integraltafel  handelt.  Ich  werde  die  Rechnung  so 
anlegen,  dass  nur  Fehler  von  wenigen  Einheiten  in  der  10.  Dccimale  auftreten 
können,  eine  Genauigkeit,  die  durch  Anwendung  der  sonst  üblichen  Reihen  nur 
mit  einem  ungeheuren  Aufwände  von  Arbeit  erlangt  werden  könnte;  ausserdem 
habe  ich  das  Intervall  (tu  =  o.  1}  verhältnissmässig  sehr  gross  gewählt,  um  zu  zeigen, 
wie  bald  der  Einfluss  der  höheren  Differenz werthe  verschwindend  klein  wird.  Bei 
der  symmetrischen  Form  der  Funktion  ist  es  klar,  dass  die  Anfangsconstante  gleich 
o  gesetzt  werden  kann,  wenn  man  die  Funktionen  für  die  Argumente  0.05.  0.15, 
0.25  ....  berechnet.  Um  nicht  nachträglich  bei  der  Bildung  des  Integrals  mit  w 
multipliciren  zu  müssen,  habe  ich  diese  Multiplication  sofort  bei  der  Berechnung 
der  Differentialquotienten,  die  in  der  mit  we~" —f  überschriehenen  Columne  an- 
gesetzt sind,  ausgeführt  und  das  folgende  Zahlensystem  erhalten,  wobei  jedoch 
wegen  des  Formates  die  8.  und  9.  Differenzwerthe  fortgelassen  werden  mussten,  die 
übrigens  für  die  Integration  keinen  wesentlichen  Beitrag  mehr  leisten  und  leicht 
von  Fall  zu  Fall ,  wenn  zur  Uebung  ein  Beispiel  ausgerechnet  wird,  nachgetragen 
werden  können. 

Mit  Hilfe  dieser  Sununations-  und  Differenz tafel  ist  es  ein  Leichtes ,  den 
Werth  des  Integrales  für  eine  obere  Grenze,  die  zwischen  oder  auf  ein  Argument 
fällt,  anzugeben,  indem  die  untere  Grenze  der  gewählten  Bestimmung  der  Anfangs- 
con  staute  nach  nothwendig  =0  anzunehmen  ist;  so  erhält  man  z.  B.  für  f  =  0.50 
nach  der  Formel  A,)   (pag.  35)  : 


y 

(«+[•'+«•)  =  + 

0.461 

605g  810 

p,'f 

(«+>■+«»)  =  - 

3238  24g. 8 

p,°/- 

(«  +  [•'+«»)  -- 

11  375-6 

p,'r 

(«+[••+«»)  =  - 

1 18.3 

PSF" 

[o  +  [i+i]»)  =  - 

2.1 

fe-udt     =  +  0.461   2810  064 
für  l  =  0.75  nach  der  Formel  C,}   (pag.  35) : 
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0.099  7S°3  > 
o.i97  !»54  3 
0.191  4667  4 
"■379  9373  3 
O.461   6059   8 

0.53s  soia  1 

'  0434  5 
1.&S*  0217  J 
1.706  5754  * 
5-747  1J°*  7 
3-7!o  3348  7 
1.B06  9817  o 
1.8*7  94*8  4 
J-8+4  "o49  6 
1.856  3200  t 
».865  3691  7 
».871  9401  9 
7.876  6171  6 
1.879  B803  3 
3.88*    1118  1 

1.883  6076  4 

1.884  5904  6 

3.885  «14  3 

1.885  8701  7 

3.886  020»  4 
1.886  1094  o 
1  8(6  1613  5 
1.886  1910  3 
1.886  1076  5 


3.886  2141  6 
3.886  1156  o 
3.886  2262  8 
0.886  1*66  I 
3  886  1*67  8 
3.8B6  2168  5 
1.8B6  1168  9 
1.886  »169  t 
j.886  1169  t' 
1.886  116g    1 


O.099  75t>3 
O.097  775" 
0.093  9413  063 
0.088  4705  905 
□.081  6686  483 
0.073   896B  488 
0.065  54°6 
0.056  9781  815 
0-048  5536  895 
0040  5554  505 

1039  945 

5.016  6468  198 

i  961 1   187 

>.oi6  1611   19: 

1150  67« 
0.009  0491  442 

0.004  6770  611 
0.003  1630  756 


1  »314  915 

1  4958 
1.000  $8*8  195 
1.000  6319  716 

»  3995  846 

>  »47»  5^3 
1.000  1499  6B5 
0891  594 
1.000  0519  J75 

1  0196  786 

O.OOO    oogl    196 
O.OOO   O049   058 

0015  868 
0013  370 
0006  773 
0.000  0003  364 
0.000  0001  637 


-1   9751    885  _ 
-3  B338  174 
-5  4707  1 
-6  8019  4» 
-7  7717  995 
-8  356»  »34 
-8  5613  419 
-8  4*45  93° 
-7  998»  39o 
-7  HU  5*o 
-6  5571  647  J 
5  6856  911 
-4  7990  «94 
-3  9470  513   ' 
-3   1659  »18 
-1  4781    169  ^ 
-1    8939  651 
-1  4139  866 
-1  03 IJ  841 

-  7356  7B0 

-  s«9  94o 

-  3498  479  __, 

-  »333  87c 

-  1513  183   ' 

-  97*   878  j 
608  091 

-  37»  019   ' 

-  zai  789 

-  130  616 
74  974 
41   138 

—         13    190 


8586  : 

6368  , 


9698  ; 
5B44  : 


8866  ? 
8519  6 
781.  1 
6878  o 
5841  5 
4799  7 
3  8^4  o 
1959  o 
2216  8 
1631  4 


+  "6s  59« 

9 +»».7  3 

4    , 
+3056  7 

4 +3613  6 

3  +3854  3 

9  +3783  o 

*  +3438  6 

4-1886  o 

+M04  i 
+  1475  o 


,  -'036  ; 
-1041   ■ 


(  609  _ 
•  587 


364  7 


S  64»  _ 
*  836" 


+  "65  596 

+1051  709! 

839  4« 5 

556  971 

4-  240  643 

-  71  »9° 

-  344  3S0 

-  55*  653 

-  68 1  75' 

-  7*9  »07 
'  —  703  160 

-  619  841 
—  499  o» 

,-  16'  13' 

.  —  114  860 

103  305 

S  19» 

+     65  973 

+  HO  796 

+  »31  743 

136  841 

■  18  s»7 

93  840 

74  564 

56  903 

4"  873 

*9  78  s 


5  tj» 

3   465 


»»  n 


— 

■3  887 

- 

"»  »94 

— 

8»  444 

— 

16  318 

— • 

"  933 

— 

73  060 

- 

08  303 

— 

29  098 

- 

47   456 

+■  *S  947 

+ 

83   418 

+ 

10  Bis 

+  137   697 

4-136  470 

+ 

»1  555 

4-   98    II] 

+ 

7i    .65 

+ 

4+   823 

+ 

11   947 

+ 

4   099 

- 

15   697 

- 

18   990 

-- 

19    176 

- 

17   661 

_ 

15   030 

— 

12   088 

- 

9   »59 

— 

6   801 

~ 

4   807 

- 

2     167 

- 

1     387 

- 

871 
Sil 

- 

99 

- 

54 

— 

27 

M 

9 

113  8a7 
-  98  407 


■  38  873 

■  64  757 

■  79  »°S 

-  81   642 

-  73  403 
•  57  47: 

-  37  397 
.   16  881 

14  9»S 

-  »3  442 

-  »6  948 

-  »6  341 

-  2t    876 


5  480 

4-28     2S"7 

4-36  266 

+38 1 

+34  478 

+15  8S4 

+  14  448 

*  437 

8  139 

—15  931 

>  074 

»  i's 

3  688 

8  5»? 
3  506 


+  606 
+  3  466 
4-  5  028 
+  5  434 
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•/      (a  +  ito)     =  +     0.629  5325  9640 


«■'/■  («+» 

=  + 

7077  889-g 

Q,  ■/"(•  +  »■• 

=  + 

48  3"3-9 

a,'/'  («+•'« 

—  + 

532.8 

0,'/"'  («+•• 

-  + 

5.8 

<V/"  («+•■» 

=  + 

0. 1 

je    udt  =  +     0.630  2452  707 
Jt=a 

Will  man  aber  für  die  untere  Grenze  nicht  o  haben,  sondern  ebenfalls  einen  Werth, 
der  entweder  mit  einem  Argumentwerthe  oder  dem  Mittelwerthe  übereinkommt,  so 
wird  man  einfach  nach  At)  oder  D,)  einerseits,  nnd  B,}  oder  &)  (p&g<  35)  andrer- 
seits, den  Werth  des  Integrales  für  diese  Grenze  berechnen  und  von  der  oberen 
Grenze  in  Abzug  bringen ;  es  wird  also  sofort  mit  Benützung  der  Zahlen  der  obigen 

Beispiele :  -'""■« 

je-udt  =  +  0.168  9642  643  ■ 

Wendet  man  alternirend  die  Formeln  AL)  und  C,)  an,  indem  man  von  Inter- 
vall zu  Intervall  fortschreitet,  so  gelangt  man  zu  der  im  Anhange  als  Tafel  X 
enthaltenen  Integraltafel,  die  ich  deshalb  in  extenso  mittheile,  da  dieses  Integral 
in  so  vielen  Untersuchungen  eine  wichtige  Rolle  spielt  und  eine  Tafel  für  dasselbe 
in  der  hier  gegebenen  Genauigkeit  meines  Wissens  nicht  besteht.  Indem  so  durch 
die  Formeln  A,}  C,}  die  Werthe  des  Integrals  von  0.05  zu  0.05  des  Argumentes 
erhalten  waren,  wurden  die  z wischenliegende n  Werthe  für  das  Intervall  0.01  durch 
einfache  Interpolation  abgeleitet. 

Schliesslich  kann  in  diesem  Falle  die  Richtigkeit  der  Rechnung  leicht  geprüft 
werden,  denn  das   vorgelegte   Integral  zwischen  deu  Grenzen  o  und  00  nimmt  den 

Werth  - —  an;  der  numerische  Werth  desselben  ändert  sich  aber  nicht  mehr  von 
der  Grenze  4.6  ab  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenze.     Es  ist  also 


während  andererseits  bis  auf  die  11.  Decimale  richtig  ist 

1 —  =  0.886  2269  254.5  , 

so  dass  der  durch  die  numerische  Integration  erhaltene  Werth  auf  eine  halbe  Ein- 
heit der  letzten  mitgenommenen  Stelle  stimmt,  was  eine  bessere  Uebereinstimmnng 
ist,  als  im  Allgemeinen  erwartet  werden  kann;  doch  würde  eine  Abweichung  von 
4  Einheiten  bei  sorgfältiger  Rechnung  wenig  Wahrscheinlichkeit  für  sich  haben, 
denn  bezeichnet  man  die  Anzahl  sämmtlicher  Werthe  mit  v>  und  beachtet,  dass 
durchschnittlich  die  Unsicherheit  der  letzten  Stelle  des  angesetzten  Funktionswerthea 
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etwa  0.25  Einheiten  beträgt,  so  ist  der  durchschnittlich  zu  erwartende  Fehler  bei 
der  Anwendung  der  einfachen  Integration : 

4     ' 
also  im  vorgelegten  Falle,  wo  w  =  46  anzunehmen  ist : 

Man  wird  demnach  behaupten  dürfen,  dass  selbst  am  Ende  in  der  angeführ- 
ten Integraltafel  die  eingesetzten  Werthe  selten  um  2  oder  mehr  Einheiten  falsch  sein 
werden;  ein  Fehler  von  4  Einheiten  hat  aber  kaum  mehr  eine  beträchtliche  Wahr- 
scheinlichkeit für  sich. 

Eb  kann  aber  unter  Umständen  erwünscht  sein,  von  den  oben  angenommenen 
bestimmten  speciellen  Grenzen  abzugehen,  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  hiebet  die 
Herstellung  einer  Integraltafel  selbst  nicht  beabsichtigt  ist.  Man  wird  ähnlich,  wie 
dies  bei  der  Differentiation  hervorgehoben  wurde,  stets  jene  Form  anwenden,  die  es 
ermöglicht,  dass  man  n  oder  m  kleiner  als  ±  \  anzunehmen  im  Stande  ist,  um 
die  möglichste  Convergenz  in  die  Formel  zu  bringen,  wobei  also  von  den  Formeln  1) 
und  3)  (pag.  32)  Gebrauch  zu  machen  wäre.  Die  Rechnung  würde  aber  recht  beschwer- 
lich werden  und  es  wäre  viel  einfacher,  in  der  Nähe  der  Grenzen  durch  altemirende 
Anwendung  der  Gleichung  A,)  und  6',)  (pag.  35)  sich  kleine  Integraltafeln  herzustellen, 
nach  denen  man  den  Werth  des  Integrales  für  die  obere  und  untere  Grenze  nach 
den  Kegeln  der  Interpolation  ermittelt.  Es  wird  sich  aber  wieder  ein  Ausweg  finden 
bissen,  der  in  bequemerer  Weise  das  Ziel  erreichen  lässt.  Es  sei  die  vorgesteckte 
Grenze  so  gelegen,  dass  die  Grösse  n  vorteilhaft  wird  (n  <  ±  }} ;  es  liegt  also  das 
geforderte  Argument  näher  an  einem  berechneten  Argumentwerthe  als  an  dem  Mittel 
der  letztern.  Man  wird  dem  entsprechend  das  Integral  nach  Formel  6',)  bis  zum 
Argumentwerthe  bestimmen  und  dann  die  erforderliche  Correction  hinzufügen.  Es 
wird  also  sein: 

ß(l)dl=V>{-f(a  +  iu>)+Qt>f'{a  +  iw)+Qi*f>"(a  +  iw)  +  ..j+ß{l\dl  +  Jt,   12) 

wo  Jt  eine  willkürliche  Integrationsconstante  ist  und  nach  Einsetzung  der  Grenzen 
verschwindet;  ich  will  auf  dieselbe  daher  nicht  weiter  Rücksicht  nehmen.  Multi- 
plicirt  man  die  Gleichung  16)  (pag26)  links  mit  dl,  rechts  mit  wdn,  was  nach  der 
Eingangs  dieses  Paragraphen  gemachten  Auseinandersetzung  erlaubt  ist,  so  ergibt 
sich,  wenn  man  iutegrirt : 

Jfle  +  ii  +  n]*dt)  =»[n/(a +.'»)+  £h' {a  +  iv)  +  y,3/"(a+itc)  + Kf/ia  +  iw)     +...  \ 

+   1"3j|/(«+.«')  +  AV/%+»w)  +  AV/,(a  +  .>)-|-...  | 


v  Google 


wobei  die  Integrationsconstante  gleich  fortgelassen   ist.     Setzt  mau  in  dieses   Inte- 
gral  die   Grenzen  n  und  o,    und  führt  den   so  erhaltenen  Werth  in  die  Gleichung 


2)   (pag-  39)  ein,  M 

erhält  man  leicht: 

.+H+.I- 

/(()«-..[/(.+, 

»i  +  ./(«+.■»)  + 
+/■  («+H  ja,'  +  -£J 
+/■■(«+.«)  JtSjI 
+/"■  («+.-,)  ja,»  +  £  «»  +  ^1 

■*                      '  i  i-i-3                   '1-3451 

+/■  («  +  <»)  (öi'  +  ^AT,s  +  7~JV,'  +  7 

M« 

.■34S6 

+ .... 

....- 

ein  Ausdruck,  dessen  Coefficienten  leicht  in  Tafeln  gebracht  werden  können ;  doch 
um  die  Logarithmen  derselben  tabuliren  zu  können,  wird  es  sich  empfehlen,  in  den 
Coefficienten  der  geraden  Differenzwerthe  n3  als  gemeinsamen  Factor  herauszuheben 
und  zu  schreiben : 

jf/(<i*i  =  «|/(«+.v)  +  ./(«+.-«)  +  a, '(»)/'(«+•■«)  +  a,»w/"'  (•+■■•) 
+  e, ' <*)r  («+•'»)  +  ....  +  «»  je,»  (»)/» (« + 1«)  +  a, <  w/"  (<■ + »«) 

+  a,<  :«)/"(•+•»)  + j]       «] 

wo  also  a, '  (») .  Qi 3  (») ,  a, » («' '   die  folgende  Itedeutung  haben  werden : 

a,<(»'  =  a,'  +  ji 

a,»M  =  e,»  +  ~  «;»  +  -£ 

e,5  (»)  -  e,*  +  ~  a',5  +  ;t  as»  +  fi 

a,'(»)  =  a,'  +■  £  «'  +  £  av  +  £  av  +  J 


e,»(»j=-i 

*'(»)  =  jr  *»*  +  TT  N<"  +.  TT  *•*  +  1 


■4) 


,  Google 


■ M 

Diese  ('oefficientfm  sind  von  Herrn  F.  K.  Ginzel  in  ähnlicher  Weise  wie  in  §  4  die 
.V-  und  jtf -Ooefficienten  berechnet  worden  und  als  Tafel  VI.  im  Anhange  aufge- 
nommen.    Der   constante  Ooefficient  Q|2(ni  hat  hiebei   keine  Aufnahme  gefunden. 

Zu  der  Gleichung  E,)  wäre  zu  erwähnen,  dass  die  Integrationsconstante  fortge- 
lassen werden  konnte,  weil  vorausgesetzt  wird,  dass  eine  bestimmte  Annahme  für  die 
untere  Integrationsgrenze  gemacht  ist.  Gewöhnlich  wird  aber  die  untere  Grenze  be- 
stimmten Bedingungen  zu  genügen  haben,  die  bereits  durch  die  Annahme  über  'f\a—\v>:, 
der  willkürlichen  Anfangsconstante,  erfüllt  sind;  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so 
müsste  man  nach  derselben  Formel  E,}  den  Ausdnick  für  die  untere  Grenze  be- 
rechnen und  von  dem  obigen  in  Abzug  bringen. 

Der  Fall,  dass  die  vorgelegte  Grenze  näher  dem  Mittel  zweier  Argumente 
liegt,  erledigt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  der  vorige,  man  wird  hiebei  m<^± \  zu 
wählen  haben.     Es  wird  zunächst  sein 

jf[l)  dl  =  w\'/(a  +  [1  +  1»  +  />,'/'  !«  +  [i+{\«)  +  Pi3f"  '«+  ['+*]«]  +■■••) 

„+|,>I+,„|Ir 
+jf(l)dl  +  J;  15) 

die  durch  /  angezeigte  Integrationsconstante  beachte  ich  nicht  weiter,  weil  dieselbe 
durch  die  Einführung  der  untern  Grenze,  über  die  aber  vorerst  gar  nichts  festge- 
setzt ist,   verschwindet. 

Multiplicirt  man  die  Gl.  17)  (pag.  27)  links  mit  dl,  rechts  mit  wdm,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  und  integrirt,  so  erhält  man 

ff(a  +  li  +  i  +  «i]<r)dl=>r^mif[a+li+i)w]  +  K+  /"(«  +  (i  +  J]  w)  + 

+  Äi«/V(«  +  [>  +  ä]«')  +  ....    j 
+   Jj{/l«+['+|]»J  +  WA+I'  +  H«  + 


,{/, 


+  li'+ »]»)  +  *'/  M+ii'  +  il»}  + 
+  W/'(«  +K+1]«!  +  ....  [ 


Setzt  man  hier  die  Grenzen  m  und  o  ein  und  subatituirt  in  die  obige  Gleichung  15), 
so  findet  sich 


+f"  («+l>'+«  »!  I  p<'  + "■  *V  +  =r  | 


,  Google 
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+/"!«  +  [»+11»)  \»H,<+*M,<  +  '£\ 

+/•  la  +  [,-+l]»!   jj>s  +  ji.M;s  +  jl».>  +  £) 

In  diesem  Ausdrucke  kann  m  fbeilweise  als  Factor  herausgehoben  weiden  und  man  erhält 

_//(;  «=«[yf«+[.-+i]«)+p, '(»)/■  («+[i-Hl»)+i"i,(»)/,"!«+[i'-Hl»)  + 

+  «.  {/(„  +  [,-+Jl«,!  +  i>,»M/"  fa  +  p+JH  +P,<  (»)_/"  (0  +  [;+1i„)  +  ....  j  ] 

wo  die  Coefficienteli  JVM;  ^i3(m!    folgenden  Ausdrücken  gleichkommen : 

P,!.»  =  i>,' +£ 

P,\»>)  =,  P,'  + £]»,'  +  •*- 

P,'(m)  =  fls  +  "'  Jf,s  +  ^  Jf,>  +  l" 

■7) 


p, 

im) 

=  n 

-(-  — 

fl' 

m 

—  M, 

+  if 

«,. 

+  S 

p,' 

(»: 

=  «,' 

+  r 

** 

+  ii 

M,» 

+ 

Die  Logarithmen  dieser  Ooefficieiiteu  findet  man  in  Tafel  VII. 

Trägt  man  nun  die  für. die  willkürlichen  Grenzen  geltenden  Formeln  zusam- 
men, eo  erhält  man  die  Werthe  der  Integrale  für  die  oberen  Grenzen,  je  nachdem 
man  von  den  Formeln  Et)  oder  F,!  Gebrauch  macht: 

»<±i 

+  »'{l/"  («  +  •'»)  +  Qi'  {»)f  (o  +  rw  +  Q,'  (»''/•'  lo+no)  +  . 

j5-!/,«=.^o+[<+l]«)+P,V»)/>(a+[,-44]„!+/',».„)/...(,+(,-+J)«,i+. 

+  m{/!n-+li+H«.!  +  P,'M/»'o+[i+ll»)+P,<M/"  («  +  (.'+,!»).. 
Die  0,-Coefficienteu  finden  sich  in  Tafel  VI, 
•    P,-  ■  ■  ...      VII. 

Für  die  untere  Grenze  erhält  man  daher,  wenn  man  an  dieselbe  die  Bedingung 
knüpft,  dass  das  Integral  für  dieselbe  versehwindet,  zur  Berechnung  der  Anfangsconstante 


,  Google 


»<±4.  fi[tidl  =  o 

»/[«— 4»)' »[(»+4)/W+öi1W/,W+ö.,W/"l«l  +  0i'i»)/'(«i+- 

+  »'{4/"  w  +  öi'  w/"  :<•)  +  «>• ,»)/"  («i.  +  •■■}' 

~±<4.  J/»*  =  o 

«y|.-4«j  =  -»[iVH./,(«-4«')+P,I(»«!/'"  (0-4») +P,  >(»)/•  (o-w+ ... 
+  m\fl«-iw)  +  P,'H/"(«-4»)  +  i>i4M/"  («-4»)  +  ••■•] 

Die  Qi-Coefficienten  finden  sich  in  Tafel  VI, 
.     Fi-  ....       VII. 


a,) 


Für  die  Anwendung  der  vorstellenden  Formeln  soll  abermals  das  Beispiel  der 
weiter  unten  folgenden  StÖrangsrechnung  für  den  Planeten  Erat«  entlehnt  werden. 
Aus  der  Summationstafel  für   die  X-Coordinate  findet  sich  : 


Juli    9 — 188519.16 
Aug. 18  — 9841: 
Sept.  17 — 170318.66 
No».  6—149806,41 


—  7J4S-°° 
+  4404. J 
+13796. 1. 
+W5I1.I: 


/ 

+  IJJ10.* 

749-3 
+  939'- 81 
+  6716.06 
+  41: 


r 

—1570.89 


/- 


+187.76 


/"•   f"  /«■ 


"      +4,8.56-  .,..., 

■   786.54   ,    ,„        +  49-59         ,        +*■ 
— »357-43  „        +468.15        ,  —116.79   , 

—  JI8.J9  —  67.  M  +5j 

1675.81  -4-400.95  —  61. 19 

+     8*.56  "T  *-Uo.49  *        +SS 

»593-*6   ,  +170.46  .  -.—     8.19   , 

, —  +  m-oi  —138. 68  +35 

+14615.05  —1140.14  +111.78  +  17.45 

"«=.16-115171.36^       "     J+tM*.s6         ^^+484-80^*  —  in. »3  +11 

.      T  ..  +16JI7.61  —«751-44  +  10.55  +  39.00 

87jJan.  15— 1986». 75   ,    ,,  +     117-«*  +  5<>S -35  „  —  71.13   „      ,     .—  » 

Wil      -  +16644.71  —1150.09  —  51.68  +  36.58 

M*n  6-171009.01  -1111.97  .        + -453-67       .  —35-65,  -9 

+15511.76  —   796.41  —  87.1t  +  17.00 

Apr.  15— 146487. 16  —«919.39  +366.34  "—     8.65T  —10 

...  +13601.37  **       —  430.08 T  ~-  95.98  )+i6.B8 

M»i  15— 111884. 89^  J        '         1349.47  +  170.56  +    «.ij  —  ■ 

...  ,  +11151.90  ■  ■    --  -"  -- 

Juli     4 — 101631.99  —  1509,19 

Aug.iJ  —  81888.18  74J'7'  —  1486.30 

S,p....-.«6,o..,+"'"-" 

0+'3905.l9 


-      »59-71 
'+         II.89"* 


181.61 


;+  16.31  ' 

I8.87_ 
17.43 


—      J.91 


+61.15 
,+31.-1 
(+  1.60" 
-19.46 
—14-09 

—  0.54 


3=  '3 
30. 5» 


+  6.8i 
+  6.61 


78 


,+   1-58 


87 


—  87-75 

—     iSOQ.ll>  -I-     [82. Ol 

+  18743. 

58.64 

No».   1— 51715.68  —1159.50  +     1J.S* 

Zu  dieser  Summationstafel  ist  in  Erinnerung  zu  bringen,  dass  für  dieselbe  als 
Zeiteinheit  40  Tage  gewählt  sind.  —  Wir  wollen  vorerst  durch  Anwendung  der  For- 
mel A,}  (p.  35)  eine  Integraltafel  für  die  einfachen  Integrale  zwischen  den  Gren- 
zen 1872  Oct.  17  bis  1873  Mai  5  herstellen.     Man  erhält  so: 


r,'f  tß+v+üm 

P,V"  !«+[»'  +«♦»! 
UV™  !■+ [*+«•' 


1871  Ott.  17,  1871N0V.16,     1873  Jan.  5,    1873  Fab.  14,  187jM1.1t,     1873  Hai  5 
+  10511.150+  14635.050+  16517.610+  16644.750+  15511.760+  13601.370 

—  108.051—         93-34J—         73-143—         51.087—     *   33-»B4—         '7-9« 

—  0.798—  0-3*9—  0.061  +  0.153+  0.15I+  0.1B3 

—  0.003+  0.010+  0.015+  0.014+  0.010+  0.006 


+  10405.40    +  14541.33    +  16444-4»   +  »6591.81    +  15488. 84   +  13584-74 


V  Google 


ISeütimmt  man  nach  Formel  B„  (p.  35)  den  Werth  des  einfachen  Integrales 
zwischen  den  Grenzen  1872  Sept.  27  his  1873  Mai  25,  so  wird  man  haben: 

t8?zäe]>t.Z7,    1871N0VD.6,  iB7*Dec.i6,    1873  Jnn.ij,     187]  Mz.fi,    i87]Aprilij,    187]  Maizj 

'/(ii  +  iif)  +  17154-"°  +  «573  ■f>Sa  +  »5576-33°  +  *6s*i-lTO  +  »6083.145  +  14561.065  +  »417.63; 

Ql'/'     [<l  +  iiO)  +  119.545+        101.J96+        166.487+        115.130+          85.171+          51.104+           »4-575 

Qk1/"' («  +  •■*)+  5-»*9+           3-073+           1.164—           0.138—           1.061—           1.400—           1.403 

Öl5/"  !«+»*)+  0.113—          0.030—          0.105—          0.119—          0.100—          0.069—          0.039 

<AVv"»rt  +  iw>—  0.006—  0.015— 0.013—  0.007—  0-OQ3 0.000+  0.001 

+  17379.00    +  «778.07    +  »5743-86    +  *&70&.°4    +  l*"67-35    +  M6".7o    +  114SO-77 

Stellt  man  die  beiderseitigen  Resultate  zusammen,  so  erhält  man  eine  voll- 
ständige Tafel  für  das  vorgelegte  einfache  Integral  innerhalb  der  gestellten  Grenzen ; 
ich  setze  dieselbe  hier  an,  nebst  ihren  Differenzwerthen ,  11m  nachträglich  die  aus 
der  Formeln  G,)  (pag,  42)  resultirenden  Werthe  einer  strengen  Prüfung  unterziehe»  zu 
können- 


1872  Septb. 
Octb. 

Novb. 

Decb. 

1873  Jan. 

Febr. 

März 

April 
Mai 


+  3024.40 


27  +I7379-O0 
17  +20403.40 
6  +22778.07 
26+24541.53 
■  6  +2574386 

5  +26444.42 

25  +26706.04 

14  +26592.81 

6  +26167.35 

26  +25488.84 

15  +24611.70 
5  +23584-74 

25  +22450.77  -""■" 


+  237467 
+  1763.26 
+  1202.53 
+  700.56 
+   261.62 

—  11323 

—  425-46 

—  678.51 

—  877.14 
— 1026.96 


560.73 
501 .97 
430-94 
374-85 
312.23 
253.05 
198.63 
149.82 
107.01 


+38.36 
+50.68 
+  58.76 
+6303 
+64.09 
+62.62 
+59.18 
+5442 
+48.81 
+42.81 


+  12.32 

08 


—3.21 

—2-53 
—■■97 
—  1.32 
-0.85 
—0.39 


+0.43 
+0.60 
+0.68 
+0.56 
+0.65 
+0-47 
+0.46 


Es  soll  nun  zur  Erläuterung  der  Formeln  G,)  (p. 42)  die  directe  Berechnung  deslntegral- 
werthes  für  1873  Jänner  15  vorgenommen  werden,  wobei  beide  Formeln  verwendet 
werden  sollen.  Die  Rechnung  nach  der  ersten  stellt  sich,  wenn  man  n  =  — 0.25 
setzt,  wie  folgt: 


f  («+■'«! 

—  1502.765 

—15.565 

+37790 

—  10.565 

log/*  (.  +  •» 

3,176891 

>,'92"5 

1-5774 

.    1.0239 

Iog0,',/~o.ä5 

8,716699 

8.00997 

7,3338 

6.6760 

d 

4 

6 

8 

log/^la  +  'W) 

1,8587 

0,3838 

0.8331 

logO/f-o^i 

8,1261 

7.2469 

6,4512 

,  Google 


/(«+••»!  =  + 

26581.170 

«/(«+•'»)  =  - 

31.780 

Qi1  !»)/f  («+•'»)  =  + 

78.260 

a,  >  (»)/"■  («+•'«)  = - 

0.159 

«,'(»)/■(«+•'»)  =  - 

0.082 

«,",»;/"■(«+•«)  — — 

0.005 

*»  =  + 

26627.413 

»•s„=- 

1.331 

l/"(«  +  l»i    =+    84.22 

Qi'/"  («+•'»)  ■=  +    0.97 


y/(7|  <«    =  +  26626.08 


man   aber   die  zweite 
imen  und  erhält: 

■<«/*!« +  li'+il»l 
logP,*(+o.J5) 

der  Formelr 

3,244386 
8.862827 

1  6,)   (pag. 

3 

1.3128 
7„6l  18 

42),  so  hat 

5 
1.5911 
6. 7039 

man  m  = 

7 
1.1452 
5.8960 

d 

log/*(«+l<+i)») 
logJV(+o.25j 

+  495°75  ■ 

2. 69467 

'  9.05912 

4 
—  91.730 
1.9*25 
8.3284 

6 

+  4-565 

0.6594 

7.6458 

8 

+  8.465 
0.9276 
6.9851 

/(»+■[•'+ !]«>)  =  +  26517.610  /(«+[.-+iJ»).  =  +  1004.840 

P,'(»)/'  !«  +  [•'+  il«)=—  128.001  P,'(.»)/"  (a+[t-H]«j  =  —  56.727 

Pi> :».)/»■  (o+[i+tJ »).=.—  0.084  i>,<W/"{«  +  ['+-H»)  •—  -  1-954 

'■'HS*  (•+[■+{]«)  — +  0.020  P,"'m!/"(o+[i+j]io]  =  —  0.020 

jy  («•)/"■(«  +  [.+!]»;=.+  0.001  A»i»i)/™.o+  [i+J] «)  =  +  0.008 

«.  =  +26389.546  «,  =  +  646.147 

mS,=  +  .236.537 


i> 


.8)3  J«.  .5 

[t\dl  =  +■  26626.08 


Man  könnte  zur  Kcnntniss  des  eben  ermittelten  Werthes  auch  gelangen,  indem  man 
die  obige  Integraltafel  benutzt  und  man  findet  durch  Interpolation  aus  derselben 
einen  Werth  des  Integrales,  der  völlig  mit  dem  obigen  Resultate  stimmt. 

Hätte  man  die  Aufgabe,  das  einfache  Integral  für  das  Datum  1873  Jan.  21 
zu  ermitteln,  so  wird  man  hiezb  nur  die  erste  Formel  von  G,}  pag.  42)  benütze 
können.     Da  »  =  — 0.10  ist,  findet  sich; 

<*  1        '  3  5  7 

f'a+tw)         —  1502.765         —  15-565 
log  fd{a  +  iw)  3*<7o8qi  1*10215 

log  Qj*(-o.io)  M93947  8-15983  

d  468 

log  J'la+iw}  .,,8587  0^838  0.8331 

logO/;—  0.10;  8„i40i  72643  6„47oi 


37  790 

—  10.565 

15774 

1.0239 

7.4760 

6.8147 

,  Google 
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■/>  +  ,«,)  =  +  26581.170                    lf"  [a+itff]  =  -+-  84.22 

nf(a  +  iv>)  =—  12.712             Qt*  (n)/"(a  +  iw)  =  +     i.oo 

Q1M«)/1   («  +  »'»)  =  +  1I7-7I7                                        Sg  =  +  85.22 

Q1:l(n)/l"{«  +  *w)  =  —  0.224 

Qift(n)/V  (a  +  «c)  =  —  0.113- 

Q,i  («)/"'(fl  +  »w)  =  —  0.007 

Su  =  +  26685.831 

n?Sg  =  —  0.085 

:873  ■»« 


P 


jflT}dl       =-1-26685.75 
welchen  Weith  die  Interpolation  in  der  obigen  Integraltafel  bestätigt. 

Für  1873  Jan.  9  müsste  die  zweite  der  Formeln  G,)  (pag.  42)  angewendet  wer- 
den; es  ist  m  =  +0.10  und  die  Rechnung  wird: 

d  1  3  5  7 

log/0  {a  +  [i+{]w)         3»244386         1.3128         1.5911  ini452 

log  JP|rf(-|-o.io)  8.660007         7B40.Qi         6.6044         sn8o20 

d  2468 

/*  {«  +  [•'+!]«)     +495075  —  91.730    +4-565    +8.465 

log/*  (a  +  [*+i]w)  2.694671  i„9625         0.6594         o.  9276 

log  P,<*  {+0.10)  9no9io8o         8.3634         7 „6820         7.0218 

'/!«•+[»+*]»)      -+»6si7.6io     '  /(«+[••+*]«)      =+    1004.84c 

Pi'W/'    !«  +  [«+«»)      =-         8"- 9»  fl«W/»  <•  + [•  +  *]*)      -—         6'-"S9 

JVM/«"^  +[»+!]»)  =-        0.06s  iVW/"  («  +  [»+*]«')     — —  *-»8 

Pi« {«•)/*  !•+[»'+  i]»>  =+        0.016  fl'(ni)/™ta4[t+ilw)     -—  0-0» 

PtT  {»)/"'(««+ [*  +  tiw)  =+         Q-ooi  P|gKAm(g+|y+l]wl      -+  q.Q°9 

*h  =+*64JS-64'  ff,  —  +  94".6so 

mS„  =  +        94.»S* 


/_iB73  Jan.  9 
f(l)dl         — +     *6S*9-S0 

Die  Interpolation  in  der  obigen  Integraltafel  bestätigt  dieses  Resultat. 

Die  eben  angeführten  Beispiele  mögen  genügen  und  zeigen,  wie  die  einfachen 
Integrale  mit  Hilfe  der  Q,-  und  P, -Tafeln  [Tafel  VI,  VII)  durch  eine  sehr  ein- 
fache Rechnung  erhalten  werden. 

In  den  bisherigen  Beispielen  wurde  die  Voraussetzung  gemacht,  dase  für  die 
untere  Grenze  des  Integrales  bereits  eine  Bestimmung  getroffen  ist.  Um  aber  auch 
für  die  Bestimmung  der  untern  Grenze  ein  angemessenes  Beispiel  zu  haben,  wähle 
ich  die  Störungen  in  der  mittlem  siderischen  Bewegung  (Zeiteinheit  40  Tage)  der 
Erato  zur  Zeit  der  Jupitemähe  im  Jahre  1873  —  74.  Es  eignet  sich  nämlich  ein 
Beispiel  aus  der  Variation  der  Constanten  viel  besser,  weil  die  Störungen  in  den 
Coordinaten  selbst  abhängig  sind  von  der  Wahl  der  Osculationsepoche  in  Folge  der 
indirecten  Glieder;   durch   die  Wahl   dieses   Beispiels  jedoch   bleiben  die  Störungs- 
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werthe    unabhängig    von 

dieser  Epoche. 

Aus   der  Störungstafel  entlehne  ich   die 

folgenden  Wertbe: 

dl1 

/             / 

/"      /'       /      /'    /" 

ISTJ   Aug.  ij  —    8"j84t 

+  0.6164   , 

—  0.0671                       +  0.00J9 

°-9»3S             ,,       + 

0.049]                       —  0.0418                       +  O.OIJ* 

Sept.  i*  —    7-46o6 

+  0.6657 

—  0.1099                +  0.0171 

W                                                        + 

1.5891                       - 

0.0606                —  0.0157                 ■+-  0.0199 

Nov.     1  —    5.8714 

+  0.6051 

—  0.1156                +  0.0470 

■t                ,       + 

».194$                       — 

0.1861                       +  o.ojtl                       —  0.0016 

l>ec.  11  —   1.6771 

%  61  *         °'4     * 

—     0.943                       +  0.0434 

»       1                         ,       + 

0.1805                   ,+0.0747                      —0.0386 

1874  «n-   *o  —    1.0639     , 

*'   '3*  +  0.1384 

—  0.0196                       +  0.0048 

*.75"6                      — 

o.jool                       +  0.079S                       —  0.0390 

Mira    1  +    1.6877 

+  0.0599                      —  0.034* 

»     ■.                     _,   + 

».5899                      — 

0.1401                      +-  0.0453                       —  0.0071 

April  10  +-    4.1776 

—  0.4019 

+  O.IOJl                         —  0.0414     , 

+ 

1.1800                       — 

0.1350                  +  0.0039                  +  0.0068 

Mai    10  +    6.4656 

—  0.SJ69 

+  0.1091                 —  0.0346 

Es  soll  nun  für  die  erste  sumnrirte  Reihe  nach  der  Formel  A,)  die  Anfangscon- 
stante  so  bestimmt  werden,  das»  das  einfache  Integral  für  die  Grenze  1873  Dec.  31 
verschwindet,  man  hat  daher  den  Werth,  der  für  Jan.  20  angesetzt  ist.  a\af[ä)  an- 
zusehen und  es  kommt  der  Werth  'f(a  —  Jw)  zwischen  die  Zeilen,  die  zu  1873 
Dec.   11  und  1874  Jan.  20  gehören.     Man  findet  nach  A,)   (pag.  35}: 


-/■  («- 
.-/"■(■- 


-i») 


o"lo88,8 


-i&^t— w 


y(a  — Jm)     =  —  c.rioü.7 

Will  man  aber,  dass  das  einfache  Integral  für  1874  Jan.  20  verschwindet,  so  gibt 
die  Formel  B,)  (pag.  35)  für  den  Anfangswerth  der  ersten  eummirten  Reihe,  der 
zwischen  die  Zeilen  1873  Dez.   11  und  1874  Jan.  20  zu  setzen  ist: 

j—  /     (*)      =  +  o:'53io,5 


/'  («) 

=  +  0.2235, 3 

/'"(«) 

=  +          44,3 

/'  («) 

=  +             2,4 

/"■(«) 

=  +            0,3 

/(«+*») 


■   0''7002 


Setzt  man  diese  Ania'ngswerthe  in  die  erste  summirte  Reihe  ein  und  bildet  das 
SummationBBchema  und  nachher  die  einfachen  Integrale  für  dieselben  Grenzen,  so 
wird  man  sich  überzeugen  können,  dass  das  gebildete  Integral  je  nach  der  ge- 
setzten Bedingung  für  die  gewählte  Epoche  verschwindet. 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  Formeln  H,)  (p.  43)  soll  die  Anfangsconstant« 
so  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  Integral  für  die  Grenze  1874  Jan.  10  ver- 
schwindet:   der  für  'f\a  —  \w)  nach  H,)  berechnete    Werth   ist  natürlich  zwischen 
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die  Zeilen  1873  Dez.  11  und  1874  Jan.  20  zu  setzen,  innerhall)  welcher  Grenzen 
das  eben  gewählte  Datum  fällt.  Vermöge  der  Wahl  diesen  Grenze  wird  man  mit 
gleichem  Vortheil  sowohl  die  ernte  als  die  zweite  Formel  anwenden  können;  ge- 
braucht man  die  erste,  so  hat  man  n  =  —  0.25  und  die  Rechnung  stellt  sich  mit 
Hilfe  der  Tafel  VI  wie  folgt: 

«"  13  5  7 

f{a)  +  2.68240      —  0.29030      +  0.07710      —  0.03880 

loK  fd  (fl)  °-  428524  91.40285  8. 8871  8„5888 

log  Q1d(o.25)  »„716699  8.00997  7»3338  6.6760 


i/"  («)    =  4-  070230,7 

diV"  W    =  +  0.0002,6 

Öi"/"  (aj    =  +  0.0000,1 

Ä.  =  —  0.0233,4 


'f[a—±w)  =  +  o"4092 
Wendet  man  dagegen  die  zweite  Formel  an,  so  wird  mau  zu  setzen  haben  m  =  ■ 
und  erhält  mit  Benützung  der  Tafel  VII : 

d  1  3  5  7 

log/*(ii  —  i»;         0.417173  9*44793  8.8733  8„5866 

log  />,d  (0.25)  8. 862827  7B°i  1 80  6. 7039  5B896o 


d                             4 

6 

log  fd[a)                   8n2923 

7.6812 

log  Q,d  (0.25)            8ni26i 

7.2469 

(»+±)/   («)    =  -  o'.'2659;7 

QiM«}/1  W  =  —  0.1397,1 

ü,*  (»)/"' (a)    =  —  0.0029,7 

Qis(»)/'  («)"=  -  0.0001,7 

Q,7  («)/™(a)   =  —  0.0000,2 

Su  =  —  0.4088,4 

n3Sg  =  —  0.0003,6 

/*(<!—$«,)  +  0.27865      —0.05695 

log  f  |o— 1»)  9.44506  «„7555 

lug  P ,'  (0.25)  9.Q59"  8.3284 

p,'iw)/'  («—!»:  =  +  »"1905,5 

P,*lm)f>"  {„-{vi,  —  +  0.00.1,5 

pib{m)fr  («  —  iwl  =  +  0.0000,4 

P,'  (»)/"'(«  — 4»;  =  0,0 


-  0.02410 
8.3820 
7»6458 


f 
P,'  Im)/" 
P,'tm)f" 
Pt'W 


mS, 


'  +  0.1917,4 

:    O.6OO9.4 


lt.; 

=  —  2"3705-o 

i<°) 

=  —  0.0319.3 

1") 

=        0.0012;     1 

J»! 

=   O.OOOl,! 

*» 

=   —    24037,5 

/(a  —  1»)     =  +  0V4092 
in  völliger  Uebereinstimmung  mit  dem  obigen  Werthe.     Man  kann  sich  auch  durch 
Einsetzung   dieser  Anfangeconstante  in   die  erste   summirte  Reihe  und  Bildung  des 
Integrales  für  die  Grenze  1874  Jan.  20  leicht  überzeugen,  dass  die  Bestimmung  der 
Anfangsconstante  richtig  ausgeführt  worden  ist. 


,  Google 


B)  Doppelte  Integrale, 

Integrirt  man  die  Gleichungen  i)  und  3)  des  vorliegenden  Paragraphen  (pag.  32) 
nochmals,  so  wird  man  vorerst  zu  beachten  haben,  dass  man  für  /„'  uud  Jmx  die  durch 
die  Gleichungen  2)  und  4)  (pag.  32)  definirton  Werthe  einzusetzen  hat;  es  ist  aber  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8}  und  7)  (pag.  34)  anzunehmen : 

'-'cfö3', 


«V  — /(•  +  •«)  + 


v=y  («+H-4H  +22 : 


»■'MMv+H 


i/(a+.») 


1 /(«+[*+««-) 


Es  wird  also  aus  1}  und  3},  nachdem  man  linlcs  mit  dl,  rechts  beziehungsweise  mit 
wda  und  todm  multiplicirt  hat,  durch  nochmalige  Integration  erhalten: 


;d-fn-P+'  C{»*,  4',  • 


>■'} 


'l'l'1 


*»*+■  CJa«,  4',  ...  M-aj 


4=1   p=o 

+  ■>.' 


ad—  I 


/(o  +  itc) 
7(a  +  I'») 


,       'vV  '-''-'  oft  ,■,...  !,<-.)■) 


und 


[-!)'->  „„*■  C|l»,  3',  ^-    ("J-i|"l  , 

1-11'-'  oi3,<^...  ii<-»)')  , 


■9) 


+  -V 

Die  Werthe  der  auftretenden  Integrationsconstanten  bestimmen  sich  leicht  aus : 

und  würden  gehraucht  werden,  wenn  man  auf  dreifache  Integrale  übergeht,  die 
ich  jedoch  hier  nicht  mehr  zur  Untersuchung  aufgenommen  habe,  da  dieselben  in 
der  praktischen  Anwendung  wohl  kaum  je  gebraucht  werden.     Marx  kann  demnach 

Oppoliai.  Bahabutininiigti    U.  7 
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diese  lntegrationsconstanten  vorerst  ganz  ausser  Acht  lassen,  da  der  später  noth- 
wendige  Uebergang  auf  bestimmte  Integrale  dieselben  verschwinden  macht. 

Geht  man  sofort  auf  bestimmte  Grenzen  über,  so  empfiehlt  es  sich,  für 
n  die  Grenzen  — -J  und  +  |,  anzunehmen ;  unter  dieser  Voraussetzung  verwandelt  sich 
die  Gleichung  1 8)  in  : 

-H«*       •        *»  a  i,,).-,^  „, ...  „,_>,,  .<-■ 

i  Jj  flt<P  =  ■/(«+•»)  +  2, 2,  — ..'lj-i^poh-.) — f  {°+"°> 

u+l<-ll»  '  20) 

+  ji  Jj  — ;^Ui;,,+,i — '/(«+•») 

Wendet  man  auf  diesen  Ausdruck  die  Beductionsformel  20)  (pag.  12)  an,  indem  für 
das  letzte  Glied  gesetzt  wird: 

C{7>,4>,...  (rf-j)') 
so  erhält  man  sogleich: 

Vergleicht  man  die  Ausdrücke  21)  und  7)  (pag.  34)  so  findet  sich,  dass  die  nume- 
rischen Werthe,  mit  denen  die  Differenzwerthe  in  den  beiderseitigen  Formeln  multi- 
plicirt  sind,  identisch  eind  bis  auf  den  Factor  (1 — zd).  Die  zu  gleichen  d  gehörigen 
Factoren  werden  daher  aus  den  für  21)  erhaltenen  Werthen  gefunden,  wenn  man 
dieselben  einfach  mit  dem  Factor  (1 — 2 </)  multiplizirt.  Die. Rechnung  dieser  Coef- 
ficienten  wird  mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  sehr  einfach,  doch  erwähne  ich  gleich 
hier,  dass  die  unten  mitgetheilten  Coefficienten  zur  Controle  auch  nach  der  obigen 
Formel  20)  berechnet  wurden. 

Ehe  ich  an  die  weitere  Transformation  von  21)  gehe,  will  ich  die  Gleichung  ig) 
ähnlichen  Reductionen  unterziehen  und  die  Entwicklungen  für  dieselbe  auf  denselben 
Standpunkt  bringen.  Setzt  man  in  Gl.  ig)  (pag.  4g}  die  Grenzen  — {  und  |- J  für 
m  ein,  so  findet  sich  sofort : 

Zur  Zusammenziehung  dieses  Ausdruckes  wende  ich  die  Gleichung  18)  (pHg.  12] 
an.     Ersetzt  man  das  letzte  Glied  nach  derselben,  »a  resultirt  sofort: 
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,+(,,  <-•     P~<  22) 

womit  leicht  die  Coefficienten  für  die  Doppelintegrale  berechnet  werden  können. 
Ei  zeigt  sich  nach  diesen  Formeln  kein  so  einfacher  Zusammenhang  zwischen  den 
Coefficienten  der  einfachen  und  Doppelintegrale  und  doch  besteht  ein  solcher,  der 
sehr  zweckmässig  zur  Controle  der  numerischen  Entwicklungen  benutzt  werden  kann. 
Gebraucht  man  nämlich  die  Gleichung  12}  ipag.  to) ,  und  beachtet,  dass  in  derselben 

mi—t 

J=(</ — 1)  geschrieben  ist,  so  erhält  man  für  den  Coefficienten  von  f(a +[*  +  $]  ») 
sofort : 


Die  rechts  stehenden  Coefficienten  sind  aber  völlig  identisch  mit  jenen,  welche  bei  den 
einfachen  Integralen  gefunden  wurden;  bezeichnet  man  demnach  einen  Coefficienten 
der  vorgelegten   Reihe  mit  K1-''    so  besteht  die  Relation  für  ein  bestimmtes  </: 

welche  Gleichung  zweckmässig  zur  Controle  benutzt  werden  kann  und  auch  be- 
nutzt wurde. 

beachtet  man,  ähnlich  wie  bei  dem  einfachen  Integrale,  dass  ist: 

JjAl)dP=  J ff  [!)<&+   fjM&  + +fff'l)dP 

'■>-&  — ä-  '  -i+i«  '  -+|(-ihf 

fjf(I)dP  =   fj/{l)dP  +   ff/m  dP  +  .....      +///W  <fl> 

und  erinnert  sich  der  Relation  5]   [pag.  5),  so  kann  man  aus  21)  und  22}  ableiten: 

^jüf/w  *•  -  ■/(<■+[<+«.)  +  g^  (->'->  '-*  S',y  ,;,"+V'l^+'f+«"' 

*   '"    '  24) 


!  sS* 


Die  Ausmittlung  der  Doppelintegrale  in  Bezug  auf  die  gewählten  Grenzen  erscheint 
somit  bestimmt,  sobald  die  21*  sumnürte  Reihe  gebildet  ist.  Um  aber  diese  zu  er- 
halten, muss  eine  Anfangsconstante  zur  Bildung  der  ersten  und  eine  weitere  An- 
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fangsconstante  zur  Bildung  der  zweiten  summirten  Reihe  angenommen  sein,  so  dass 
in  der  That,  wie  es  die  allgemeine  Forderung  eines  Doppelintegrales  mit  sich  bringt, 
zwei  willkürliche  Constanten  in  dem  Probleme  auftreten,  deren  Bestimmung  aber  nur 
durch  anderweitige  Bedingungen  des  Problems  vorgenommen  werden  kann.  Diese 
Bestimmung  wird  gewöhnlich  dadurch  geleistet  werden  können,  dass  das  vorgelegte 
Doppelintegral  die  Eigenschaft  haben  muss,  für  einen  bestimmten  Argumentwerth 
einen  gewissen  Werth  zu  ergeben,  und  dass  das  zugehörige  einfache  Integral  eben- 
falls einer  solchen  Bedingung  geniigen  muss.  Bei  den  astronomischen  Rechnungen 
in  der  Störunge theorie  wird  es  sich  wohl  meistens  empfehlen,  der  Bedingung  zu 
genügen,  dass  sowohl  das  einfache  als  auch  das  doppelte  Integral  für  die  untere  Grenze 
verschwindet.     Diese  Annahme  soll  nun  weiter  verfolgt  werden. 

Nimmt  man  die  Formel  23)  (pag.  51)  vor,  so  wird  zunächst  die  Bedingung,  dass 
das  Doppelintegral  für  die  Grenze  (a  —  \w)  verschwindet,  ausgedrückt  sein  durch: 

■/(»-*«)  =  -  22  H^^te^/PH  ,         >5) 

dass  aber  das  einfache  Integral  für  dieselbe  Grenze  verschwindet,  nach  Formel  7) 
]>ag    34    des  vorliegenden  Paragraphen: 


'SS 


'Ci.',4' M-.P) 


yi— 1-1 = - 22'-''  .i:«?,»::^ / (»-*»)     «* 


Genügen  die  Anfangsconstanten  der  summirten  Reihe  diesen  Bedingungen,  so  ist 
die  gestellte  Forderung  erfüllt.  In  der  That  gibt  die  Formel  26)  unmittelbar  jenen 
Werth  an,  den  man  an  der  betreffenden  Stelle  in  das  Summationsschema  einzu- 
tragen hat,  um  die  erste  summirte  Reihe  bilden  zu  können.  Die  Formel  25J  da- 
gegen entspricht  nur  einem  arithmetischen  Mittel  zweier  Werthe,  nämlich  von 
"f(a — w)  und  uf(a) ;  da  aber  'f[a — \w)  durch  26)  gegeben  iBt,  so  kann  man  ohne 
Schwierigkeit  berechnen: 

"f[a)  =  <>f(a—\w]  +  */(.-*.)    1 

oder    "/[«— ^    ='/(fl-i»)  -i/(o— 4«)    |  ' 

welche  beiden  Formeln  nach  Beliehen  gewählt  werden  können.  Wenn  sich  auch 
gegen  diese  Art  der  Bestimmung  der  Anfangnconstantc  nichts  einwenden  lässt,  so 
zieht  man  es,  soweit  mir  der  Gebrauch  bekannt  ist,  vor,  eine  unmittelbare  Bestim- 
mung der  Anfangsconstante  "f[a — w)  oder  "fia)  zu  erlangen.  Schreibt  man  in  den 
Formeln  25),  26) : 

/i^-i«)  =  yp-»i  +  t/Jf 

und  beachtet,  dass  je  nachdem  die  erste  oder  zweite  der  Formeln  27}  verwendet 
wird,  der  letztere  Werth  mit  plus  oder  minus  J  multiplieirt  werden  muss.  so  findet 
sich,  wenn  man  in  27)  die  Werthe  aus  25)  und  26)  einsetzt: 
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v  w       -  22  ^Sflüf»  < vi«-«!  +  c-  ■!/»! 

'-  >■=.  ,T  28) 

vi—)  -||  '-'"'^■„,:r"' < (*-■!/•?--) + <«•) 

Man  kann  also  die  Anfangsconstanten  "f{a)  und  "f[a  — »)  ohne  Schwierigkeit  nach 
28)  ermitteln.  Zur  Controle  kann  man  nach  26)  berechnen  '/(a — Jw),  wobei  die 
Relation  bestehen  hhisb : 

/(«-*»)  -VW-  V(«-»i 

Hiermit  erscheint  die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  für  die  Grenze  — J  er- 
ledigt und  es  soll  nun  die  analoge  Bestimmung  für  die  Grenze  o  vorgenommen  wer- 
den, d.  h.  die  Constanten  sind  so  zu  bestimmen,  dass  das  einfache  und  doppelte 
Integral  für  diese  Grenze  verschwindet. 

Die  Bedingung,   dass  das  einfache   Integral   für  die  Grenze  o  verschwindet, 
ist  nach  Formel   10)   (pag.  34)  ausgedrückt  durch: 

/(—!«)  =  - {  vm  +  |f  '-''Z.ftfcX-"™} ,         * 

dieselbe  Bedingung  für  das  Doppel  integral  ergibt  aus  24)   (pag.  51): 

»/(«)  =  -  yy  (-■)*-"  'i»*-"cHi',-nHi'>  fi?  , 

Da  die  beiden  hierdurch  bestimmten  Werthe  im  Summationsschema  auftreten,  so 
können  dieselben  ohne  weitere  Transformation  zur  Bildung  der  ersten  und  zweiten 
suramirten  Reihe  verwendet  werden  und  eB  ist  die  gestellte  Aufgabe  hiermit  erledigt. 
Bezeichnet  man  die  Coefficienten,  mit  denen  die  Differenzwerthe  verbunden 
sind  in  der  Formel  23]  (pag.  51)  mit  P,  in  der  Formel  24]  (pag.  51}  mit  Q.  und  er- 
theilt  diesen  Buchstaben,  wie  dies  bei  den  einfachen  Integralen  (nach  pag.  35)  geschehen 
ist,  zwei  Index,  wo  der  obere  auf  den  Differenzwerth,  der  untere  auf  die  Ordnung 
der  Integration  hinweist ,  welch  letzterer  Index  also  in  diesem  Fall  gleich  2  ist ,  so 
wird  man  die  folgenden  4  Förmelsysteme  für  dieCombinationen  der  eben  abgehandelten 
Grenzen  haben: 

Grenzen:  a — Jte  und  a+[*-f-£]ie 
*»°/(o)=»f^{/»1</(s-iB)+P1"[2/*(«-^+/Ma]  +  ^-[3/'n«-*)  +  ^TW]+...> 
w"/[a-4«)  =—«*{/»! y(«-W  +  Pt3f"'[a— \w)  +  P,*f{a— W  +  } 

■+l'+i]w  -Ar] 

D<m  =  v>*  {-/(«+ [»■+*]*)  +  AV(«  +  [•+«*)  +  WH-WW  +  — } 

Grenzen:  o  und  a+itc 
*P"f{a)  =-»J{Q,Vfa!  +  Q11/"(a!  +  Qs*/"  (d  +  ....  } 

«,'  /{«—*»]  -  -  »M  l/M      +  Oi1/*  («)  +  Qi5/"'  W  +  W  f«)  +  ■■■  } 

ffnidP^iitiWa+Ml  +  Qpfia+ve)  -f-  Qj«/- («+•*)  + Gi*/*  («+•*)  4--.} 

Digit,zed  by  LiOOQ IC 


i/>(Od 


5i 


Grenzen:  a — \v>  und  o+t'w 
«.!  "fa)=w*  (P,'/|»-ie)  +P,'[2/»i«— »)+/"(«)]  +  ■?■'  Ü/"(«-«'i+?/'"  [•)]  +  ■•••) 

•»  /(«-!•)  -  -  «*{.p, '/■(<>-«  +  i','/",i«-M  +  flV  («-»»i  +  ■■■■ ) 
fffViäP  -  »!  (yio+i»)  +  Q,V(o+i»)  +  q,v  («+•'»!  + ) 


Grenzen :  a  und  a  +  [l  -+-  i]  fr 

- »'  {  V/W  +  V/"  W  +  Qt'f"  [«)  +  ••■■  ) 
- <°!  (    VW  +  Q.'/"  («)  +  «>/»(«)  +  ....} 


1— i)--'  C{«*, 

(>,  ...  (.!(-.)< 

1 

.■<[.*! 

*P+I) 

!-■!'-'  C(.<,3 

i,.:..(.j-n' 

1 

»ef  1**1  ("P  +  i) 

I— i)*-«(i-.* 

*-* 

!»<-»•> 

•-[ 

</)!  (*|)  +  l) 

t-l)''-».[2i-l 

C(  l<,  !>,  .. 

a<(-ll!l 

31) 


ff  ■/(.) 

w1  /(o — 1»)  = 

jjfitidf  =  «o{  y(.+[*44H  +  W(«+[t44M  +  W  !«+[•'+!)«>)  +  •••■ ) 

Die  numerischen  Werthe  der  hier  auftretenden  P-  und  G-Coefficienten  sind ,  wie 
früher  die  bei  der  einfachen  Integration  vorkommenden  Werthe,  in  der  hinten  an- 
geführten Tafel  Y  aufgenommen;  in  derselben  ist,  indem  ich  die  mit  dem  Index  . 
unten  versehenen  Buchstaben  (vergl.  pag.  35)  noch  einmal  anführe,  gesetzt  worden: 

n^\=  '§ „     ... 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  sind  an  spccielle  Grenzen  gebunden.  Es 
kann  aber  unter  Umständen  erwünscht  sein,  von  denselben  abzugehen,  wiewohl  dies 
selten  genug  der  Fall  sein  wird ;  ich  setze  wie  bei  den  einfachen  Integralen  voraus, 
dass  nur  ein  specieller  Werth  nÖthig  ist ,  und  hierbei  die  Herstellung  einer  vollstän- 
digen Integraltafel  nicht  beabsichtigt  wird. 

Um  wieder  eine  möglichst  rasche  Convergenz  herzustellen,  wird  man  n  und  m 
stets  kleiner  als  \-  annehmen  müssen  und  die  Benützung  der  Formeln  18)  und  10.) 
(pag.  45)  wird  sofort  das  gewünschte  Ziel  erreichen  lassen.  Die  Anwendung  dieser 
Formeln  wird  jedoch  sehr  beschwerlich  sein  und  man  würde  jedenfalls,  wenn  sich 
nicht  andere  Hilfsmittel  beschaffen  Hessen,  wesentlich  an  Zeit  ersparen,  wenn  man  in 
der  Nähe  der  geforderten  Grenze  durch  alteroirende  Anwendung  der  Gleichungen 
A„)  und  B„]  (pag.  53)  sich  kleine  Integraltafeln  herstellen  würde,  nach  denen  man 
den  Werth  des  Integrales  für  die  obere  und  untere  Grenze  mit  Hilfe  der  Inter- 
polation ermitteln  könnte.  Hierbei  wäre  nur  zu  beachten,  dass  die  Berücksich- 
tigung der  Bedingungen  für  das  einfache  Integral  noch  einer  besonderen  Aufmerk- 
samkeit bedarf.  Es  wird  sich  aber  die  vorgelegte  Aufgabe  durch  Transformation  und 
Herstellung  von  allgemeinen  Hilfstafeln   in  bequemerer  Weise  lösen  lassen. 

Es  soll  zunächst  die  willkürliche  Grenze  so  gelegen  gedacht  sein,    dass   die 
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Wahl  von  n  vorteilhaft,  ist,  also  diese  Grenze  näher  an  einen  Argumentwerth  zu 
liegen  kommt  als  { w.  Integrirt  man  die  Gleichung  Bu]  bis  zum  Argumentwerthe 
und  legt  die  wegen  n  nöthige  Correction  hinzu,  so  erhält  man: 

jjf[t\  dP  =  »«{"/  (s  +  t'w)  +Ö,"/[«+i«)  +  Q,a/- («  +  ,»)+ }  + 

o+l'+»l"  32) 

+fjfli)<®  +  <r2, 

wo  J7  eine  willkürliche  Integrationsconstante  ist,    die  nach  Einsetzung  der  unteren 
Grenze  verschwindet  und  vorerst  ausser  Acht  gelassen  werden  kann.     Multiplicirt  man 
die  Gleichung  16)  (pag.  26)  links  mit  -3,  recht»  mit  dtp  und  integrirt  zweimal,  so  er- 
hält man : 
-J,fff®JP  =  [-=L /(«+*.)  +  _£_  (/.  [,+,.) +  JV,y.n («+«,)  +  ....) 

+  TJfT  (/"(•+*»)  +  W/"  (»+*»)  +  ....}  33) 

+  irjTT  </"'(«+•«>)  +  W  (■+*)  +  -■) 

+ 

+  »/,+/,] 

wo  /,  und  /j  die  durch  die  Doppelintegration  auftretenden  Constanten  Bind.  /2  zu 
bestimmen,  ist  nicht  nöthig,  da  es  nach  Einsetzen  der  Grenzen  wegfallt;  /,  aber 
muss  berücksichtigt  werden.  Es  ist  aber  offenbar,  wenn  man  das  Resultat  der  ersten 
Integration  ins  Auge  fasst  (pag.  32] : 

*  =  J'h'+ [••+»]»)  ■« 

oder  mit  BerückBichtigung  der  Formel  Bt)   (pag.  35) : 

j,  =  •/(«+*»)  +  0, '/'(■+•»)  +  dy»"  («+»«)  +  «,*/*(«+»">)  +  .... 

Setzt  man  in  33)  die  Grenzen  n  und  o,  sowie  J,  ein,  so  findet  sich: 

ißJ/fVM  =  »/(«+•'«) 
+  £/(.+..) 

+  »/>  («+<»)(  Q,'  +    -£   } 
+  »'/*»  (»+•'«)  j    p-  j 

+  «/»(« +  ,«,){  Q,3+      £     J»l>+~| 

+  »'/»(«+•■«){  ff  +    -tr   I 
+  .... 

Führt  man  diesen  Werth  in  32)  ein  und  beachtet,  dase  /j  durch  die  Einfuhrung  der 
Grenzen  verschwindet,  so  erhält  man  dasDoppenntegral  für  die  Grenze  (u-f-  [»'  +  »]«> ) : 
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+/»  (o  +  i»)    j   Q,»  +  £    } 


+/»(«  +  ,•.]  |o,»+£.y1>+; 


■■] 


Das  vorstehende  Doppelintegral  läset  sich  daher  leicht  in  die  folgende  Form 

ffflQdP  =  w»  [  "/(<*+•")  +  VH/  (*+»«>)  +  VW/«  («+'«>)  +  <fe»  (B]/»(«-H*>) 

+  »{  ■/(«+»»)  +  «■'(■)/■  («+«">)  +  WW/»W4|  +  Or,(»)/Y  (<H-*»> 

wo  die  hier  auftretenden  Coefficienten  die  nachstehende  Bedeutung  haben 

0,0  (»)  =  «,•+£ 

0,>(»)  =  O,'  +  p 

0,'  (»)  =  Q,«  +  £  «,'  +  ~ 


bringen : 
+  --    + 

34») 


35) 


Oi'i«)  =  a,'+p 

«,»(»)  =  0,> +  £*;»+£ 


Diese  Coefficienten  finden  sich  in  der  Tafel  VIII.  Zu  der  Formel  34)  wäre  nur  zu 
bemerken,  dass  die  Integrationsconstante  fortgelassen  wurde,  weil  die  Annahme  ge- 
macht ist,  dass  bestimmte  Bedingungen  für  die  untere  Integrationsgrenze  gelten,  die 
bereits  durch  die  Einführung  der  ersten  Summationsconstanten  "f[aj  und  f\a — \u>) 
erfüllt  sind.  Es  gibt  somit  die  Formel  34)  den  vollständigen  Werth  des  Doppel- 
integrales  unter  den  eben  angeführten  Voraussetzungen. 
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Durch  die  bisherigen  Erörterungen  ist  für  die  Fälle  vorgesorgt,  wo  das  Inte- 
gral für  die  speciellen  Grenzen  a  oder  a — \v>  verseh windet ;  es  soll  jetzt  die  Be- 
stimmung der  Anfangsconstanten ,  "f[a)  und  <f[a — \w) ,  vorgenommen  werden, 
wenn  der  Bedingung  genügt  werden  soll,  dass  das  einfache  und  doppelte 
Integral  für  eine  willkürliche  untere  Grenze  verschwindet,  wobei  vorerst  nur  die 
Beschränkung  statt  hat,  dass  die  Wahl  von  n^J  möglich  ist;  die  Bestimmung  der 
Anfangsconstante  '/{a — $w)  für  diese  Bedingung  bietet  die  Formel  H,)  (pag.  43). 
Denkt  man  sich  für  "f{a)  vorerst  Null  geschrieben,  so  gibt  die  Gleichung  34a),  auf 
die  betreffende  Anfangsconstante  angewendet,  einen  Werth  für  das  Doppelintegral, 
der  von  Null  verschieden  ist.  Derselbe,  mit  umgekehrten  Zeichen  angewandt,  gibt 
aber  den  Werth  dieser  (konstante;  man  hat  also: 

«■  "/(")  =  -«*[{  Qi°  W/W  +  Oi*  (»)/"  (■)  +  0**/"  («)+■■■.) 

+  «  {  '/["]  +  Qi'  ln)fi  (<■)  +  Qf  («)/"<  (a]  +  . . . .  J  ]  34  I 

womit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  erscheint. 

Ist  die  willkürliche  Grenze  so  gelegen,  dass  sie  dem  Mittel  zweier  Argumente 
näher  ist,  so  hat  man  wi^^  uni^  ähnlich  wie  vorher: 

,'     ,  36) 

wobei  die  Integrationsconstante  fortgelassen  ist.     MultipHcirt  man  die  Gleichung  17} 
(pag.  27)     links    mit   -s  ,  rechts  mit  dm1  und  integrirt  zweimal,  so  erhält  man: 

äffm"=  [  TT"{/  ("+[,'+'M  +  Wü+li+lW  +  «,'/" (.  +  [,'+11»)  +  ....  I 
+  -^  (/■  («+u+«»i  +  *■/"■(«+[<+«»)  +  «IV  d+ii+w  +  ■••■  | 


t-ff/n 


3;) 


Es,  wird  wiedeT  die  Bestimmung  der  Integrationsconstante  [J}t   nothwendig  werden; 
man  wird  dafür  mit  Rücksicht  auf  Gl.  4]   (pag.  32)  und  A,)    (pag.  35)  finden: 

Wi  =/(«+[•'+*]»)  +P,'/'  («  +  [«•+««]  +/•,'/"' («  +  (''+l>)  + 

Setat  man  diesen  Werth,  sowie  die  Grenzen  m  und  o  in  37}  ein,  so  erhält  man  statt  36) : 


+/(«+[•'+««)    i'."  + 
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, 


+/"  'a+ [•+«»)  |  P,<+  *M, 

+ 

mit  Hilfe  welches  Ausdruckes  sich  der  Werth  des  Doppelintegrales  J6)  auf  folgende 
Gestalt  bringen  läset : 

«+H+I+»]- 

Jj/{t\dtt  =  «y>[»/(«+  [i+i]«]  +  P,'M/(«+[s'+l]«)  +  JVM/* !«  +  [«'+«») 

+  p,'!m)y,"(«+(''+iw  +  •■•  +  »{  yi«+i«+i]»)  +  *y  (»)/■(»+[■'+«»; 

+  -P.'  !«•)/■"  («+!•"+  IM  +  ....  J  ]     3»; 

wo  die  hier  vorkommenden  Coefficienten  Pj°  (m),  Pi^fm)   Pj'fm),  /VCO  

durch  nachstehende  Ausdrücke  definirt  sind: 

P,"(«.)=.P.'  +  £ 

p,>  H  =  Pj'  +  £  Af„>  +  ^ 

/>,« :»)  =  p,'  +  ?;  jf0<  +  j"  «,<  +  £ 

/>,'  (m)  =  P,'  +  fr 

p,>(»l)  =  p,»  +  ^  ü/,'  +  4 

P,.W=P,. +  **•,.  + £*•„>  +  £ 


Die  in  der  Formel  38)  auftretenden  Coefficienten  sind  wie  die  vorhergehenden  von 
Herrn  F.  K.  Ginzel  berechnet  und  in  der  Tafel  IX  aufgenommen,  es  bietet  daher 
keine  Schwierigkeit,  mit  denselben  das  Doppel  integral  für  eine  willkürliche  Grenze 
zu  berechnen.  Die  IntegTationsconstanten  sind  wieder  wie  früher  fortgelassen,  weil 
die  Annahme  gemacht  ist,  dass  bestimmte  Bedingungen  für  die  untere  Grenze 
gelten,  die  bereits  durch  die  Einführung  der  ersten  Summationsconstanten  af{a)  und 
'f[a — \w)  erfüllt  sind;  es  gibt  demnach  die  Formel  38)  den  vollständigen  Werth 
des  Doppelintegrales. 

Soll  das  Doppelintegral  für  eine  willkürliche  Grenze  verschwinden ,  für  die 
m<±J-  gewählt  werden  kann,  was  in  Verbindung  mit  der  Formel  34b)  die  Mög- 
lichkeit an  die  Hand  gibt,  die  Lage  der  untern  Grenze  ganz  willkürlich  annehmen 
zu  dürfen,  so  erhält  man  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  früher  die  Relation : 

w*«f{a-$w)  =  -  wi[ps»(m)/{o—  4*]  +/>si («,)/' (a— $tc)  +p1*{m}f"  [0— |«)  + 

+  m  jy>-i»;  +Ptnm)f{a-W+Pt*[m}f >"[<*-{«>)  + |]    40) 
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Hierbei  hat  man  sich  zu  erinnern,  dass  ist: 

y  («)  =  y(«-i«]  +  ty(.-j«i 

Die  für  die  Doppelintegrale  gestellte  Aufgabe  erscheint  hiermit  erledigt  und  es 
erübrigt  nur  noch,  die  Formeln  zusammenzutragen  und  durch  Beispiele  zu  erläutern. 

Mau  hat  für  den  Wertb  des  Doppelintegrales  für  die  willkürliche  obere 
Grenze  die  Formeln: 

»<±i 

J] /[!,,&  —  «>[»/(a+*»)  +Q,«M/(«+w)  +  Q.W"  («+.«)+0>'(»lf" («+*>)+■■■■ 

+  »|y(a+iK.)  +  <ii' (»)/■(■+•'»)  +  öi> (»;/■"  («+•»)  +  ....  |] 

jj//«a>==«>[yi«.+[»+41«')+Pi0M/(«+[>+iJ»)  +  i>2,M/°(«+[i+«»)  + 

+  iV (■)/"(«+ [•+,]«)  4  ....  +«jy(«+[*HM  +  JV (*)/■(«+ [•+,]«) 

+  JyM/»(.+[l+tM  +  ....  j] 

Für  die  untern  Grenzen  wird  man  haben,  wenn  an  diese  die  Bedingung 
geknüpft  ist,    dass  das  einfache  und   doppelte  Integral  für  dieselben  verschwindet: 

»<±J,        f/Mii=ff/[t)dt>  =  o 

«»y[«-M »I[(»+i)/(«j  +  öi'W/'W  +  OiW'l«)  +  O.WW  +  " 

+  »'  j  t/"  («)  +  0,'  (»)/■"  («)  +  Q,'  (»)/"  («)  +  j 

•"/(■)  ■ »'(ft*  (»)/(«)  +  WWW!  +  ft' (•)/"(«)  + 

+  « jy(«-i»)  +i/w  +  o,' (»]/•(«)  +  Q,'(»)/"'W  + j 


v><±{,  ff®il=jff(l)dP  =  o 

"*/(•— 1»)— »,[j'i,M/"'(«— H  +.P,1W,(*-M+-Pi*('»l/''i'»— W  +  .... 

+  >»  j/(a-i»)  +  P,> (»•)/" («—M  +P,'(i»)/" (o— H  +  ••■•   j] 

«"/(«— 1»)  =  -  «■'[iV  M/(«— 1") + JVM.««—!«)  +iVH/""  (•— H+- 
+  m|y(«-lK.;  +  p,'M/>(«-4»)  +  />,>(•»)/"'  («— l»i'+  ••••  |J 
■/(«)  —  Vf»-H  +  i!/>— M 

Die  Qi-Coefficienten  finden  sich  in  Tafel  VI, 
.     P,  .  ....      VII, 

.     Q,  .  ....      VIU, 

.     P,  .  ....      IX. 


H„) 
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Nehmen  wir  zur  Erläuterung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln 
das  auf  pag.  43  angeführte  Erato-  Beispiel  vor,  in  dem  bereits  die  zweite  snm- 
mirte  Reihu  gebildet  ist.  Wir  wollen  zuerst  durch  die  Anwendung  der  Formel  Au\ 
.ydt~-  53)  eine  Integraltafel  für  das  Doppelintcgral  zwischen  den  Grenzen  1872  Oct.  1 7 
bis  1873  Mai  5  herstellen.  Bei  diesem  und  den  folgenden  Beispielen  ist  wie  oben 
die  Zeiteinheit  40  Tage  gewählt,  so  dass  w  der  Einheit  gleich  zu  setzen  ist.  Man  erhält : 
I87i0ct.l7,  l87»Nov.l6,  1873  Jan.  5,  i«73Ffjb.  14,  1873  Ml.  16,  1873  Mai  5 
"/[o+[t+i]»)  -160061.535  —  »J748B.B8S  — *1I9"-JSS  —  185331.385  —159248-140  —134686.07s 
■Po*/  (B+IH-lJw)  -  225.8.0—  i*5,iu  —  41.868+  10.747+  63.38*  +  88.91s 
W    !o+['+J]w)    +  1.9"  +  J-7°9  +  41«1  +  4-*46  +  J.630  +  1.819 

'    l«+[«+*M    +  °*SS  +  0.13.7  +  o.i74  +'  0.102  +  0.04*  o 

'   («  +  li+l]w<   +  0.019  +  0.010  +  0.002  —  0.003  —  0.004  —  0.004 

'"{•+[«+i]»j   + _o:ool   _         °  -  o.oo-  -  O.OOI o 

— 260286.14    —237610.04    — 211949.86    —185306.29    —159(81.09    — 134594.3! 

Bestimmt  man  nach  der  Formel  B,',)    (pag.  53)  den  Werth  des  Doppeiintegrales  zwi- 
schen den  Grenzen  1872  Sept.  27  bis  1873  Mai  25,  so  wird  sich  ergeben: 

1871  Sept.  17,  1872N0V.  6,  1872  Dut.  16,   1873  Jan.  25,    1873  Mi.  6,   187]  Apr.  15,     1873  Mai  ij 


UV« 


"f   (a+iw)  —170318. 
Off    (*+»•)  + 
<W"  («+*">( — 
«*«/"(«+•'«')  — 

Q^/t.(,h-iw)— 

—269759. 


—249806.410 

— 225171.360 

+       343  5*7  +       156.880 

—           t.471 

—       1.020 

—           0.071 

—           0.057 

-                 O.OOJ 

-           0.00t 

—249464.39 

— 115016.56 

-19865J.750 


93  S«i 


-  146487. 160  - 

-  159-941  - 


111884  890 
195.789 


0.004  + 


O.OOI   + 


198645.30  —17210451  —146648.73  —123081.80 
Man  ist  nun  in  der  Lage,  durch  Vereinigung  der  vorstehenden  Werthe  die  unten 
folgende  Integraltafel  herzustellen,  aus  der  man  den  Werth  des  Integrales  für  eine  be- 
liebige, innerhalb  der  Ausdehnung  der  Tafel  gelegene  Grenze  durch  Interpolation 
bestimmen  kann.  Den  Werth  des  Integrales  für  eine  solche  beliebige  Grenze  auf  dem 
eben  gezeigten  Wege  zu  erlangen,  wäre  indess  sehr  umständlich  und  es  wird  deshalb 
die  Formel  6',,)  zu  diesem  Zwecke  durch  passende  Beispiele  später  erläutert  werden. 


1872  Sept.  27 
■  Oct.  17 
.     Nov.    6 


-  269759.40 

-  260286.14 


r 

■  947326 


/■■ 


»      Dec. 
1873  Jan. 


Febr. 
März 


"    April 
»    Mai 


+  10821.75    . 
6  —  249464-39    ,      0  + 

+  11854.35 
26  —  237610.04  + 

*     *  +I*593-48    , 
16  —  225016.56  + 

+  13066.70 

5  —  211949.86  + 
,,-  „8645.30  +'»°«6  + 
■  4-,85306.20+,""°-- 

+  13201.78 

6  —  172104.51  — 

+  12923.42 

26  —   1 50181. OQ  *    "  — 

L «    +12532.36 
15  —  146648.73  — 

+12054.41 

5  —  "34594-32  ,         — 
+  11512.52 
25  ~  123081.80 


1348.49 
1032.60 
739- 13 


/'" 


-315-i 


/" 


r    r- 


+22.42 
—293-47  ,     ,  +5 
,     +27-56  . 
—265.91         +2 

473-22  +  3°-55    , 

--  —  235-36    .  +1 

237.86  +3I-95 

—  203.41  — o 

34-45  to  +31-73 


137-23 

278.36  " 


171.68 


-  30-55 
'  +28.43* 


—  112.70 
391.06  +25-8: 

iV  -    86.89  T     3         —2 

477-95         .  +22.95      - 

54.-89  -    63M 


M5 
■59 


8-o.„6 
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Wählt  man  als  obere  Grenze  für  den  Integralwerth  1873  Jan.  15,  so  können 
hierfür  sowohl  die  erste  als  auch  die  zweit«  "Formel  G„)  (pag.  59)  mit  gleichem  Vortheil 
zur  Anwendung  gebracht  werden.  Man  findet  mit  Hilfe  der  ersten,  indem  man 
n  =  — .  0.25  setzt: 


1°8 /(<*  +  *«')                 2.104214 
log  Q2dtn)                        9.059121 

2- 70359 

7n6o248 

1,8587 
6.6984 

0,384 
5,891 

d                                      1 
/''(a-f-tw)                      —1502.765 
'»g/*  («+•'»)                   3,176891 
log  Qj*!»)                          8,862827 

3 

—   15-  565 

1.19215 

8.13271 

5 

+  37- 790 
1-5774 
7,4501 

7 
—  10.565 
1,024 
6.789 

'/(«  +  •'«')  —   198653.750 
%•(»!/    («  +  •»)  -t-           14566 

Qi'W/" (•+•'«)  -          2.023 

Gil(»)/n'(a  +  *«>) —             0.004 
Sg  —  198641.211 

j 

ä,'(»)/' 
a,"  (»)/"' 
Q.M»)/" 

f(«  +  i»)   + 
(«+■■«)   + 
(o  +  i»)  — 
(«  +  •»)  - 
(a  +  i»)  — 

26581.170 

109.577 

0.211 

0.011 

0.00 1 

nSu  —       6672.631 
fjA')dP=-  205313.84 

oi  + 

26690.524 

Für  die   Anwendung  der  zweiten  Formel  G„) 
m  =  +0.25  setzt: 


(pag.  59}    ergibt  sich,    indem    man 


f*(a+[i+f\w)     +  1004.840  +  495-075  —  9I-730  +  4-565 
log/^a +[*'+$]«»)  3-002007         2.69467       1,96251       0.6594 

logiV(m)  8^017729         7.70848       7..07825       6.4385 


d 

Hf  («+[■•+«») 

log  P,"  (inj 

3,244386 

8.716699 

3 
1.3128 
7.5254 

5 

1-59" 
6.6274 

7 
1,1452 
5.8236 

«•(«)/  (•+[•'+11»)  - 

4"l*  (»)/*(•  +  [■•  +  «")     + 


J0 


o"ff   —  211920. 
n^+       6606. 

(7)iP  =_  205313 


y(«+[i'+l]«)   =  +  26517.610 

JV  («•)/■  («+[•+«»!       -      91-429 
/>!»('")/",(«+['+l]»i       -       0.069 

WM/*  («+[••+«»)         +  °-°'7 

JV  (»)/>«  (0+  [•'+ 1] «.)         +  O.OOl 

Su  +  26426.130 
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Die  auf  beide  Arten  erhaltenen  Werthe  des  Doppelintegrales  stimmen  somit  vollständig 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung;  die  Interpolation  aus  der  obigen  Integral- 
tafel bestätigt  ebenfalls  das  gefundene  Resultat. 

Soll  das  Doppelintegral  für  das  Datum  1873  Jan.  21  bestimmt  werden,  so 
wird  man  hierzu  die  erste  Formel  G„)  (pag.  59)  verwenden  können  und  n  = — 0.10 
zu  setzen  haben.     Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 


log  Qr*M 


2.104214 
8.946125 


2- 70359 
7.61935 


■»8587 
"-7095 


°n384 
5.9°' 


d 
f  («  +  .») 

log  CW 


1502.765 
3.176891 
8.912045 


—  15-505  +  37-790 
■.19215  1-5774 
8- 17612 7.4917 


—  10.565 
1,024 
6.830 


■/(«  +  •»)  —  198653.750 

0>"(»)/     («  +  •'»)  +  11-229 

Q,* (»)/■'  («+<»)  -  2.103 

O,'  (»)/"(» +  •'»)  —  0.037 

V  (»)/"(<•+•'»)  o 


ffi 


Sg      I98644.66l 

nSu  —  2670.354 
1S73  J«-  « 

\f[t)dP  =  —  201315.01 


•f{o  +  iw)  +  26581.170 
Oi1  («)/'  (o+*w)  4-  122.726 
Qj«  («)/»"(«  +  •»]  —  0.233 

<k*{*)f  («+»*]  —       0.117 

QaT(n)/¥"(<*4-»'w)  —  0007 

Su  +  26703.539 


welches  Resultat  durch  die  obige  Integraltafel  leicht  bestätigt  werden  kann. 

Für  1873  Jan.  9  muss   die   zweite  Formel  G„)   (pag.  59)   in  Anwendung  ge- 
bracht werden  und  es  ist  m  =  +  0.10  zu  setzen: 

d  o  2  .46  8 

f*{a+{i+$)ic)  -I-  1004.840  -f-  495-°75  —  9'-73°  +  4- 565  +  8.465 
log/d(a-r-[*-r-4]«'}  3°o2°97  2-694671-  i»96a5  0.6594  0.9276 
log  Pjd  (m) 8,564371       7-9'557Q         7_s?5g4       6-5973       5»9533 


d 

, 

3 

5                7 

/'(«+[.-+«») 

3.244386          1 

3128 

1.5911        1.1452 

logiVM 

8. 636822         7.4800 

6- 5877       5.7862 

»/I«+Ii+(I»I 

. 

19I*-SS5 

'/(«-Hi-t-ü"-)      =  +26517.610 

1V(»)/     («+[■•+««■) 

— 

J6.844 

1YM/'  (.  +  [(-H]io)     --       76. =69 

iyirt/n    [a+l.'-H]«.] 

+ 

4.o^ 

l¥W"(«-H>+il«l    --       "■<*' 

Wim)/"    (■+[.-+«■) 

+ 

o..6j 

jyw/' ("+[i'+li»)    -  +      •••« 

«•(»)/"    [•  +  [•  +  {]») 

+ 

o.ooi 

<VU/"ll<+[i+il»>     -  +         =...1 

W(«1/™"  (■+!•+ IM 

S.       +  26441.495 

*. 

—  » 

194s. 159 

«5, 

+ 

»644-149 

xr« 


JfWdP      .=  -   109J01.01 
Die  directe.  Interpolation  bestätigt  dieses  Resultat. 
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Weitere  Beispiele  zur  Erläuterung  der  Anwendung  der  Qr  und  P-Tafeln  zur 
Berechnung  der  Doppelintegrale  erscheinen  wohl  nicht  nöthig  und  ich  gehe  daher 
auf  die  Anwendung  der  Formeln  über,  welche  zur  Bestimmung  der  Anfangsconstante 
der  2***  summirten  Reihe  dienen,  nachdem  über  die  Anfangsconstante  der  i**u  sura- 
mirten  Reihe  bereits  früher  Beispiele  durchgeführt  wurden.  Der  Rechnung  lege  ich 
das  schon  auf  pag.  47  angesetzte  Beispiel  zu  Grunde.  Es  soll  die  Anfangsconstante 
der  2U*  summirten  Reihe  für  verschiedene  Zeitgrenzen  so  bestimmt  werden,  daus  das 
Integral  für  diese  Datum  (untere  Grenzen}  verschwindet. 

Als  erstes  Beispiel  wähle  ich  für  die  untere  Grenze  das  Datum  1873  Dec.  31 
und  knüpfe  daran  die  Bedingung,  dass  das  Doppeliutegral  für  diese  Grenze  ver- 
schwindet. Die  Formel  A»)  (pag.  53)  gibt  für  "/{a},  welcher  Werth  auf  die  Zeile 
1874  Jan.  20  zu  setzen  ist: 

H ~~         /(*—*>)  =  —  o'.'i  532,1 

-  "jär    \zf"  'a~w^   +    f"  W]    =  -  00028,8 
+  &  fiTt«-»!  +  */"(«)]    =-0.000,,. 
'/(«)  =  -  o'.',56i  ; 
soll  aber  das  Doppelintegral  für  1874  Jan.  20  verschwinden,  so  gibt  die  Formel  Ba] 
(pag.  53)  für  "f(a),  welcher  Werth  wieder  auf  die  Zeile  1874  Jan.  20  zu  setzen  ist: 

£-/    [«)    =  +  o"o886,6 

+  "i"  f  {a)    =  +  000°5.8 


60480  J 


"f(a)  =  ■+-  ö!'o8q2 
Setzt  man  nun  die  so  ermittelten  Anfangsconstanten  als  Anfangswerth  in  die 
zweite  summirte  Reihe  und  ebenso  die  zugehörigen  auf  pag.  47  ermittelten  Werthe  für 
die  erste  summirte  Reihe,  bildet  das  Summationsschema  für  jeden  Fall  und  berechnet 
dann  nach  den  Formeln  A„)  und  B„)  (pag.  53)  den  Werth  der  Integrale  für  die  zwei 
Grenzen,  so  wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  in  der  That  die  Werthe  dieser  Inte- 
grale für  die  angesetzten  Grenzen  Null  werden,  welche  Controle  für  die  Richtigkeit  der 
Bestimmung  der  Anfangsconstanten  stets  vorgenommen  werden  kann.  Man  wird 
für  den  ersten  Fall  (1873  Dec.  31),  indem  ich  nur  die  Argumentwerthe  und  die  da- 
durch gebildete  Summations  reihe  anführe  und  mich  wegen  der  Difierenzwerthe  auf 
die  pag.  47  mitgetheilten  Zahlen  beziehe,  und,  um  überdies  die  Stellung  der  An- 
fangsconstanten hervorzuheben,  dieselben  in  eckige  Klammern  setze,  erhalten: 
■/■  /  / 

1873  Nov.     1    —  3"6i39  —  5"8? « 4 

+  3.5074 
»      Dec.    11    —  0.0465  —  3-6771 

[—  0.1097] 
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■y 

•/ 

/ 

t8;4  Jan- 

20  [. 

-  0.1 56i] 

..1736 

-  1.0639 

März      1    —  1.3298  -4-  1.6877 

Man  findfit  dann  durch  Anwendung  der  Formel  A,)  (pag.  35)  für  das   einfache  In- 
tegral für  die  Grenze   187-3  Dec.  31 : 

/(o +  [»'+«  »).=  -  0.1097 
+  ~ -/'  («+[•+*]■]    =  +  0.1088,8 
■  0.0008,3 


ff{l)äl  =        o'oooc 

für  das  Eoppelintegi'al  nach  A„)    (pag.  53) : 

"/    (»+l'-H)«j  =  -  o"ioi3,5 
k~f"  («+l*'+H")  =  +  °-°987.7 

+  ~/"  («+[<-HM  =  +  0.0024,6 

-  sSs/"  (■  +  [•'+«")  =  +  o-ocx.1,1 


0.0000 


so   dass    in   der  That   die  Anfangswerthe    der   suramirtcn    Reihen    als   richtig    er- 
wiesen sind.. 

Für   das   Datum    1874  Jan.  20  wird   mit  Rücksicht  auf  die   obigen  Wertlie 
(pag.  47  u.  63)  das  folgende  Sunnnationsschema  sich  ergehen: 

"/•ff 

1872  Novhr.     1    —  5''io83  —  5^8714 

+  4^4373 
n      Decbr.    II      —  0.6710  —  3.6771 

[~|-  0.7602] 
1874  Jan.        20    [+  0.0892]  —    10639 

—  0.3037 
n     März        1     —  0.2145  +  1.6877 

Mittelst  der  Formel  B,)  pag.  35  findet  man: 

:/>  +  .'»)  =  4-  0'.'2282-5 

k~f    (•+•'")      =  —  0.2235,3 

-/"■{«  +  •»)      =  —  0.0044,4 


710 

■f*  [a+iw]      =  —  0.0002,4 


'9' 

604B' 


»497 
'  jfi»B8o 


f"{a-\-iw)      =  —  0.0000,3 

.S7JJ* 
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und  durch  Anwendung  der  Formel  B„}  (pag.  53}  : 

"/(a  +  itc)  =  -f-  o"o8o.2,o 

H ^— /  {*+*»)  =  —  0.0886,6 

— J^-f"  ("+•*>)    =  -  o.ooo5)8 
+  -djtof"  («+*'«)    =  —  0.0000,1 

.BjjJ.m.» 

yj/w  «f      —   o"«»o 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  Formeln  H„}  (pag.  59)  endlich  soll  die  An- 
fangsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  und  doppelte  Integral  für  die 
Grenze  1874  Jan.  10  verschwindet;  die  Bestimmung  der  Anfangsconstante  '/ (« — \w) 
ist  bereits  dieser  Bedingung  gemäss  auf  pag.  48  durchgeführt  und  es  erübrigt  nur 
die  Bestimmung  von  "f  (»}.  Man  erhält  hierfür  nach  77,,}  (pag.  59),  indem  man 
beachtet,  dass  beide  Formeln  mit  gleicher  Berechtigung  in  Anwendung  gezogen  werden 
können,  zuerst,  wenn  man  n  =  —  0.25  setzt: 

d  o  2  3 

log/^fa)  o„026aoi        o.  141 14        8n2923 

logQad(")        9.059121         7n6o248         6.6984 


d 

1 

3 

5 

7 

/"[«) 

•4-   2. 6824O 

—  0.  29030 

■4-  0.07710 

—  0.03880 

log./» 

O.428524 

9n40285 

8.8871 

8,589 

log  <V(») 

8(1862827 

8.13271 

7»450I 

6.789 

*'(»)/    (•)    --tfl  2.9,1 
Ö2!W/"   (»)    =  -  0.0005,5 

<V  [»)/"(-)   =  -  0.0000,1 

s,  =.—  o:'i  224,7 

»5„  =  +  0.0806,3 


•/["- 

-l»)+l/    («)  =  —  o""227,5 

öi'W/'   («)  =  —  0.1955,9 

<SV  (»)/'"  («)  =  -  0.0039,4 

*■(»)/•  («)  --0.0002,2 

Qj'  (n)/*"(o)  =  —  0.0000,2 

£„  =  —  0.3225,2 

"f{a)  =  +  0^0418 
Durch  Benützung  der  zweiten  Formel  (m  =  +  0.25)  findet  sich  : 
i  O  2  4 

/*(o— l»)  —  2.37050      +0.27865      —0.05695 
log/M«— |w)        0,374840  9.44506  8,7555 

log  Pt*  («1)  8,017729  7.70848  7,0783 


log/1!«— i») 

logJVM 


0.417173 
8.  716699 


9*14793 
7,52542 


8-8733 
6. 6274 
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fYM»)/    [«— iw)     =  +  o."o246,9  /    (a— i»)  =  +  0?40g2,0  (p.  48) 

P,»M/"  («— 1»)     =  +  0.0014,2  P,'{m)f    (o-Jt»)  =+0.1361,0 

P.'M/"  l»-t«>)    =  +  0.0000,7  JVM/"'!«-!»)  =  +  0.0009,4 


Ä„    =  +  o?036i,8     -PiM"»}/' 

(0  —  J«j)     =  -+-  0.0000,3 

m^i,    =  +  0.1365,7 
>>f[a  —  $w)    =  _  0:1627,5 
]ffa  —  £w)     =  +  0.2046,0 

Ä„    =  4-  0^5462,7 

•y(a)    =  +  0^0418  , 
mit  dein  obigen  Werthe  völlig  übereinstimmend. 

Das  Summationsschema  wird  also,  mit  Weglassung  der  Differenz  werthe : 


„f         ,f 

/ 

1873  Nov.  1 

—  4-'4537 

+  4^0863 

-  5"87M 

>     Dec.   11 

—  0.3674 

[+  0.4092) 

-  36771 

1874  Jan.  20 

[+  0.0418] 

—  0.6547 

-  1.0639 

n     März  1 

—  0.6129                             +   '-6877 

nun    nach  den  Formeln  G,)  und  G„)    (pag. 

42,  59)   die  Wertoe   der 

Integrale  für  1874  Jan.  10,  so  überzeugt  man   sich   leicht,    daes   das   einfache   und 
doppelte  Integral  in  der  That  für  die  angesetzte  Grenze  verschwindet. 


Anhang. 


Es  wird  sich  bei  der  Ermittelung  der  speciellen  Stöningswerthe  häufig  der 
Fall  ereignen,  dass  man  den  Werth  eines  einfachen  oder  doppelten  Integrales  kennen 
muss,  der  die  Grenzen  der  durch  die  vorausgehenden  Rechnungen  erhaltenen  Stö- 
ningswerthe überschreitet;  es  ist  klar,  dass  eine  genaue  Annahme  in  diesem  Falle 
nicht  gemacht  werden  kann,  doch  genügen  in  den  meisten  Fällen  ganz  beiläufige 
Näherungen.  Wie  die  letzteren  erhalten  werden  können,  ist  der  Gegenstand  der 
folgenden  Auseinandersetzungen. 

Sei  fd  (m)  irgend  ein  Differenzwerth  der  d"n  Differenzreihe,  so  wird  der  diesem 
Werthe  in  der  Richtung  der  Fortschreitung  folgende  Werth  sein : 

/(»+.)=/(»)  +/?»-«  +/£-■)  +/(S-«  + , 

welcher  Ausdruck  völlig  bekannte  Differenzwerthe  enthält,  und  eine  genügende  An- 
näherung erreichen  lässt,  da  ja  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Berechnung  der  vorge- 
legten Funkdon  innerhalb  hinreichend  enger  Intervalle  ausgeführt,  oder  allgemein, 
dass  die  Funktion  nach  Potenzen  des  Argumentes  entwickelt  ist. 

Wollte  man  die  Rechnung  rückwärts  fortsetzen,  so  wird  man,  sich  auf  be- 
kannte Differenzwerthe  beschränkend,  haben : 

t  d  <!+,  i+i  d+i 

f[m  —  i)~f[m)—f{m  +  \)+f(m+i)-fff*  +  i)   +    .... 
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Indem  man  auf  das  Intervall/  [tn± 2),  wo  das  Zeichen  je  nach  der  Richtung  des 
Fortschreitens  zu  nehmen  ist,  übergeht,  hat  man  vorerst  für  das  obere  Zeichen : 

*  *  d+i  d+l  d+3 

/(»  +  2}»/(m+i)-h/>  +  i)+/H+/(m-D   ... 
wo  jetzt  rechter  Hand  noch  unbekannte  Differenzwerthe  vorkommen.     Man  beachtet, 
das*  ist: 

i  4  4+t  d+»  d+3 

/(».+  .)  =/W+/(i»-4)+/(m-i) +/(m-|)+  .... 

/>+«  =        /1Ü-«  +/£-■)  +/1S-«  +  . .  a 

/H       =  /{<•-■) +/(»-!)+  ..... 

*+3  lM-3 

und  findet  daher  leicht: 

}(m  +  2)  =/(m)  +  2f{m -  fl  +  i/fc - ')  +  */fc -})  +  ■•. 
und  für  die  Fortsetzung  der  Funktionswerthe  nach  rückwärts: 

4  4  d+I  <I+a  rf+3 

oder  allgemein  zum  Uebergang  auf  einen  beliebigen  Differenzwerth : 

welches  Resultat  übrigens  sofort  aus  der  New  ton' scheu  Interpolationsformel  erhalten 
werden  kann.  Mit  Hilfe  dieser  Formel  wird  man  sich  also  ohne  Schwierigkeit  die 
im  Differenzschema  noch  fehlenden  Differenzwerthe  direct  bilden  können.  Ich  ziehe 
dieses  Verfahren  dem  sonst  üblichen  vor,  die  Differenzen  mit  Rücksicht  auf  den 
Gang  der  Funktion  im  Voraus  zu  bilden. 

Ein  specieller  Fall,  der  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  in  Be- 
tracht kommt,  lässt  sich  direct  noch  etwas  einfacher  erledigen,  indem  man  unmittel- 
bar zur  Kenntniss  des  geforderten  Integralwerthes  gelangt. 

Es  sei  die  Rechnung  bis  zu  dem  Intervalle  (a  +  iv>)  vorgeschritten  und  es 
wird  das  einfache  Integral  der  vorgelegten  Funktion  für  das  Argument  (a-|  ■  [»"+  i]w) 
gefordert.     Man  hat  hierfür  zunächst  die  Formel: 

ff(F)dt=  w\?(a+[i+  ,]«!}_i/.(a+[t  +  i]w)+~/'">+L«+i]»)-....  ) 

Läset  man,  was  völlig  gestattet  ist,  in  diesem  Falle  die  aus  den  dritten  Differenzen 
resultirende  Correction  des  Integrales  weg  und  beachtet,  das«  ist,  indem  wir  mit  im 
Differenzschema  wirklich  vorkommenden  Grossen  zu  thun  haben : 

•f{a+  [.•+!]«)  =  */(«  +  [••  +  «»)  +  *y>+[<+lH 

/'(«+(•+■]»)  =  }/.(«+[••+«»)  +  !/'(«+  [•+««) , 

so    erhält   man   leicht  nach  (1),    da  ]f  (a +  [»,+!]»)    schon   durch   die   Summation 
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selbst  gegeben  ist,  die  vorkommenden  Funktionswerthe  durch  bekannte  Zahlen  aus- 
drückend : 

/(«  +  [•'+«»)  =!/>+[•■+«»)  +  /(«+>»)  +/■(«+[•'-«»)  + 

+  /"(«+[•'-■]»)+•■■■ 
/■(«+[•■+««)  =/'(«+[■'-«»!  +/"(«+[•■->]»)  +/»(• +(.•-!]»)  +  .. .. 
/■(■+['+«»)=/■(«+[•'-«»)  +  V(«+  [•'-']»)  +  !/"(«+  [•■-««)+.... 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Integraliormel  ein,  so  findet  man : 

/>(*] <«  =  «.  {  /(«+[.-+«»)  +  j/  („+;,,)  J  + 

+  5  {  ">/■(«+[< -tH  +9/" (.+  [.- (H  +»/"(«+  [''-JH  + 

+  7/"(«+[''-»l») +■■••}  («) 

Würde    man   dieses  Verfahren  für  die  Fortsetzung  der  Rechnung  nach   rückwärts 
benützen,  so  erhielte  man: 
•+<*-.}■ 

+  ~{  iof{a+[i+i)w)  -9/» (a+[i+t]w)  +  8/™  {«  +  [•  + 1]«)  - 

welche  Formeln  in   der  Anwendung  wegen   der  einfachen  Zahlencoefflcienten   Vor- 
theile  bieten. 
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Ermittlung  der  speziellen  Störungen. 


§  1.    Allgemeines  und  Entwicklung  der  Grundglelchungen. 

Die  Methoden  der  Bahnbestimmung,  die  im  ersten  Bande  vorgetragen  wurden, 
haben  die  störende  Wirkung  der  Planeten  auf  die  Bewegung  des  in  Betracht 
kommenden  Himmelskörper!»  nicht  berücksichtigt;  der  Einfluss  dieser  letzteren  wird 
jedoch,  wenn  man  die  Bewegung  desselben  durch  eine  längere  Zeit  verfolgt,  sehr 
merklich,  und  kann  dann  ohne  Nachtheil  für  die  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung 
nicht  übergangen  werden.  Die  Berechnung  dieser  störenden  Einwirkung  kann  aber, 
wie  es  in  der  Einleitung  .zum  ersten  Bande  angedeutet  wurde,  nach  zwei  wesent- 
lich verschiedenen  Formen  durchgeführt  werden,  indem  man  einerseits  von  einem 
Punkte  der  Bahn  ausgehend,  an  dem  der  Ort  und  die  Bewegung  [gleiche  Tangente) 
in  der  gestörten  und  ungestörten  Bahn  identisch  sind,  die  Störungen  Schritt  für 
Schritt  verfolgt  und  deren  Anwachsen  successive  berechnet;  man  nennt  diese  Art 
der  Berechnung  die  Methode  der  speciellen  Störungen,  und  diejenigen  Elemente, 
die  für  einen  gegebenen  Augenblick  den  Ort  und  die  Bewegung  des  Himmels- 
körpers identisch  mit  der  gestörten  finden  lassen,  die  osculirenden  Elemente.  An- 
dererseits kann  man  aber  die  Zeit  unbestimmt  lassen,  indem  man  die  in  Betracht 
kommenden  Störunge  wer  the  als  Funktionen  der  unbestimmt  gelassenen  Zeit  dar- 
stellt. Die  Ermittlung  der  Coefficienten  dieser  Funktionen  stösst  aber  in  der  Regel, 
wenn  die  Excentricitaten  und  Neigungen  der  Bahnen  nicht  klein  sind,  auf  ganz 
erhebliche  Schwierigkeiten  und  deren  Ermittlung  ist  nach  den  bisherigen  Methoden 
sehr  zeitraubend  und  kann  bisweilen  in  Folge  des  Anwachsens  der  Rectmungs- 
operationen  zu  einem  übermässigen  Umfange,  als  nahezu  unausführbar  bezeichnet 
werden.  Jedoch  bietet  diese  Methode  in  ihrer  Anwendung  auf  die  grossen  Planeten, 
wo  es  sich  darum  handelt,  die  Störungen  durch  Jahrhunderte  zu  verfolgen,  ganz 
wesentliche  Vortheile  und  gewährt  manchen  Einblick  in  den  Mechanismus  des 
Sonnensystems,  der  bei  der  Anwendung  der  speciellen  Störungen  nicht  möglich 
wäre.  Da  aber  für  die  nächsten  Zwecke  des  vorliegenden  Lehrbuches  die  Aus- 
einandersetzung der  speciellen  Störungen  genügt,  so  werde  ich  mich  hier  auf  die- 
selbe beschränken. 
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Auf  pag.  40  des  ersten  Bandes  wurden  die  Kräfte,    mit  der   die  Sonne  und 
der  in  Betracht  kommende  Himmelskörper  auf  einander  wirken,  gefunden: 

X„. i.  (,+„)£ 

T„  =  -  *>  (1  +  »)  i 

Z„  =  -*>('+»>>^ 
wobei  gesetzt  ist; 

r*  =?  ä>  +  y*  +  *'  , 

überdiess  stellt  m  die  Masse  des  Himmelskörpers  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  und  k 
die  bekannte  Constante  des  Sonnensystems  vor. 

Tritt  nun  ein  dritter  Körper  hinzu,  dessen  Coordinaten  xt ,  y, ,  zx  sind ,  und 
dessen   Masse  m,    in  Einheiten   der  Sonnenmasse  ist,    so   wird  die  Wirkung  dieses 
störenden  Planeten  in  der . Entfernung  g  und  in  der  Zeiteinheit  sein: 
int, 

-jT  ' 

wobei  $  berechnet  wird  nach: 

e1-  [«1  —  «)»  + (y,  ->)'  +  (*■  —  ■)»■ 

Zerlegt  man  die  eben  hingeschriebene  G  es  ammt  Wirkung  nach  den  Co  ordinalen  - 
Achsen  und  bedenkt,  dass  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Linie  q  mit  den  drei 
Achsen  einschUesst,  der  Reihe  nach  durch: 


dargestellt  werden,  so  erhält  man  die  Kräfte,  die  der  störende  Planet  auf  den  ge- 
störten Himmelskörper  direct  ausübt,  für  die  drei  Achsen 

*>»,4=^,*««,B^*,*««,a=i. 

Doch  muss  noch  eine  weitere  indirecte  Einwirkung  berücksichtigt  werden;  da  die 
Bewegung  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  bezogen 
wird,  so  muss  man  noch  die  Kräfte  in  Rechnung  ziehen,  welche  der  störende  Planet 
auf  die  Sonne  aueübt.  Bezeichnet  man  mit  rt  die  heliocentrische  Entfernung  des- 
selben, also  seinen  Radiusvector,  so  ist: 

und  die  die  Sonne  bewegenden  Kräfte  Bind: 

die  naturgemäss  von  den  obigen  in  Abzug  gebracht  werden  müssen,  um  die  relative 
Bewegung  gegen  das  Sonnencentrum  zu  erhalten;  hiermit  wird  also  als  das  Re- 
sultat der  Einwirkung  des  störenden  Planeten  zu  setzen  sein: 
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Würde  man  weitere  störende  Planeten  berücksichtigen,  so  ist  es  klar,  dasn  ganz 
ähnliche  Ausdrücke  für  die  Kräfte 'entstehen,  die  sich  nur  dadurch  unterscheiden, 
das»  die  entsprechend  abgeänderten  Massen  und  Coordinaten  in  Rechnung  zu  ziehen 
sind ;  man  wird  also  erhalten : 

und  da : 

ist,  so  erhält  man  als  Grundgleichungen  der  gesammten  Störungstheorie ; 
%  +  *■>  (■  +»)   -J  =  2*'  «,  {^-  ,f } 
.  £ +  *(,+■)£_.»*..,,  {a^_§} 

^  +  ,.(l+„)^.=Ji.Ml|^:_A}  , 

welche  man  jedoch,  in  Anbetracht,  dass  die  Massen  derjenigen  Himmelskörper,  auf 
die  die  Störungsrechnung  nach  der  hier  vorgetragenen  Methode  zur  Anwendung 
kommt,  stets  der  Null  gleichgesetzt  werden  dürfen,  in  der  folgenden  einfacheren 
Form  schreiben  kann: 
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Vergleicht  man  diese  Grundgleichungen  der  Störungstheorie  mit  jenen,  welche  für 
das  Problem  zweier  Körper  gelten  {Band  I  pag.  40  (i)j,  so  findet  man  linker  Hand 
vom  Gleichheitszeichen  eine  völlige  Uebereinetimmung ,  rechter  Hand  aber  steht 
anstatt  der  Null  die  Summe  der  störenden  Kräfte.  Je  kleiner  aber  die  störenden 
Massen  ml  sind,  um  so  mehr  wird  sich  der  Ausdruck  rechter  Hand  der  Null  an- 
nähern, und  da  die  Massen  der  Planeten  in  Theilen  der  Sonnenmasse  genommen 
kleine  Grössen  sind,  so  wird  diese  Ueberlegung  sofort  den  Sohluss  erlauben,  dass 
in  der  That  in  der  ersten  Annäherung  die  Störungen  vernachlässigt  werden  können, 
ohne  dass  das  erlangte  Resultat  allzusehr  von  der  Wahrheit  abweichen  würde.  Man 
wird  jedoch  hierbei  noch  in  Erwägung  ziehen  müssen ,  dass  die  Ausdrücke  rechter 
Hand  selbst  bei  der  Kleinheit  der  Massen  bedeutende  Werthe  erlangen  können, 
wenn  die  Nenner  q  und  rt  sehr  klein  werden ;  die  Kleinheit  von  r,  hat  vorerst  keine 
Bedeutung  in  unserem  Sonnensystem,  wohl  aber  kann  besonders  für  Kometenbahnen 
unter  Umständen  q  ganz  ausserordentlich  klein  werden;  in  der  That  findet  man 
Beispiele,  wo  Kometehbahnen  durch  die  störende  Ginwirkung  der  Planeten  total 
geändert  wurden ;  es  ist  sogar  einigermasBen  wahrscheinlich ,  dass  die  Kometen 
von  kurzer  Umlaufszeit  ihre  stark  von  der  Parabel  abweichenden  Bahnen  hier- 
durch erhalten  haben.  Die  für  die  Kometen'  gemachte  Bemerkung  gilt  ebenfalls 
für  die  Trabanten ,  bei  denen  in  Folge  der  Kleinheit  von  f>  nicht  einmal  die  Dif- 
ferentialgleichung für  die  ungestörte  Bewegung  um  die  Sonne  eine  Näherung  ab- 
gehen würde,  und  man  bei  Weitem  brauchbarere  Näherungen  erhalt,  wenn  man  die 
Gleichungen  so  umsetzt,  dass  die  Sonne  als  störender  Körper  auftritt ,  dessen  Ein 
Anas  in  der  ersten  Näherung  übergangen  werden  kann. 

Die  Gleichungen  1  (pag.  71)  lassen  sofort  erkennen,  dass  man  dieselben  in  zwei 
wesentlich  Verschiedenen  Formen  für  die  Rechnung  benützen  kann;  einerseits  wird 
man  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  berechnen  können,  wobei  die  Wahl 
der  Coordinaten  noch  dem  Ermessen  überlassen  bleibt,  andererseits  weiss  man,  dass 
die  obigen  drei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  falls  keine  Störungen  vor- 
handen sind,  sechs  Constanten,  die  Elemente,  enthalten,  durch  deren  entsprechende 
Variation  offenbar  erreicht  werden  kann,  dass  den  Störungsgleichungen  genügt  wird. 
Beide  Arten  der  LöBung  sollen  im.  Folgenden  auseinandergesetzt  und  vorerst  die 
Störung  in  den  Coordinaten  entwickelt  werden,  wobei  die  zwei  Hauptmethoden  in 
Betracht  kommen,  je  nachdem  man  die  rechtwinkligen  oder  die  polaren  Coordinaten 
wählt. 


A),  Encke's  Methode  der  Beraohnnng  der  apeoiüUen  Störungen. 
§  2.   Transformation  der  Grundglelchungen. 
Encke's  Methode  der  Störungsrechnung  beruht  auf 'der  unmittelbaren  Ver- 
wendung der  obigen  Störungsgleichungen;  dieselbe  wurde  durch  Encke  unabhängig 
von    liond    aufgefunden;     wiewohl    Bond   in    der   Auffindung   der   Methode    das 
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Prioritätsrecht  unbezweifelt  in  Anspruch  nehmen  kann,  so  geben  doch  die  lichtvolle 
Darstellung  der  Methode,  die  vorgenommenen  zweckentsprechenden  Transformationen 
und  die  glückliche  Anwendung  Encke  das  unbestrittene  Verdienst,  dieselbe  der 
Praxis  zugeführt  zu  haben ;  man  kann  daher  diese  Methode  in  der  gegenwärtigen 
Form  wohl  an  Encke's  Namen  knüpfen. 

Encke's  Methode  ermittelt  die  Störungen  in  den  rechtwinkligen  Koordi- 
naten.  Bezeichnet  man  die  ungestörten,  auf  ein  fixes  in  den  Sonnenmittelpunkt  als 
Anfangspunkt  gelegtes  Koordinatensystem  bezogenen,  Koordinaten  mit  x0,  y0,  z0. 
die  Störungen  in  den  einzelnen  Koordinaten  mit  §,  17,  t,  so  sind  die  tatsächlich 
stattfindenden,  also  gestörten,  Koordinaten  x,  y,  z  dargestellt  durch  : 

*  —  *o  +  I 

y  =  y0  +  v 

*=*„  +  £ 
Die  zweimalige  Differentiation  dieser  Gleichungen  nach  der  Zeit  giebt: 


iPx0 

J*y 

<py0 

d*z     ___    <fl*o     <Pj  I 

dt*       ~IW  ~  dfi     i 
Bezeichnet  man  mit  ru  den  ungestörten  Radiusvector,  so  ist 

V  =  V  +  y«2  +  V  , 

und  nach   Band  1  pag.  40   hat   man  für  die  ungestörte  Bewegung  die  Differential- 
gleichungen : 

v  —  *(■+•)  3 

£— *!■+■>* 
**=_*>(,+,.).£; 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (2)  und  führt  in  denselben 
für  die  zweiten  Differentialquotienten  der  gestörten  Koordinaten  die  auf  nag.  71 
gefundenen  Gleichungen  ein ,  so  findet  man  sofort  die  Encke'  sehen  Grund- 
gleichungen : 


Die  Berechnung   der  ersten  Glieder  rechte  vom  Gleichheitszeichen  bietet  im 
Allgemeinen  wenig  Schwierigkeit,  doch  sowohl  in  diesen  Gliedern,  als  auch  in  den 
zweiten  sind  die  StÖrungswerthe  £,,   »;,   £,  also  jene  Werthe  selbst  enthalten,  die  mau 
Oppnlirr.  hkBknUnnniftB.  II.  10 
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zu  bestimmen  sucht;  doch  ist  es  wesentlich  zu  bemerken,  dass  in  den  ersten  Glie- 
dern wegen  des  Factors  m,  die  Substitution  x0,  y0,  z0  für  *,  y,  z  erlaubt  erscheint, 
ohne  dass  man  mehr  als  Glieder  zweiter  Ordnung  vernachlässigt.  Man  kann  dem- 
nach diese  ersten  Glieder,  wenn  man  die  Störungswcrthe  zweiter  Ordnung  über- 
gehen will,  direct  berechnen,  und  bezeichnet  dieselben  deshalb  als  die  directen 
Glieder;  später  wird  aber  geeeigt  werden,  wie  man  in  diesen  directen  Gliedern 
auch  die  Störungswcrthe  zweiter  nnd  höherer  Ordnung  ohne  Mühe  aufnehmen  kann. 
Eine  wesentliche  Schwierigkeit  bieten  aber  die  zweiten  Glieder ;  vorerst  stehen 
dieselben  in  einer  Form,  die  eine  genaue  Berechnung  ohne  Anwendung  sehr  grosser 
Tafeln  nicht  gestattet,  und  ferner  bedarf  man  zu  ihrer  Ermittlung  einer  verhältniss- 
mässig  genauen  Kenntnis«  der  Störungswerthe ;  da  diese  Glieder  in  Folge  des  letz- 
teren Umstand  es  nur  durch  eine  indirecte  Rechnung  erlangt  werden  können,  bezeichnet 
man  dieselben  als  die  indirecten  Glieder. 

Der  erstere  oben  angeführte  Nachtheil   kann  leicht  genug  behoben  werden; 
man  kann  nämlich  leicht  finden,  dass  ist: 


"»    '-* 


und  es  ist  dadurch  zunächst  der  Yorthcil  erreicht,  dass  für  alle  drei  Coordinaten 
das  schwierig  zu  berechnende  Glied  auf  den  allen  drei  gemeinsamen  Ausdruck : 
i X- ,  reducirt  erscheint. 

Es  ist  offenbar: 

r*  =  (*  +  f)1  +  (ft  +  >j)2  +(zo  +  £*  -. 
also  auch : 

r*  =  r0i  +  (2x0  +  D  |  +  (■*  +  t,)  9  +  (>%  +.  p  C  . 
nnd  man  wird  daher  schreiben  können : 

5  =  '  +  üM1**  +  *fl*+fN  +  *»f  +  h  +  iOCj  —  i+«f, 

wobei  q  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der  Störungen  sein  wird  und  bestimmt  er- 
scheint durch  die  Relation : 

*  roi  •  3) 

es  wird  also  : 

^■-(i  +  i»)-1 

sein,  oder  wenn  man  nach  Potenzen  von  q  entwickelt,  so  findet  sich  sofort: 

.  iL» ...  _■_ 


-3J+-H»' 
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Setzt  man  demnach: 


so  wird  sich  /  leicht  mit  Hilfe  des  Argumentes  q  berechnen  lassen.  Indem  ich 
vorerst  nicht  darauf  eingehe,  wie  die  Berechnung  dieser  Tafel  durchgeführt  werden 
kann,  bemerke  ich  nur,  dass  die  Tafel  XI  mit  dem  Werthe  q  als  Argument 
log  f  unmittelbar  ergibt;  als  Grenzwerthe  für  q  sind  — 0.03  und  +0.03  ange- 
nommen, was  für  alle  Fälle,  die  bei  dieser  Methode  eintreten  können,  mehr  als  aus- 
reichend ist.  Die  Tafel  selbst  bedarf  wohl  kaum  einer  näheren  Erläuterung;  die- 
selbe ist  auf  6  Decimalen  beschränkt,  da  diese  Genauigkeit  selbst  bei  den  umfassend- 
sten Störungsrechnungen  genügend  erscheint. 

Man  kann  daher  mit  Rücksicht  auf  (4]  schreiben: 

setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (3)  (pag.  73)  ein  und  nimmt ,  da  die 
Massen  der  Himmelskörper,  die  dieser  Rechnungsmethode  unterworfen  werden,  stets 
unmerklich  sind, 

1»  =  o  , 

an,  so  erhalten  die  Gleichungen  die  folgende  Gestalt: 

3_m, l^-ai  +£|/l—t|     ] 


.*.*»,  «^-fi  +-5-  /»- 


S_»^|a=!_A|+*|/f. 


Ehe  ich  diese  Gleichungen  weiter  für  die  praktische  Anwendung  verwerthe, 
will  ich  dieselben  auf  jene  einfachere  Form  bringen,  die  dieselben  annehmen,  wenn 
man  nur  die  ersten  Potenzen  der  Störungen  mitnehmen  will ;  man  hat  dann  offenbar : 


In  vielen  Fallen  wird  man  mit  diesen  Gleichungen,  die  also  der /-Tafel  nicht 
bedürfen,  eine  genügende  Genauigkeit  erhalten;  doch  iBt  die  Abkürzung  der  Rech- 
nung nicht  allzu  bedeutend  und  es  wird  sich  daher  wühl  empfehlen   in   der  Regel 
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von  den  strengen  Gleichungen  (7)  Gebrauch  zu  machen.  Uebrigens  lassen  sich  für 
den  Fall,  dass  man  nur  die  ersten  Potenzen  der  störenden  Massen  berücksichtigen 
will,  wesentlich  bequemere  Rechnung  räformen  angeben,  auf  die  später  eingegangen  wird. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  ohne  grosse  Schwierigkeit  die  Werthe  der 
/-Tafel  herstellen  kann.  An  sich  würde  schon  die  Anwendung  der  in  (6}  ange- 
gebenen Reihe  nicht  unbequem  sein,  doch  würde  man,  um  die  letzte  Stelle  in  der 
Tafel  XI  sicher  zu  stellen,  einer  zehnteiligen  Rechnung  bedürfen ,  welche  wegen  der 
dabei  nothwendigen  Interpolationen  ziemlich  beschwerlich  ausfallen  würde;  ich  werde 
demnach  die  Rechnungsoperationen  so  transformiren,  dass  man  in  der  zehnteiligen 
Tafel  jede  Interpolation  vermeidet.  Vorerst  will  ich  aber  für  f  die  geschlossene  Form 
hinschreiben,  die  unter  Umständen  mit  Vortheil  benützt  werden  kann. 

Man  erhält  zunächst: 


schreibt  man  nun,  um  die  Form  jf  zu  vermeiden,    die  für  unendlich  kleine  Werthe 
von  q  eintritt: 


Jf=(Vi  +ij-i|  (Vi  +  2j  +  i) 
su  erhält  man: 

lf~l-  <'+'V~J ; ■ 

"      V  +  ■«  -■      i+Vi+i«' 
führt  man  mm  die,  mit  Rücksicht  auf 

{  .  -  { 1+  2 q) -i  }  :  {  VT+Tg  -  1 J  -  i^=Ä  +  — ■ i_  +  _!_ 

geschlossen  mögliche  Division  aus,  und  setzt  der  Kürze  halber: 

a~~VTTTq  ' 

so  ist: 

f  _  «*  +  ■*_+ "' 
J  i  +  «~ 

womit  die  verlangte  Form  erreicht  ist,  welche  in  der  That  eine  bequeme  und  sichere 
Rechnung  gestattet,  aber  für  die  Anwendung  zehnteiliger  Tafeln  beschwerlich  wäre. 
Der  obigen  Reihe  für/  kann  man  aber  sofort  eine  stärkere  Convergenz  ertheilen, 
wenn  man  die  folgende  Transformation  benützt: 

/ — (■  +  »,)-.--'■  +'Sl. 

Die  Entwicklung  gibt : 

f  =  (,  +  ,,)-•  j1  +  1,_^,.  +  ^,._.;iti^  +  i±m.,._...ji 

setzt  man  also  für  den  Klammerausdruck : 

(1  +  f)*  +  R 
so  wird  R  gefunden  durch  die  Vergleichung  der  beiden  Werthe  und  es  ist: 
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»4  ■"       '     16  ■*  118  *       '     76*  *  10*4  *       '     1048  * 

schreibt  mau  also: 


f-(i+»l)-»(i4-j)*(i  +  l»)) 
oder  unter  Anwendung  der  logarithmischen  Reihe: 
log/=  log3  -  ilog  (1  +  *q)  +  41og  (1  +  j)  +  Mod  {  (?)  -  \  (f)t  +  1(^)3 >. 

Das  letzte  Glied  kann  selbst  für  die  Grenzwerthe  von  q  mit  Hilfe  7  stelliger 
Tafeln  auf  1 1  Dezimalstellen  genau  bestimmt  werden,  und  es  erscheint  demnach  die 
Berechnung  der  Werthe  für  log/  mit  Hilfe  zehnteiliger  Tafeln  ohne  jede  Inter- 
polation in   den  letzteren  hergestellt. 

Die  hinten  angehängte  /-Tafel  ist  nach  dieser  Formel  durch  Herrn  F.  Anton 
mit  grosser  Sorgfalt  10  stellig  berechnet  und  ist  daher  völlig  auf  eine  halbe  Einheit 
der  letzten  Stelle  richtig.  Für  einen  Fall  (q  =  +  0.0251)  musste,  um  die  sichere 
Richtigstellung  der  letzten  Decimale  zu  erhalten,  der  Logarithmus  i2Btellig  berechnet 
werden.  In  Nummer  2130  der  astronomischen  Nachrichten  habe  ich  die  Fehler  der 
Fncke' sehen  7  stelligen  Tafel,  die  sich  nach  dieser  Rechnung  ergaben,  mitgetheilt; 
die  daselbst  angeführten  Correctionen  können  daher  benutzt  werden,  falls  das  llc- 
dürfhiss  nach  einer  völlig  correcten  7stelligeu  Tafel  eintreten  sollte. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  die  Gleichungen  (7)  (pag.  75)  der  Stöniugs- 
rechnung  zu  Grunde  legen  kann  und  setze  vorerst  voraus,  dass  die  Störungsrechnung 
bereits  im  Gange  ist ;  die  Vorschriften,  die  man  beim  Beginne  derselben  zu  befolgen 
hat,  werde  ich  später  vornehmen. 

Die  Störungsrechnung  selbst  gibt  die  zweiten  Differentialqu Orienten  der 
Störung« werthe ;  wendet  man  auf  die  durch  die  Rechnung  für  gewisse  fixe  Zeit- 
intervalle festgestellten  Werthe  die  doppelte  Summation  an,  wie  dies  bei  der  mecha- 
nischen Quadratur  ausführlich  erläutert  wurde,  so  gelangt  man  durch  diese  zu  ge- 
näherten Integralwerthen,  die  für  die  Zeit  der  Störungsrechnung  durch  Correktionen, 
die  von  dem  Argumentwerthen  und  deren  geraden  Differenzen  abhängen,  strenge  er- 
halten werden  können.  Man  hat  nämlich  mit  Uebergehung  von  Gliedern,  die  wohl 
nie  merkbares  bewirken  können  nach  B„)  (pag.  53),  w  der  Einheit  gleichsetzend: 
a+ftt 

jff{z)  dz'  =  »/(a+*»)  +  £/(«+•»)  -  —/"  («+••»)  +  ...; 

wäre  der  letzte  Werth  des  21™  Differentialquotienten /(o-f-(t — 1)10)  gefunden  wor- 
den, so  findet  man,  wenn  man  die  Summirung  ausführt,  streng  "/{a+ito} ;  ebenso 
würde,  wenn  die  Rechnung  nach  rückwärts  fortgesetzt  bis  zu/{« — (t — i)h>)  ge- 
langt wäre,  "f\a  —  iw)  erhalten  werden.     Das  Resultat  dieser   Betrachtungen   führt 
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uns  zu  dem  Schlüsse,  ilass  für  das  nächste  Intervall,  für  welches  die  Störungs- 
rechnung  noch  nicht  fortgeführt  erscheint,  durch  die  mechanische  Doppel-Quadratur 
der  doppelt  summirte  Werth  bekannt  ist;  man  hat  demnach  durch  die  Hilfsmittel 
der  mechanischen  Quadratur  bereits  einen  Näherungswerth  für  |,  ij,  '  £,  der  in  die 
Formern  (7)  eingesetzt  einen  schon  sehr  genäherten  Werth  für  den  zu  berechnenden 
zweiten  Differentialquotienten  abgeben  wird ;  ist  einmal  dieser  Werth  ermittelt,  so  wird 
man  denselben  benützen,  um  einen  der  Wahrheit  näher  kommenden  Integral  werth 
der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen  und  die  Operationen  so  lange  fortsetzen,  bis 
keine  Aenderung  der  berechneten  Werthe  eintritt.  Dieses  Verfahren  wäre  aber  sehr 
zeitraubend  und  beschwerlich,  und  man  sieht  sofort  ein,  dass  man  das  Ziel  weit 
rascher  erreichen  kann,  wenn  man  nach  dem  Gange  der  Funktion  ,  etwa  mit  Hilfe 
der  auf  pag.  67  entwickelten  Formeln,  den  zu  erwartenden  zweiten  Differential- 
nuutienten  extrapolirt  und  den  so  erhaltenen  Werth  sofort  zur  (Korrektion  des  doppelt 
summirten  Werthes  benützt.  In  der  That  erreicht  man  dadurch  meist  schon  im  ersten 
Versuche  eine  so  bedeutende  Annäherung,  dass  die  zweite  Rechnung  bereits  die 
genauen  Werthe  ergibt,  ein  Verfahren,  welches  von  Encke  für  diesen  Fall  in  Vor- 
schlag gebracht  und  vielfach  angewendet  wurde.  Dieses  Rechnungsverfahren  ver- 
meidet jedoch  nicht  völlig  die  indirecte  Rechnung,  indem  die  Erfahrung  lehrt,  dass  es, 
wenn  die  Störungen  nur  halbwegs  anwachsen,  eben  unmöglich  wird,  den  zu  erwar- 
tenden Werth  mit  einem  solchen  Grade  der  Sicherheit  zu  bestimmen,  dass  die  Wieder- 
holung der  Rechnung  mit  dem  verbesserten  Werthe  immer  vermieden  werden  könnte. 
Es  lässt  sich  jedoch  eine  Vorschrift  angeben,  die  auch  diesen  Mangel  behebt. 

Das  Glied  —  yhif*'  ia  +  *  w)  ^"ä1  *n  ^er  ßegcl  wenig  merkbares  hinzu,  und 
man  kann  den  Werth  des  Integrales  ohne  Mitnahme  dieses  Gliedes  als  genügend 
genau  ansehen ;  man  kann  dieses  Glied  also  entweder  ganz  übergehen ,  oder  das- 
selbe! was  vorzuziehen  ist,  überschlagswefse  nach  dem  Gange  der  Funktion  in 
Rechnung  ziehen ;  bei  der  Kleinheit  des  Factors,  mit  dem  der  zweite  Differenzwerth 
zu  multipliciren  ist,  wird  die  Unsicherheit  über  den  Gang  der  Funktion,  die  not- 
wendigerweise die  Extrapolation  mit  sich  bringt,  von  keiner  Erheblichkeit  sein  und 
man  kann  daher  die  Behauptung  aufstellen,  dass  das  Glied — ytv,/*  (0  ~r"  * w) 
schon  vor  Beginn  der  Rechnung  des  diesbezüglichen  Störungsintervalles  als  genügend 
genau  bekannt  angesehen  werden  kann. 

Gibt  man  den  Gleichungen  {7)  (pag.  75)  durch  Einfuhren  einiger  Abkür- 
zungen eine  concisere  Form,  indem  man  setzt: 

-'"".JV-?)  =  2™ 

so  wird  geschrieben  werden  können: 
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g  +  »{  =  S[Xj+*/,.r 


in  diesen  Ausdrücken  kann  man  die  Werthe  Iut  die  gestörten  Conrdinaten  des  Pia- 
netten  als  bekannt  voraussetzen  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen;  denn  es 
genügt  für  dieselben  die  Störungen  nur  beiläufig  zu  kennen,  da  die  ('oordinaten 
selbst  durchaus  mit  Grössen  von  deT  Ordnung  der  Störungen  multiplicirt  erscheinen. 
Man  wird  also  mit  Bücksicht  auf  den  Gong  der  Funktionsweise  und  auf  die  Re- 
geln der  mechanischen  Integration  leicht  genügende  Annäherungen  für  dieselben 
erhalten,  die  keiner  Verbesserung  bedürfen.     Setzt  man  nun: 

**,>■="/(»)(«+<«! +*2(r)-i*.  Art  («+<«•]  ") 

%)■="/«)(«+••»)  +  A*(*>  —  iWw (■+<«)    I 

welche  Werthe  als  völlig  bekannt  angesehen  werden  dürfen,  so  ist  mit  Bücksicht 
auf  die  obige  (pag.  77)  für  die  mechanische  Integration  angesetzte  Formel,  wenn  man 
dieselbe  auf  alle  drei  Coordinaten  anwendet  und  statt  des  Doppelintegrales  bezie- 
hungsweise die  Werthe  £,  jj  und  £  schreibt: 

8»(fci  +  AS-*)'+AVf'-A»f       ] 

1  =  *(»>;+  A  %  =  «(«>  +  A  */»y  -  A  '"-  ") 

I  =  «w '+  A  H  =  *(.)  +  A  */»*  -  A  *  i  i      I 

man  findet  also : 

Sli+A*]=«j.)  +  A'/»'  I 

i('+A*)=«(»)  +  A*/«>  [  13) 

SC +A*)  =*<»>  + A*/J«    i       I 

nun  ist  aber  mit  Bücksicht  auf  (5)    (pag.  74): 

V  9  —  (*.  +  i  £)  f  +  (y«  +  i  •?)  1  +  fe  +  i  ö  £  j  m) 

wo  wieder  die  in  den  runden  Klammem  stehenden  Werthe  mit  Bücksicht  auf  den 
Factor  von  der  Ordnung  der  Störungen  als  hinreichend  genau  bekannt  angesehen 
werden  können,  indem  die  Werthe  $  f,  |  ij  und  J  t  durch  Extrapolation  hierfür  mit 
genügender  Schärfe  zu  erhalten  sind.  Führt  man  nun  für  g.  tj  und  £  in  (14) 
die  Werthe  aus  (13)  ein  und  schreibt  der  Kürze  wegen: 


?0  +  ll 

V'ii +  ,',*) 
»+  IC 
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welch«  Werthe  also  wieder  direct  erhalten  werden,  so  wird: 

q  =    *al*i+h8[M)  +  eSte       f  ,5) 

womit  der  Werth  von  g  sofort  direct  gegeben  ist,  sobald  der  Werth  von  f  bekannt 
ist ;  diese  scheinbar  indirecte  Rechnung  wird  aber  durch  den  verbal tnissmässig  ein- 
fachen Gang  der  ^-Funktion  so  erleichtert,  dass  aus  diesem  Umstände  kein  Nach- 
theil für  die  directe  Rechnung  erwächst.  Da  überdiess  der  Nenner  oder  vielmehr 
der  Logarithmus  des  Nemiers  in  (16)  in  Folge  des  kleinen  Factors  —  selbst  bei 
sehr  stark  anwachsenden  Störungen  einen  fast  linearen  Gang  zeigt,  so  scheint  es 
zweckmässig  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  f  nicht  den  Gang  der  vorausgehen- 
den Werthreihe  für  f  zu-  benützen ,  sondern  einfach  den  Werth  des  Nenners  zu 
extrapoliren,  und  den  so  erlangten  Näherungswerth  von  q  als  Argument  für  die  f- 
Tafel  zu  benützen.  In  dem  weiter  unten  folgenden  Beispiele  wird  man  sich  leicht 
überzeugen,  dass  mich  diese  Operation  in  der  That  als  direct  bezeichnet  werden 
kann,  indem  eine  Verbesserung  und  Wiederholung  der  Rechnung  niemals  nötbig 
erscheint. 

Indem  der  Werth  von  q  hiermit  also  durch   ein  directes  Verfahren  bestimmt 
erscheint,  erhält  man  durch  die  Verbindung  der  Gleichungen  (to)  und  (13}  {pag  70,) : 


S-'m+vi-^i 

S(«>  +  A*/j* 

S  =  *<n+*/f»-rT£i 

s<»)  +  A*/J» 

£  =  *iz>  +*/f—  TT& 

«M  +  A '</?  ' 

oder  indem  man  setzt: 
so  wird : 

■  7) 

5  =  1(1-) +4' {/?»-%) 


womit   die  als  direct   zu  bezeichnende   Berechnung  des   geforderten   zweiten   Diffe- 
rentialquotienten erreicht  ist. 

Die  vorausgehenden  Vorschriften  sind  aber  nur  verwendbar,  wenn  die  Stö- 
rungsTechnung  bereits  im  Gange  ist  und  bedürfen  einer  Modifikation ,  wenn  man, 
von  bestimmten  osculirenden  Elementen  ausgehend,  die  Rechnung  beginnt.  Es  Bind 
nämlich  in  diesem  Falle  die  doppelt  summirteu  Werthe  "f  [a-\-iw>)  unbekannt,  die 
der  obigen  Rechnung  als  Grundlage  gedient  haben.  Der  Umstand  aber,  dass  die 
indirecten  Glieder  wegen  des  kleinen  Factors  K  anfänglich  einen  sehr  geringen  Ein- 
fluss  üben,  gestattet  auch  hier,   die  notwendigen  Näheningen  rasch  durchzuführen. 
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Hierbei  mag  bemerkt  werden,  dass  //  mit  der  Grösse  des  gewählten  Zeitintervalles 
anwächst,  weshalb  letzteres  nicht  allzu  gross  angenommen  werden  darf.  Ueber  die 
Grosse  des  anzuwendenden  Intervallen  entscheiden  die  speciellen  Umstände  und  es 
können  hierüber  keine  allgemeinen  Vorschriften  gegeben  werden;  40tägige  Inter- 
valle sind  im  Allgemeinen  bei  der  Berechnung  der  speciellen  Störungen  der  kleinen 
Planeten  ausreichend,  wiewohl  bei  starker  Annäherung  an  Jupiter  dieses  Intervall 
fast  zu  gross  erscheint;  im  Allgemeinen  wirkt  entscheidend  für  die  Wahl  des  Inter- 
vallcs  die  Masse  des  störenden  Körpers,  die  Grösse  der  Annäherung  und  die  Be- 
wegung des  gestörten  Körpers.  Es  kann  daher  z.  B.  hei  Kometen  oft  erwünscht 
sein ,  das  Intervall  im  Verlaufe  der  Rechnung  abzuändern ,  wobei  jedoch  stets 
gehörig  auf  die  richtige  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  zu  achten  ist. 
Man  wird  das  Intervall  demnach  stets  so  zu  wählen  haben,  dass  sich  die  Stö- 
rungen hinreichend  regelmässig  gestalten  und  demnach  die  Sicherheit  der  mecha- 
nischen Quadraturen  nicht  in  Frage  stellen.  Man  wird  also  bei  Beginn  der  Rechnung 
vorerst  die  indirecten  Glieder  der  Null  gleich  setzen,  und  indem  man  zweckmässig 
die  Osculationeepoche  so  wählt,  dass  dieselbe,  in  die  Mitte  eines  Intervalle»  füllt, 
zwei  Orte  vor  und  zwei  Orte  noch  der  Osculationsepoche  rechnen.  Für  diese  Zeit 
wird  man,  ohne  Erhebliches  zu  übergehen,  in  der  Rechnung  der  Wertlie  Jf  (A'j, 
2  (Y),  2  (Z)  die  ungestörten  Coordinaten  anwenden  dürfen,  da  die  Störungen 
zweiter  Ordnung  in  derThat  ganz  unbedeutend  sind.  Indem  man  diese  Werthe  vor- 
erst mit  den  gesuchten  zweiten  Differentialquotienten  identificirt,  wird  man  die  so 
erhaltene  Werthreihe  benützen,  um  die  Anfangscon stauten  für  die  erste  und  zweite 
Summation   (vergl.  pag.   35,   53)  nach  den  Formeln: 

yja-t«)  =_!/■  („-}«,)  +  jjl-/."  („_!«,)  -   ... 

"/(—»)      =       £/(«)  -  jfe  j  2/"  M  +/■(«--)  )+... 

zu  bestimmen,  und  die  Summirung  auf  einem  gesonderten  Blatte  durchführen ;  da- 
durch gelangt  man  zur  Kenntniss  der  Werthe  der  zweiten  summirten  Reihe,  die 
nach  den  obigen  Vorschriften  zur  genaueren  Bestimmung  der  diesbezüglichen  Diffe- 
rential quo  tienten.  verwendet  werden ;  man  erhält  in  der  Regel  schon  dadurch 
hinreichend  genaue  Werthe  für  dieselben;  indess  kann  man,  wenn  man  befürchten 
sollte,  dass  diese  Werthe  keine  völlig  genügenden  Annäherungen  ergeben,  die  Rech- 
nung nochmals  mit  den  so  gefundenen  Werthen  wiederholen.  In  dem  unten  fol- 
genden Beispiele  werden  diese  Vorschriften  ausführlich  besprochen  und  ich  begnüge 
mich  hier  deshalb  mit  diesen  Andeutungen;  ist  aber  einmal  die  Rechnung  im 
Gange,  dann  kann  man  sich  an  die  oben  auseinander  gesetzten  Vorschriften  gleich- 
massig  halten. 
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§  3.    Die  Bestimmung  der  Coordinaten. 

Die  Berechnung  der  Coordinaten  der  störenden  Planeten  kann  meist  ganz 
umgangen  werden,  da  man  dieselben  gesammelt  in  den  Publicationen  der  astrono- 
mischen Gesellschaft  Hand  I  und  VI  findet;  da  dieselben  in  dieser  Sammlung  in 
bestimmten  Zeitinterv allen  fortlaufend  mitgetheilt  sind,  so  wird  es  zweckmässig 
erscheinen,  sich  hei  der  Störangsrechnung  an  diese  Intervalle  zu  halten,  um  jede 
Interpolation  zu  vermeiden.  Jener  Theil  der' Störungen,  der  von  dem  Einflüsse  des 
störenden  Planeten  auf  die  Sonne  herrührt,  ist  in  die  Sammlung  ebenfalls  aufge- 
nommen, wobei  die  daselbst  angeführten  Massen  benutzt  sind,  die  man  dann  für  die 
anderweitigen  Rechnungen  anzuwenden  hat.  Die  Coordinaten  sind  auf  bestimmte 
Aequinoctien  bezogen ;  es  ist  daher  angemessen,  auch  diese  der  Rechnung  zu  Grunde 
zu  legen. 

Es  wird  daher  von  Zeit  zu  Zeit  die  Nothwendigkeit  hervortreten,  die  Stö- 
rungen auf  ein  anderes  Aequinoctium  zu  übertragen ;  indem  ich  aber  diese  Trans- 
formation auf  den  Schhiss  dieses  Paragraphen  verschiebe,  will  ich  hier  die  Methode 
auseinandersetzen,  wie  man  mit  Hilfe  der  astronomischen  Epbemeriden,  speciell 
unter  Berücksichtigung  der  Einrichtungen  des  Berliner  Jahrbuches,  sich  die  Coordi- 
naten des  störenden  Planeten  verschaffen  kann,  da  wohl  hier  und  da  das  Bedürfnis» 
eintreten  kann,  von  den  Angaben,  die  oben  citirt.  wurden,  abzuweichen. 

Die  älteren  Bände  des  Berliner  Jahrbuches  gehen  bis  zum  Jahrgange  1867 
inclusive  die  heliocentrischen  Dingen  X',  Breiten  tf  und  Entfernungen  r,  der  grossen 
Planelen  meist  in  so  engen  Intervallen,  dass  die  Interpolation  für  ein  beliebiges 
Datum  ohne  Mühe  ausgeführt  werden  kann ;  die  polaren  Coordinaten  beziehen  sich 
dabei  auf  das  wahre  Aequinoctium.  In  den  anderen  astronomischen  Epbemeriden 
finden  sich  die  heliocentrischen  Orte  der  grossen  Planeten  in  ähnlicher  Weise  mit- 
getheilt und  man  hat  dieselben  vorerst  auf  das  der  Rechnung  zu  Grunde  liegende 
fixe  mittlere  Aequinoctium  zu  beziehen;  dieses  geschieht  nach  den  Vorschriften, 
die  im  ersten  Bande  pag.  88  auseinandergesetzt  sind;  ich  will  daher  hier  die  End- 
formeln nur  übersichtlich  sammeln. 

Ist  N  die  für  das  betreffende  Datum  geltende  Nutation,  die  ebenfalls  in  den 
Kphemeriden  Aufnahme  findet,  ist  tx  die  Zeit  des  betreffenden  Datums,  ü,  die  Zeit 
der  fixen  Epoche,  auf  welche  sich  das  gewählte  fixe  mittlere  Aequinoctium  be- 
zieht ,  und  setzt  man  die  Differenz  (,  —  t,  =  t  in  Einheiten  des  tropischen  Jahres 
an,  so  ist  die  heliocentrische  Länge  V  und  Breite  fV  in  Bezug  auf  dasselbe  Aequi- 
noctium bestimmt  durch: 

V  =  i'  —  N—  «-{/  +  «' taug/?  cos  (!'  —  W)  } 
A'  =  (T  +  r  n  sin  (*'  —  II)  , 
wobei  für  die  constanten  Werthe  anzunehmen  ist: 

n-i7for  i2M  +  32^47(4^  -|_t]  — 1850) 

st  =  o"47Q5  —  o"ooo  0062  \\  [t}  -{-  tf,]  —  1850  } 
/  =  5o'.'23465  +  o"ooo  2258  {$  [l,  +  t,,]  —  1850}  ; 
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man  wird  hierbei  die  Glieder  zweiter  Ordnung  strenge  berücksichtigen,  wenn  man 
für  l'  und  {?  in  den  letzten  Gliedern  rechter  Hand  die  für  die  Zeit  -  -i-S  geltenden 
Werthe  einsetzt;  für  die  Verhältnisse,  wie  dieselben  durch  die  Planeten  geboten 
werden,  genügt  es  aber,  für  X'  den  Werth 

1'-  50"23  i=4 
einzusetzen  und  für  ß1  den  unveränderten  Werth  anzunehmen. 

Sind  einmal  diese  Grössen  berechnet,  so  finden  steh  die  recht  winkeligen  Cu- 
ordinaten  nach  den  Formeln : 

x,  =  rt  cos  V  cos  ß„' 

y,  =  r,  sin  V  cos  ßa' 

«,  =  r,  sin  ft'  ; 
bei  dieser  Rechnung  wird  man  zweckmässig  sofort  auch  den  störenden  Einfluss  des 
Planeten  auf  die  Sonne  bestimmen  und  somit  zu  rechnen  haben: 

-(*•)•«,  Jy,        -(*«,)>«,-£,       _(*„)«„,   A  , 

wobei  unter  k  die  Constante  des  Sonnensystems,  unter  v>  das  der  Störungsrechnung 
zu  Grunde  liegende  Zeitintervall  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  und  unter 
m,  die  Masse  des  störenden  Planeten  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  verstanden  ist. 

Die  Massen  der  grossen  Planeten  und  die  Producta  \kw\'1 1»,  rinden  sich  unter 
Annahme  des  Werthes  w  =  40  in  der  Tafel  XII  aufgenommen  und  hierbei  ist  vor- 
ausgesetzt, dass  Allen  in  Einheiten  der   siebenten  Decimale  ausgedrückt   erscheint 

Die  Berliner  Jahrbücher  für  1868,  1869  nnd  1870  geben  direct  die  rechtwinkeligen 
Coordinaten  und  die  störenden  Kräfte,  soweit  dieselben  von  dem  Orte  des  gestörten 
Planeten  unabhängig  sind.  Vom  Jahre  1871  an  finden  sich  Angaben  für  die  he- 
lincentrischen  Orte,  die  unmittelbar  die  Grössen  rx ,  V  und  ßa'  finden  lassen.  Der 
Logarithmus  von  r,  und  die  Grösse  fi0'  finden  sich  direct  unter  den  Columnen 
"log  flu  und  «Breite«,  V  findet  sich,  wenn  man  zu  den  Werthen  »Länge  in  der 
Bahn«  die  Grösse  »Reduction  auf  die  Ecliptik«  mit  dem  angesetzten  Zeichen  ad- 
dirt.  Es  ist  natürlich  klar,  dass  man  sich  an  die  im  Berliner  Jahrbuche  gewählten 
Epochen  und  Aequinoctien  halten  wird,  um  die  sonst  nöthigen,  immerhin  zeit- 
raubenden, Interpolationen  und  Reduction en  zu  vermeiden. 

Was  nun  die  Berechnung  der  ungestörten  Coordinaten  xa,  y0,  za  und  r0  des 
gestörten  Planeten  anlangt,  so  wird  man  vorerst  die  der  Rechnung  zu  Grunde 
liegenden  Elemente  auf  das  mittlere  fixe  Aequinoctiura  der  Coordinaten  des  stören- 
den Planeten  beziehen  und  hierzu  allenfalls  die  Formeln,  die  im  ersten  Bande  ent- 
wickelt sind  {I  pag.  81  u.  ff.),  benützen. 

Mit  diesen  Elementen  rechnet  man  nun  vorerst  (vergl.  I  pag.  1 7) : 
sin  a  sin  A  -----  cos  Q  sin  i  sin  B  =  sin  Q.  C  =  o 

sin  a  cos  A  —  —  sin  Q  sin  1        sin  b  cos  B  =  cos  ü  cos  i         sin  c  =  sin  i 

A'  =  A  +  to         B  =  B  +  a  C  =  o> 
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dann  weiter  für  die  einzelnen  Intervalle: 


M 

^Mo+pt 

M 

=  E 

—  «"  sin  E 

r0 

sin  p0 

=  a 

cos  9)  sin  E 

r0 

COB  00 

=  a 

cos  JE  —  «) 

Xo 

=  r0 

sin  a  sin  (^4'  +  0«] 

y» 

=  »0 

sin  b  sin  (5*  -+-  Po] 

*u 

=  *"< 

sin  c  sin  [C  +  »o) 

ro* 

iP  =  r,'(i 

+  A 

4 

"S     ' 

I  pag.  17. 


wobei  log  (wi)11 =9. 675283  (das  Intervall  wzu  40  Tagen  vorausgesetzt)  ist,  und  erhält  so 
alle  Coordinaten,  die  für  die  Störungsrechnung  nöthig  sind.  Der  Umstand,  dass  es  von 
10  zu  10  Jahren  nöthig  ist,  das  mittlere  Aequinoctium  abzuändern ,  um  die  Angaben 
des  Berliner  Jahrbuches  ausnützen  zu  können,  stellt  schliesslich  noch  die  Aufgabe,  die 
Störungen  f,  rj ,  £  in  den  Coordinaten  und  deren  Geschwindigkeiten  -r  ,  -^  ,  ~ 
von  einem  mittleren  Aequinoctium  auf  ein  anderes  zu  übertragen.  Um  diese  Auf- 
gabe vorzunehmen,  wird  man,  da  wohl  ausschliesslich  Ekliptikalcoordinaten  bei 
diesen  Rechnungen  angewendet  werden,  die  im  ersten  Bande  pag.  84  angeführten 
Formeln  als  Ausgangspunkt  benützen  können. 

Bezeichnet  man  mit  1,  y,  2  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  Ausgangs- 
Aequinoctium,  mit  xlt  y, ,  z,  die  auf  das  neue  Aequinoctium  bezogenen  Coordinaten, 
so  hat  man,  wenn  als  Ausgangspunkt  der  Zählung  die  Knotenlinie  zwischen  den 
beiden  in  Betracht  kommenden  Ekliptiken  angenommen  wird,  die  Relationen: 

x  =  cos  ß  cos  (A  —  JI) 
y  =  cos  ß  sin  (A  —  II) 

z  ■-  --  sin  ß  > 

*,  =  cos  (ß  -f-  d  ß)  cos  (A  -1-  d  X  —  n  —  l) 
y,  =  cos  (ß  +  d  ß)  sin  (A  +  d  A  —  IT  —  /] 
*,  =  sin  fß  +  dß) 


y,  —  y  cos  n  -f-  z  sin  ji 
z,  =  —  y  sin  n  -f-  z  cos  it. 

Wählt  man,  wie  es  in  der  Störungsrechnung  geschieht,  die  Richtung  nach 
dem  jeweiligen  mittleren  Frühjahrspunkte  als  die  positive  X-Achse,  so  erhält  man 
leicht  aus  (1)  und  (2),  wenn  man  die  so  gezählten  Coordinaten  durch  den  Ez- 
ponentialindex  »o«  unterscheidet: 
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=  xQ  cos  71  +  y°  sin  TT 

=  y»  coa  TT  —  a;0  ein  TT 


xv  =  Xi°  cos  (77  +  /)  +  y,°  sin  (TT  +  /) 
y,  =  y,«  cos  (TT  +  /)  -  *,»  sin  (77  -f-  l) 


werden  diese  Werthc  in  (3)  substituirt,  so  erhält  man  für  x^,  y,0,  z,0  die  Ausdrücke: 
rio=a^(co6/7cos(77+?)  +  sinTTsin  (71+7)  cos  tt)  +  y°{sin77co8(7I-t-7)  — 

—  cos  TT  sin  (71  +  /)  cos  71}  — «°sinnrsin(774- J) 
y,°=;cO{cosTTBin(/7+/)  —  8in77cos(7I+/)cos7r}  +  ye{suiTTsin  (71+*)  + 

+  cos7Icos(7T  +  /)cos7i:}  +  «<l8in7rcos(7I+J) 
zt  ° = x"  sin  TT  Bin  n  —  y°  cos  TT  sin  it + z°  cos  tt. 
Setzt  man  also: 

X»  =  —  2{  sin»  i  J  +  sin  TT  sin  (71  +  0  sin*  t  «  } 
Ya  =  —  sin  l  +  2  cos  TT  sin  (TT  +  fj  sina  |  -e 
Z*  =  —  sin  7E  sin  (TT  +  J) 
■X„  =  sin  l  +  2  sin  TT  cos  (TT  +  t)  sin3  \  n 

Yy  =  —  2  {  sin'  ^  T  +  cos  TT  cos  (TT  +  1}  sin'  J  «  J  4) 

Zy  =  sin  TT  cos  (71  -f-  1) 
Xj  =  sin  71  sin  it 
Y,  =  —  cos  TT  sin  /c 
Z,  =  —  2  sin*  i  ?r  , 

so  sind  die  allgemeinen  Transformationsformebi ,  mit  denen  man  die  letzten  Sura 
mations-,  Argument-  und  Differenz werthe  der  ätörungstafeln  zu  übertragen  hat, 
nenn  man  das  Aequinoctium  ändern  will,  bestimmt  durch: 

xt»  =  x*  +  Xx-x<>+  Yx-y«  +  Zx-z«  \ 

y,0  =  y04-x,.^+  Yty»  +  Z,-z»  |  5) 

2,°  =  *«  +  Xsxa+  Yxy*  +  Zt-z«.  \ 

Die  nachstehende  Tafel  gibt  von  10  zu  10  Jahren  für  das  gegenwärtige  Jahr- 
hundert die  Logarithmen  der  nach  obigen  Formeln  streng  berechneten  CoefiScienten 
Für  die  Uebertragung  auf  das  nächstfolgende  Jahrzehnt;  um  keinen  Zweifel  über  die 
Charakteristik  zu  lassen,  ist  dieselbe  vollständig  angesetzt: 


log^ 

b*K 

loffZ, 

log  X, 

logr, 

log  Zy          log  X,           log  >',         log  Z, 

*oo4»47>9—  ,0 

„386490— 

0  4-47*8- 

0  7.386490— 

04,4710— 

05*36305— 10  4.4B10— 105.36191  —  100,43  — 10 

8104,47*0— '° 

,386510- 

0  41.4674— 

0  7-386510— 

O4«47*o— 

°Si.36lo8  — 10  4.4756— 105.36194— 10  o„43  — 10 

8104*47*0— 10 

„386519— 

04^619— 

07.386519— 

04*47*1  — 

°S«363"— «o  4.470*— 105.36197— 10  o„41— 10 

8304^47*1  —  'O 

„386549- 

04*4563  — 

0  7386S49— 

05,36314— 104.4647— 105.36300-100,43-10 

840  4*47*  >  — 10 

„386568  — 

0  4*4506- 

0  7.386568  — 

°4B47"— 

°Sb363'7— 10  4-459»  — 105.36303—10  0,43—10 

B50  4-47«  —  1° 

„386588— 

0  4„444*— 

07.386588— 

0  4,47**— 

0  5,361*0-10  4-4S3S— »o  536307— 10  0,43  —  10 

8604,47«— 10 

„386607— 

0  4b439°— 

07.3B6607— 

0  4,47"— 

°Si.j63*J— 'o  4.4478—105.36310—10  0*43—10 

8704,47«— 1» 

„3*66j7- 

o4»4J3'  — 

07.386617— 

0  4-47*3— 

0  5*363*5  —  'o  4.44*0— 105.36313  — 10  o„43— 10 

8804*47«  — 10 

„386646— 

o4b4*7'  — 

07.386646- 

0  4.47*3— 

0J„363»8— 104,4361-105.36316— 100*43—10 

89°4»47*3  — "° 

„386666— 

o  4,4*1 1  — 

07-386666- 

0 4,47*3 — 

05*36330-10  4.4303  —  'OS  36318  — 100,43-10 

9004,47*3— «° 

„386685— 

04,4149— 

07.3B6685- 

04,4714— 

0  5*3*33*— 10  4.4143—10  5.36310  —  10  0,43— iQ 
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Da  man  aber  wohl  auch  häufig  den  Ueberg&ng  in  der  umgekehrten  Richtung 
oder  auch  in  anderen  Intervallen  zu  machen  hat,  so  durfte  es  sich  empfehlen,  ähn- 
lich wie  dies  bei  den  Präcessionsconstanten  geschehen  ist,  die  Entwicklung  der  dies- 
bezüglichen Glieder  nach  Potenzen   der  Zeit  vorzunehmen. 


Bleibt  i 
leicht  aus  4) : 


l  bei  den  Gliedern    2t*r  Ordnung  inclusive   stehen ,    so   erhält  man 


Yx  =  —  l  +  \ttomn.7t  sin/Z 
Zx  =  —  n  sin  71 —  lit  cos/7 
Xy  =/  +  |nrco8J7.yC  sinil 

Yv=  —  ip  —  K»tco»iI)> 

Zy    :=  7TCOB/T  —  ^TTBUl/I 

Xz  =  /rsinJZ 
Y%  =  —  nrcoB/I 
Z„    =—\n*. 

Die  in  diesen  Ausdrucken  erscheinenden  Präcessionsconstanten  haben  die  Form : 

n  =  ji,  +  a  ß_  ,85o)  +  p  {t,  _y  I 

wobei  die  numerischen  Werthe  sich  aus   der  Vergleichung  mit  I  pag.  81  wie  folgt, 
ergeben : 

X  =  +  5o"234o5  +  o"ooo  22576  (t0 —  1850)         V  =  +  o"ooo  11288    \ 
y  =  +    oH47950  —  o"ooo  00624  ((0 — '85°)         /  =  —  o"ooo  00312    \        8} 
71,  =  173-0'  12",  a  =  +  33"847,  ß  =  —  8"694  ) 

Vor  Allem  wird  es  nothig  sein,  die  Glieder  von  der  Form  n.  sin  H  und  jtcos  TT 
näher  zu  entwickeln.  Es  ist  klar,  dass  hierzu  die  Band  I  pag.  77  gegebenen  Aus- 
drücke nicht  unmittelbar  verwerthet  werden  dürfen,  weil  dieselben  eich  vorerst  auf 
die  fixe  Ausgangsepoche  1850  beziehen  und  überdies  die  durch  die  allgemeine  Prä- 
cession  bewirkte  Aenderung  in  der  Zählung  von  TT  nicht  enthalten. 
Man  findet  aus  7)  zunächst: 


7rsin/r=5  {ysinil0  +  yacos/T0  (4>— 1850)) 
?r cos  17  =  {/cosJJn  —  ya  sin  7Z0  ((q — .1850) } 


fo— «  +  {/«rinJT0  +  7ti  cos  I/o  + 

+  e/ cos Jl„ ((,,—1850)}  ft— g* 
ß— A)  +  {/cos  J/0  —  ypsin  Jr0  — 

—  «/sinJTo  ((0—1850)}  ((,— y^, 
führt  man  hierin  die  Werthe  aas  8)  ein.  und  lässt  diejenigen  Glieder,  welche 
Produkte  ((g — 1850)2  in  ((| — 4,)  und  (d, — 1850)  in  ((, — ^,)3  ergeben,  weg,  so  erhalt 
man  Ausdrücke  von  der  Form : 


*rsinjr=  {xo  +  *,  ((0-1850)}  fa—to)  +  *„'((,- 
7iw*II=  (?o  +  £,  (^-1850)}  ((,-*,)  4-  &,'((,- 


9) 
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wobei    zu  Folge   der  obigen  Ausdrücke  die   constauten  Grössen   die   folgenden  nu- 
merischen Werthe  haben; 

Xg  =  +  o"o584i  x,  =  —  o"ooo  07655  j 

U  =  —  °"47593  Ei  ~  —  o"ooo  0031 1  I 

äo'  =  +  o"oooo  1967  I 

£0'  =  + »"00000556  J 

Es  wird  sich  also,  wenn  man: 

A  =  ^+  2X  ((0—1850) 
schreibt,  au»  6)  ergeben: 

x*  =  -i(V +  *.'}(<, -4)' 

I-»  =  - l*t  +  «*'  (4—1850) )  (4-4)  +  U«.e.-l')  (4-4)1 

Z«=-(*.  +  »i    (4-1850))  (4-4) -{  «.+«„)  Ci-4)1 

x,  =    {><,  +  ,t  ((,-1850))  (*,—«,)  +  (!«,?„+*'}  ((,-«,;,' 

H— KV  +  M«-tf 

z»  =    ({.  +  d  (4-18501)  ((,-(,)  +  (t.'-i,x.)  (/,-<,:" 

■"■=  («a  +  ».  (4-1850) )  W— 4)+«o'(<i-4!S 
3',  —  -  { E.  +  E,  (4- 1850) )  («,-4!  +  V  (4-4i " 
z,  ■»-ir»»-*)"-    s 

oder  numerisch  und  in  Einheiten  der  zehnten  Decimale : 
X,  =  - 296.57   ft— «■ 

yx  =  {-  2435445  -  '0.95  (^—1850)}  rt-y  —  5.48  ft— «1 

Zx  =  {  -  2832  +  3.71  (V- 1850)}  fa-t,)  +  466  ft— w> 
^„={+2435445  +  10.05  fo-1850})  fc-*)  +5-47  (*i— 4>)2 
Yy  =  -  296.60  (*,-«s 

Zy  =  (-  23074  -  0.15  (4,-1850)}  [tt— i,]  -  0.69  (*,-*,)" 
X,  =  {  +    2832  -  3.71  (A,— 1850!}  ((,-(„)  +0.95  ft-y» 
Y%  =  {+ 23074 +0.15  (*,-i85o)}ß-*,)  +0.27  ft-yi 
Z%   =-0.03  (*,-*)*. 
Zu  den  voranstehenden  Formeln  wäre  zu  bemerken,  dass  man  bei  der  Ueber- 
tragung  auf  ein  anderes  Aequinoctium  in  der  SummationBtafel  der  Störungen  in  den' 
drei  Coordinaten  sowohl  die  summirten  Werthe,  als  auch  die  Fimktions-  und  Diffe- 
renzwerthe,   wie  sie  vor  der  Uebertragung  statt  haben,    entsprechend   transformiren 
muse.     Hierbei   wird  man  die  zusammengehörigen   Werthe   der  zweiten  summirten 
Reihe  als  x-,  y-,  z-Coordinaten  auffassen,    ebenso  die  zusammengehörigen  Werthe 
der  ersten  summirten  Reihe  u.  s.  f.  und  für  jedes  System  dieser  zusammengehörigen 
Werthe  die  Transformation  ausführen.     Die  Aenderungen   in  den   Differenawerthen 
werden  in  der  Segel  so  klein  sein,  dass  es  kaum  nöthig  sein  wird,   auf  diese  Aen- 
derungen Rücksicht  zu  nehmen, 

Schliesslich  ist  in  diesem  Paragraphen  noch  zu  erwähnen,   wie  man  die  Stö- 
rungswertbe  $,  3,  £   bei  Ableitung  einer  Oppositionsepheraeride  verwertben  kann. 
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£,  >j,  '£  sind  auf  die  Ekliptik  bezogen ,  während  die  Ephemeride  sich  gewöhnlich  auf 
den  Aequator  bezieht.  Um  den  Uebergang  auf  die  letztere  Ebene  zu  bewerkstelligen, 
hat  man,  wenn  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet  und  |',  rf.  £'  die  neuen 
Werfte  vorstellen,  nach  I   [pag.  12)  die  Formeln: 

f  =  s 

7]'  =  7/COS£  —  £sine 

f  =  17  sin  e  4"  £  C08  e  J 
diese   Werthe   wird   man  an  die  ungestörten  äquatorealen   Coordinaten  a«',  y/,  2/ 
des  Planeten  anbringen,  um  die  gestörten,  der  Ephemeridenrechnung  zu  Grunde  zu 
legenden  äquatorealen  Coordinaten  x,  y,  z   zu  erhalten;  diese  sind  jetzt: 

*  —  v  +  r 

/  =  yo'  +  «/ 

*  = «,'  +  r. 

Man  wird  eine  Reihe  von  Werthen  für  £ ,  q ,  £  für  die  Nähe  der  Oppo- 
sition nach  den  Formeln  A„)  und  B„)  (pag.  53)  rechnen,  und  aus  der  so  erhal- 
tenen Integraltafel  die  für  die  Epochen  der  Ephemeride  geltenden  speziellen  Werthe 
entlehnen;  es  ist  klar,  dass  die  Berechnung  der  Coordinaten  wohl  niemals  genauer, 
als  auf  Einheiten  der  7""  Decimale  ausgeführt  zu  werden  braucht. 


'    §.  4.    Uebergang  auf  oseulirende  Elemente  bei  Eneke's  Methode. 

Die  Störunge  werthe  wachsen  mit  der  Zeit  fortwährend  an  und  häufig  genug 
tritt  der  Fall  ein,  dass  die  Fortführung  der  Störungsrechnung  wegen  der  Grösse 
der  Störungen  und  wegen  des  unregelmässigen  Ganges  derselben  nach  den  obigen 
Vorschriften  sehr  beschwerlich  und  die  Genauigkeit  der  Rechnung  fraglich  wird. 
Das  unten  folgende  Heispiel  .  zeigt  diesen  Ucbelstand  sehr  auffällig,  und  die 
Rechnung  ist  eigentlich  weiter  fortgesetzt,  als  es  für  die  Sicherheit  derselben  wün- 
schenswerth  erscheint.  Es  sollte  aber  gezeigt  werden,  was  die  verschiedenen  Me- 
thoden leisten,  und  das  gewählte  Beispiel  zeigt  ganz  auffällig  die  Vortheile  der  Me- 
thode der  Berechnung  der  Störungen  nach  den  Hansen'schen  Coordinaten,  wenn 
die  Störungen  aehr  anwachsen ;  in  der  That  (st  der  Uebergang  auf  oseulirende  Ele- 
mente nach  der  letzteren  Methode  ganz  überflüssig  und  ist  nur  ausgeführt,  um  ver- 
gleichende Resultate  zu  erlangen. 

Wünscht  man  also  aus  irgend  einem  Grunde  die  Störungen  auf  die  Elemente 
zu  übertragen,  so  tritt  die  Notwendigkeit  auf,  hierfür  geeignete  Formeln  eu  be- 
sitzen. Für  die  Genauigkeit  der  Rechnung  ist  es  wünsehenewerth,  sofort  den  lieber- 
schuss  der  gestörten  Elemente  über  die  ungestörten  zu  bestimmen.  Die  Formeln 
werden  bei  dieser  Forderung  zwar  etwas  verwickelter,  die  grössere  Mühe  aber  kommt 
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gegen  die  erzielte  Genauigkeit»  zun  ahme  kaum  in  Betracht;  doch  soll,  um  zweck- 
mässige Controlen  zu  erhalten,  später  ebenfalls  #e  Methode  entwickelt  werden, 
unmittelbar  aus  den  gestörten  Cbordra*ten  und  den  gestörten  Geschwindigkeiten  die 
Elemente  zu  bestimmen. 

Vorerst  soll  vorausgesetzt  sein,  das»  in  geeigneter  Weise  die  Störungen  des 
Radiusvector ,  des  ersten  Differentialquotienten  desselben  nach  der  Zeit,  und  die 
Störung  des  Werthes  der  Quadratwurzel  des  Parameters  bekannt  seien;  es  soll  also, 
wenn  die  ungestörten  Grössen  durch  einen  angehängten  Nullindex  dargestellt  sind, 
bezeichnet  werden; 

r    -r,    =J(r) 

it         it         "  \dll 

Aus  J[Vp)  leitet  sich  leicht  der  Unterschied  der  Parameter  J'p)  ah;  denn  tnülti- 
plicirt  man  in  der  letzten  Gleichung  beiderseits  mit  Vp  -\-  Vp0,   so  erhält  man  leicht: 

Die  bekannte  Polargleichung  für  r  gibt : 

C  COS  B  =  —  —   I  , 

und  die  Differentiation  dieses  Ausdruckes  unter  Berücksichtigung,  dass: 

*K-.-*Vf  2> 

ist,  lässt  finden: 

•*—¥$)■  » 

Die  letzteren  beiden  Gleichungen  geben  die  Hilfsmittel  an  die  Hand,  die 
Excentricität  und  die  wahre  Anomalie  zu  finden,  und  können  leicht  auf  Formen 
überfuhrt  werden,  welche  die  Unterschiede  der  gestörten  gegen  die  ungestörten 
Werthe  finden  lassen;  man  wird  haben: 


e  sin  t 

,_pa^as){Sj 

+  '&))  — 

•*»•>  +  $$<' 

[Vp]  +  VpJ 

. co.» -a  - .  +*^2'  -  •,  co»  t,  + 

~{^(?) 

-?'W}, 

wobei 

man  für   —■  zu  setzen  haben  wird : 

*!■  =„.to 

^ 

Setzt  man  weiter: 

i{£'<rr)  +  Y?<> 

m=> 

sin  G 

Ojpe 

ls*r,  Bikak«UBig»|ra.  II. 

.{</W-a« 

■w}-# 

cos  G 

13 

Diqit  zed  sy 

m 
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ho  wird: 

e  sin  c  =  et  sin  t>0  +  ff  sin  Q 
a  cos»  bss  »o  cos  Po  +  ?  cosG 
woraus  man  sofort  ableitet: 

e  sin  [0— p0)  =  ff  sin  (ff— »„) 

e  cos  (c  —  c0)  =  «o  +  ?  cos  (G—  °o)   ; 

nun  hat  man  zur  Bestimmung  des  Unterschiedes  der  wahren  Anomalien  die  Gleichung; 

/  i  ODD  {<? — fn)  _. 

'"»('— '■>=„{  „».«?%)■  5) 

Der  Quadrant,  in  welchem  o-  -o0  zu  nehmen  ist.  kann  wohl  nie  zweifelhaft 
sein,  da  o — e0  >m  Allgemeinen  nur  ein  sehr  massiger  Bogen  sein  kann;  sollte  aber 
jemals  bei  sehr  kleiner  Excentricität  ein  Zweifel  in  dieser  Richtung  auftreten,  so 
wird  man  zu  beachten  haben,  dass  sin  (» —  e0)  das  Zeichen  des  Zählers,  cos  (t> —  b0) 
das  Zeichen  des  Nenners  hat. 

Multiplicirt  man  in  4)  die  erste  Gleichung  mit  sin  J  je  —  v0) ,  die  zweite  mit 
cos  |  (ü  —  Co)  und  addirt,  so  findet  sich: 

A  f-1  —  „_„    _  geos{q— 41»  +  «»)} 

d  w  -  *    *  _ ' — 5SlV=^w 

wodurch  der  Unterschied  der  Excentricitäten  ermittelt  erscheint;  später  bedarf  man 
noch  des  Unterschiedes  der  Quadrate  der  Excentricitäten;  man  findet  ähnlich  wie 
in  der  Gleichung  ■)  1 

J  M  =  ,«—«,>  =  {  2H  +  J{e)  }  J{.). 
Da  in  den  elliptischen  Elementen  anstatt  der  Excentricität  gewöhnlich  der  Ex- 
centricitatswinkel  aufgeführt  erscheint,  so  ist  es  angemessen,  ebenfalls  die  Bestimmung 
von  (p  —  ipa  auszuführen.     Man  wird  zu  dem  Ende  aus  efl  und  <4[e)  den  Werth  von 
e  =  sinqp   mit   einer  genügenden  Annäherung  berechnen  und  hat  dann: 

sinifni — q>a)  = rr^~. \-  • 

Der  durch  (5)  ermittelte  Unterschied  der  wahren  Anomalien  kann  dazu  benützt 
werden,  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  zu  bestimmen,  da  die  mittlere  Ano- 
malie gewöhnlich  als  Element  angesetzt  wird.  Bei  der  Kleinheit  der  Excentricität 
der  Planetenbahnen  wird  man  kaum  wesentlich  an  Sicherheit  der  Rechnung  ein- 
büssen,  wenn  man  M  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln : 


sin^(t>  —  E)  e=    y  —  sin  ±tp  sin  v         I 
M  =  JE— «sinB  I 


6) 


bestimmt  und  durch  Vergleichung  mit  Mg  den  Werth  M — M„  ermittelt.  Es  scheint 
aber  der  vorgesetzten  Lösung  des  Problems  angemessen,  auch  hier  die  kleine  Mehr- 
arbeit nicht  zu  scheuen  und  die  Formeln  direct  auf  die  Unterschiede  zurückzuführen. 
Setzt  man: 
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sin  t>  cos  ip  =  sin  t>0  cos  tp0  -\-  (o) 
cos  t  -\ ■  t    =  cos  P0  +  Co     +  (?) 

t  +  ^cofo    =    i  +  tgcoiq,     +J«  » 
so  ergibt  sich  laicht,  wenn  rann  beachtet,  <lass  geschrieben  werden  kann: 

(ff)  =  2  sin  i(r— 1>0)  cos  i(t>  +  e0)  cos  y  —  2  sin£(y  — y,)  sin  $(<p  +  tpa)  sin  p0 
(?)  =^/(«)  — 2«ini{r— p0)  sin4(r  +  Oo)  8) 

nun  ist  aber: 


cos  £  =  c°*p  +*  ( 
demnach  wird:  - 

sin  E  =  sin  E„  +  (p)  sin  t>0  cos  tp0  +  (o)  \^  +  (?)  J 

cos E  =  cos B»  +  {9)  {cos»,  -4-«.}+-W  |^  +  M|  ■ 
Beachtet  man  aber,  dass  ist  nach  (7): 

und  dass  geschrieben  werden  kann : 

sinoj  cosipo  =  sin^j  •&■ 

cos  »0  -t  -  *o  =  :  cos  23,  -Ä-       . 
und  setzt : 

(X)  =  J*  {<)  =  ü  ^B.  -  AM. 

so  kann  man  auch  schreiben  (A)  = —  y  cos  O  und  setzt  überdies : 

(1)  sin  Et  ■+•  (ff)  —  =  /  sin  G' 
(i)  cos  i?0  -f-  (y)  —  =  ff'  COB  Q' 
so  findet  sich  leicht: 

taug  #-.&)=     g,»n'°'--g>) 

Aus  der  Vergleichung  der  Ausdrücke:  •    , 

Jf  =  £  —  e  sin  .E 

3(o  —  Eü  —  «o  sin  -E« 
folgt  sofort: 

Jf—  J*,  =  JE—  Bo  —  2«osinJ(£—  Eg)  cosKE+Eq)  —einEJ{e), 
so  dass  die  Gleichungen  (8),   (9),   (10)  und  (11)  die  Resultate  aus  6] 
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Es  erübrigt  nun,  um  die  Dimensionen  des  Kegelschnittes  völlig  zu  bestimmen, 
die  Ermittelung  des  Unterschiedes  der  grossen  Halbachsen.     Es  ist: 

.— = -&  -  ^  =*a + h  m,  -t±>)  -  s, + «.  ^s 

oder: 

■t/(a}     a  —  ap  4{p)  +  HQ-^{«*i 

Gewöhnlich   wird   aber   statt  a  die   tägliche  mittlere  sidensche  Bewegung  p 
angesetzt.     Man  hat  hierfür: 

es  ist  also,  wenn  man  eine  Reihenentwickelung  ausfuhrt  und 

■</M 


die  in  den  Klammern  stehende  Reihe,  vom  zweiten  Gliede  angefangen,  ist  nichts 
anderes,  als  der  Wenth  von  — fq,  wobei  log/ aus  de»/ -Tafel  (Tafel  XI]  zu  entlehnen 
ist,  die  hei  früheren  Elitwickelungen  (pag.  75J  bereits  benutzt  wurde;  man  bat  also 
zur  Berechnung  von  u  die  Formeln: 

n—       4M  +  °»-rf'**» 

**—«•  =  —  /?/*«• 

Die  Berechnung  von  o  —  a«  oder  von  j* — [ta  kann  aber  auch  in  einer  anderen 
Weise  vorgenommen  werden,  die  zw  Oontrete  benütet  werden  kann  und  später  in 
geeigneter  Weise  Verwendung  findet. 

Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  kann  nach  der  Gleichung  für  g  (I  pag.  44) 
dargestellt  werden  durch: 

»•-»(£-■£)■ 

setzt  man  nun  den  Uutersohied  der  Quadrate  in,  der  gestörten  und  ungestörten  Be- 
wegung als  bekannt  voraus  und  schreibt: 

so  wird: 

setzt  man  also  abkürzend : 

-*0»1     ,     a)r— rp)    _  j,  . 
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endlich  13) 

#*— P»  =  —  /?/<o 

Die  eben  entwickelten  Formeln  setzen  die  Kenntniss  von  4  (r) ,  J  ("  vyli 
■^  (Vp)  und  üherdiess,  wenn  man  zur  Bestimmung  von  u —  ,u0  die  zweite  Methode 
benützen  will,  die  Kenntniss  von  J  (j5)  voraus,  sind  aber  übrigens  völlig  frei  von 
der  Methode,  die  der  Berechnung  der  Störungen  zu  Grunde  gelegt  wurde.  Die 
Ermittelung  der  eben  hingeschriebenen  Grössen  und  die  Bestimmung  der  Bahnlage 
rausB  aber  verschieden  durchgeführt  werden  je  nach  der  Methode  der  Störungsrech- 
nung, und  es  wird  vorerst  vorausgesetzt,  dass  die  Störungen  nach  den  rechtwinkeligen 
Ekliptikalcoordinaten  berechnet  sind. 

Für  die  Zeit  der  gewählten  Osculatlonsepoch«  sind  die  Störungen  der  Coordi- 
naten  £,  r;,  £  und  die  Störungen  in  den  Geschwindigkeiten  -jt,  ~,  -%-  nach  der 
bei  der  mechanischen  Quadratur  auseinander  gesetzten  Methode  zu  bestimmen;  die 
vorgelegte  Aufgabe  fordert  die  Kenntniss  der  Werthe  der  einfachen  und  Doppel- 
Integrale  für  die  Osculationsepoche,  und  ich  setze  zunächst  voraus,  dass  die  nume- 
rischen Werthe  gegeben  seien. 

Zur  Bestimmung   des  Knotens ,    der  Neigung  der  Bahn  und  des  1 
hat  man  die  bekannten  Gleichungen  (I  pag.  41  und  159): 


i^poos  i 

-■Ä-  *Tt 

k  Yp  sin  i  ein  a 

dz               dV 

kVpeini  cos  Q 

dz               dx 

—  x  dt  —  z  dl 

beachtet  man,  dass  ist 

*  =  *.+£, 

**        dxa    ,dt 

dt         dt  "*"  dt 

y  =  Ä  +  7. 

dy *o  _i_<*3 

dt         dt    "r  dt 

*  =  *,  +  £, 

<J*_  d*        dt 
dt        dt    Tdt 

und  sehreibt: 

■5) 


x_ih+sa+**i-t*+«2+»f?i 

y=|(*.+-i)f5+i^|-|K+o^+c4?| 


so  erfordert  die  Berechnung  dieser  Formern  die  Kenntniss  dar  Werthe  Zq,  y„,  z0  und 
-jjr,  -£,  -^y-,  d.  i.  der  ungestörten  Coortfinaten  und  Geschwindigkeiten. 
Für  die  Coordinaten  hat  man   (vergl.  I.  pag.  16J  : 
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xa  =  »o  (cos  uo  cos  Qg  —  sin  »t  sin  Qo  cos  i.,) 

t/o  =  r„  (cos  «,  sin  Oo  +  <«u  «o.  cos  Og  cos  t,)  17) 

zo  =  r0  sin  «o  sin  v 

Die  Berechnung  dieser  Formeln  gestaltet  sich  durch  Einführung  einiger  Hilfswinkel 

etwas  bequemer;  setzt  man   nämlich: 

sin  a  sin  A  =  cos  Qn 

sin  a  cos  A  =  —  sin  Qq  cos  ig  g» 

sin  i  sin  B  =  sin  ßg 
sin  Ä  cos  fi  =  cos  Q,,  cos  «^ 
so  erhält  man  statt  {17): 

H  —  *o  sin  a  sin  [A  -}-  «,) 

Uo  .=  «0  sul  J  sin  (-9  +  «*)  19) 

,  Zj>  =  r0  sin  ig  sin  u„     ; 

Differentiirt  man  nun  nach  der  Zeit  und  beachtet,   dass 

«8  =  pe  +  w„  , 
also 


1  wird: 


^  =  ita««n(^ +  *)  •£+',. «in«  co»  (.4 +  «,)-£ ' 
4f  =  »in  b  «in  {B  +  uj  -^  +  r.  -  S  cos  («+«,)% 


dt    " 

-'» 

■,  si 

dr0     , 

führt 

man 

*T? 

und 

dt' 

die  Werthe  ein  (1 

rfrg 

-^-  =  e„  sin  e,, 

'ergl.  oben  {2)  und  (3)   pag.  8g) : 
i 


so  wird : 


a  -=  /  sin  [A  +  «,)  e0  sin  t>0  +  cos  [A  +  «,)  (1  +  0,  cos  »„)  -i 

-^  =  sin  4 -^  /  sin  (Ä  +'«o)  «0  sin»0  H-cos  ffl  +  <%)  (1  +  e„  cos  «„)   l 

dto         ■    .     k.    (   .  ,     .  ,      ,  ,i 

-j^-=  sinto  — =  j  sm  m„  c(  sin  r0-  -+-  cos  «a  [1+  •%  co*  a»)    1 

man  aleo:  .         , 

-r=  (sin  Ug  -|-  Oj  sin  w,)  =  c  sin  C       ) 

™  20a) 

-£=   (COS  Hg  +  ftj  COS  (0,)  =  c  cos  ü       \ 
¥P»  ' 

rd: 
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-^2  =  c  trin  h  cos  (B  +  U)  \  ") 

^  =  c  sin  %  coe  tf  ) 

Die   Rechnung  für   c  und   f7  lasst   sich   aber  einfacher  stellen ;    man    findet 
leicht,  wenn  man  statt  Ug  setzt  c0  4-  wv  und  entwickelt : 


y  sin  r 
j-  co«  r 

V 


sin  o0 

cos  Co  +  »in  9 


w) 


»3) 


Die  Gleichungen  (18),  (19),  (206)  und  (21)  leisten  also  die  Bestimmung  der 
zur  Berechnung  von  (16)  noth  wendigen  Grössen.     Man  kann  demnach  schreiben: 

k  Vp  cos  t  =  k  Vpa  cos  %  -+-  X 

*  Vp  sin.t  sin  Q  =  k  Vp,,  sin  i,  sin  Q„  +  Y 
k  Vp  sin  i  cos  Q  =  A  Vpo  sin  t„  cos  %  +  Z 
Setzt  man  überdiess: 

y  =  m  sin  Jf 
Z  =  m  cos  3f  , 
so  erhält  man  leicht:  , 

k  ^p  sini  sin  (Q —  Ety)  =  m  sin  [M — &>) 
k  Vp  sin  i  cos  (ß—  0,)  =  *  Vft  sin  ^  +  m  cos  (Jf— 0») 
und  es  wird  demnach: 

tag  lO-B.)  =  tygd.»  +  .^äC^ ' 

wobei  also,  was  bei  sehr  kleinen  Neigungen  möglicher  Weise  beachtet  werden 
müsste  ,  die  Tangente  bo  zu  bethmnen  ist,  dass  sin  [q — QB)  das  Zeichen  des  Zah- 
lers, cos  (q  —  Qo)  das  Zeichen  des  Nenners  erhält. 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichungen  (23)  beziehungsweise  mit  sin  \  (a —  Ug] 
und  cos  J  (Q  —  Q01,  addirt  und  setzt  das  Resultat  dieser  Operation  mit  der  ersten 
der  Gleichungen  (22)  an,  so  findet  sich: 

kVpemi  =^  A  Vpi  sin  i,  +  m   - 

k  Vp  cos  »'  =  k  Vp0  cos  tq  +  X  ; 
setzt  man  nun  weiter: 


Üg=±g+3*>  =  .riniff 
tt»i  (Q— Hb) 

X  =  n  cos  N  , 


so  findet  sich  leicht: 
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tanR  (•  —  <n)  =  1= — 

Hiermit  erscheint  die  Lage  der  Bahnebene  und  die  Grösse  J  {Yp)  bestimmt;  es 
erübrigt  aber  noch,  die  Lage  der  Bahn  in  dieser  Ebene,  und  die  Grössen  J  (r) 
sowie  d  \~ir\  za  bestimmen. 

Aus  den  Gleichungen  (vergl.  (17)  pag.  94} : 

x  =  t  cos  u  cos  ß — r  sin  a  sin  Q  cos  t 
y  =  r  cos  u  sin  Q  -\~r  sin  u  cos  Q  cos  1 
z  =  r  sin  u  sin  t 
findet  sich  leicht: 

r  cos  u  =  x  cos  Q  +  y  sin  Q  1 

r  sin  «  cos  i  =  y  cos  Q  —  z  sin  Q  J  2^) 

r  sin  u  sin  »'  =  z     ;  j 

fuhrt  man  in  diesen  Gleichungen  statt  x,  y,  z  die  Werthe  (*o  +  £)>  (Vo  +  •/)  1  f2»  +  C) 
ein  und  berücksichtigt  ausserdem,  dass  ist: 

cos  a  =  cos  Qo  —  2  sin  |  (O  +  Qo)  8m  i  (Q  — Oo) 
sin  Q  =  sin  a„  -|-  z  cos  £  (Q  +  a,)  sin  |  [Q— Oo) 
so  wird 

r  cos  u  =  r0   cos  «,,+  X'  \ 

r  sin  «  cos  »  =  r„  sin  w,  cos  ^  4  ■  y      j.  «1 

r  sin  «  sin  i  =  ra  sin  «,,  sin  «g  +  t  ,     I 
wobei  offenbar 

X'  =  —  2a»mni(Q+a#)Bin4(a—  Q0!  +  $co»Q  + 2yacoii\t&+-Qa)  »in^fa— Q„)  + 

-\-  ij  sin  Q 

Y  =  —  syt  sinJ(aH-P(i)sin|{a  — Qo)  +  ijcosa  —  2a^cosJ{Q  +  a0)  «inj  (a — Oo)  — 

angenommen  ist. 

Diese  Formeln  lassen  sich  durch  Einfuhrung  der  folgenden  Hilfswinkel  etwas 
zusammenziehen;  schreibt  man  nämlich; 

xu  =  s  cos  Ä 

y,  =  1  sin  £ 

4'  -*=  o  00s  5 

ij  =  a  Bin  2  , 
so  wird: 

X'  =  ocos(5— Q)  +  2*sini(a— ao)sin{Ä— |(a  +  a,)) 
y'  =  ffsin(2— ß)  — 2S8ini(a— ao)co6{*-i{Q  +  ao)}  . 

Behandelt  man  die  Gleichungen  (25)  in  analoger  Weise,  wie  die  Gleichungen  [22) 
(pag.  95)  und  setzt: 


Digit  zedby  LiOOQ IC 


£  =  m'  sin  3f 
T  =  m'  co»  Jf 

cos  1   (»— lo) 

x*  =  »'  cos  jy 


tang  («—  «o)  = 


r0+n'co«(ir— Mo) 


27) 


>frl  =  r    ,  _«'cQi{jr-t(U+mit 

**"        r       r°—  OOi  I  (t*-«o)  '     ] 

iind  hiermit  ist  auch  w  bekannt,  denn  man  hat: 

W     =K    9 

<"o  =  «*>  —  Oo  , 
daher : 

w— w,  =  («—«„}  —  (c  —  p0)      » 

jt  —  «,=  (w— tuo)  +  (a—  Oo)     ) 
Um  die  Störungen  in  den  Elementen  zu  berechnen,  bedarf  es  nur  noch  der  Kennt- 
nise  des  Werthes: 

*  Utj    dt     dt  ■ 

Differentiiit  man  die  Gleichung: 

r'  =  x*  +  yi  +  z> 
nach  der  Zeit,  so  erhält  man: 

dr  dx    ,       dy    ,       dz 

rTt=Xdi  +  ydt+ZTt   > 

andererseits  besteht  die  Gleichung: 

r«-di  =  x°-dl+y<>dt+1!<>-d7> 

durch  Subtraction  und  eine  einfache  Transformation  erhält  man,  wenn 

gesetzt  wird,  sofort: 

und  indem  man  sich  erinnert,  dass  -~  berechnet  werden  kann  nach: 
dra         A»o      ■     _ 

so  hat  man: 

'(£)=M^  -1 

Die  Grosse  (r — r0)  kann  aber  auch  in  anderer  Weise  leicht  erhalten  werden, 
und  man  kaim  diesen  Werth  entweder  zur  Controle  benützen,    oder  man  wird  sieh 

Ojpolj.r,  B*hmbMtiDimanB.n.  II.  13 
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auf  diese  Methode  der  Berechnung  beschränken,   wenn  man  nicht  die  Formeln  (12) 
und  (13)   (pag.  92,  93)  rechnen  will;  ich  werde  hier  ausserdem  die  Berechnung  von 
J  {gTj  vornehmen,    welche  Grösse  man  im  vorliegenden  Falle  ebenfalls  nüthig  hat. 
Es  ist: 

*■»  =  **  +  y»  +  *» 
r0a  =  V  +  ?»*  +  V- 
Setzt  man  also : 

so  wird : 

B  =  (r—ra)  {r+rü)   ; 
um  hieraus  r — rD  zu  bestimmen,  kann  man  den  folgenden  Kettenbruch  benützen: 

oder  einfacher   da  r  mit   genügender   Genauigkeit  aus    den   vorangehenden  Rech- 
nungen bekannt  ist : 

r~ r°  =  ^  •  30} 

womit    eine    Centrale    der    zweiten    Formel   (26)    (pag.    97]    erlangt   werden   kann; 
weiter  ist: 

'-(*)*+ (4)" +  (iT 


*• -fr)' +  (*)"  + (4?)' < 


setzt  man  also: 

t*Am 


so  berechnet  sich  P  (vergl.  Formel  (12)   (pag.  92))  nach: 

p=A  +  ^lr'  32) 

und  hiermit  erscheinen  alle  Formeln  entwickelt,  deren  man  zu  dem  Uebergange  auf 
ose  ulkende  Elemente  bedarf. 

Um  eine  scharfe  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  erlangen,  wird 
es  sich  empfehlen,  indem  man  die  Formeln  (18),'  (19),  [20b}  und  (21)  auf  die  neuen 
osculirenden  Elemente  anwendet,  die  gestörten  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten 
direct  abzuleiten,  welche  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  mit  den  der 
Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Werthen  nach  (15)  (pag.  93)  stimmen  müssen.  Hier- 
bei konnte  allerdings  ein  kleiner  Fehler  in  der  Bestimmung  von  /i  sich  leicht  mit 
der  Unsicherheit  der  Rechnung  vermischen;  man  wird  aber  in  der  Bestimmung 
dieses  Elementes  kaum  einen  Fehler  begehen  können,  da  vorausgesetzt  ist,  dass 
fi  —  ug  nach  beiden  oben  angeführten  Methoden  bestimmt  wurde,  also  zwei  nahezu 
unabhängige  Resultate  für  dasselbe  Element  vorliegen. 

Will   man   jedoch    die   gestörten   Elemente   unmittelbar    aus    den  gestörten 
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Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  ableiten,  bo  wird  man  auf  eine  sehr  kurze  Rech 
nung  geführt. 

Man  bestimmt  vorerst  nach  (15)  (pag.  93)  die  Werthe  *,   y,  z,  -£■  ,    -^  ,   -,*  , 
und  erhält  so  aus  {14)  (pag.  93)  die  Elemente  Vp,  i,  Q. 
Am  den  Gleichungen  (24)    (pag  96)  erhält  man: 
r  coe  u  -=  x  cos  a  ■  4-  y  sin  q 
r  Bin  u  =  y  cos  Q  tob  t  —  x  sin  u  cob  1  +  2  sin  * ; 

hierdurch  gelangt  man  zur  Kenntniss  von  r  und  u,  und  man  kann  nachsehen,    ob 
die  Gleichung: 

«*  +  »*  +  *»  — r» 

erfüllt  wird.     Hierauf  berechnet  man : 

dr  I    /     dx    ,        du     ,        dt\ 

und   hat   zur   Bestimmung  von  ip  (vergl.  (2)  und  (3}   (pag.  89) )  die  Gleichungen: 
«nv«nr  =  Kf(fg 
sin  a>  cos  v  =  —  —  1  ; 
aus  0  findet  sich  die  mittlere  Anomalie  nach 

tang  |  E  =  tang  J  t>  tang  (450  —  i  V) 

und  ausserdem  ist: 

«— +0,  )  .»' 

so  dasa  alle  Elemente  bis  auf  die  grosse  Halbachse  bestimmt  sind,    welch'   letztere 
sich  aber  leicht  aus: 


"=^'     :  34) 

log  k*  =  3.550  0066 
berechnet. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Rechnung  sehr  kurz  und  bequem,  doch  hat  man,  da 
Fehler  in  der  Bestimmung  von  ft  mit  der  Zeit  anwachsen,  den  Nachtheil,  das»,  um 
die  nöthige  Genauigkeit  zu  erlangen,  grössere  Tafeln  zur  Berechnung  benützt  werden 
müssen.  Es  erscheint  daher  zweckmässig,  statt  der  Formeln  (34)  die  oben  ange- 
führten Formeln  {29),  (30),  (31)  und  (32)  in  Verbindung  mit  (13)  zu  benützen.  Als 
Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  kann  man  wieder  die  Rückrechnung  der 
Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nach  den  Formeln  (18J,  (19),  (20)  und  (21) 
unter  Zuziehung  der  neuen  Elemente  benützen;  allerdings  entziehen  sich  sehr  kleine 
Fehler  in  der  Bestimmung  von  fi — fi0  nach  den  Formern  (29),  (30),  (31)  und  {32) 
der  Controle;  man  wird  demnach  diesen  Theil  der  Rechnung  einer  sorgfältigen 
Revision  unterwerfen. 
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Ich  werde  nun  die  für  den  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  nach  Enclte's 
Methode  der  Störungsrechnung  erforderlichen  Formeln  hier  zusammentragen. 

Man  rechnet  sich  vorerst  mittelst  der  Formeln,  die  bei  der  mechanischen 
Quadratur  entwickelt  wurden,  die  Werthe  von: 


Hierbei  wird  es  zweckmässig  sein,  für  die  Zeiteinheit  das  bei  der  Störungs- 
rechnung gewählte  Intervall  anzunehmen,  wodurch  die  sonst  nothige  Division  der 
einfachen  Integrale,  die  die  Störungen  in  den  Geschwindigkeiten  ergehen,  durch  w 
zu  entfallen  hat;  um  diesen  Umstand  in  der  folgenden  Rechnung  einfach  zu  be- 
rücksichtigen, wird  man  statt  der  Constante  des  Sonnensysteme  k  überall  den  Werth 
wk  zu  setzen  haben,  wobei  w  das  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  liegende  Zeit- 
intervall in  mittleren  Sonnentagen  ausgedrückt  vorteBÜt. 

Dann  rechnet  man  zunächst  für  die  Zeit  der  neuen  Ogculationsepoche  in  der 
bekannten  Weise  den  ungestörten  Radiusvector  r0,  die  wahre  Anomalie  v0  und  das 
Argument  der  Breite  w„  nach  «„  =  v0  -f-  <<j0. 
Es  ist  dann : 

sin  a  sin  A  =        cos  Q0 

sin  a  cos  A  =  —  sin  Q  cos  ij>  | 

sin  b  sin  B  =       sin  un  I 

sin  b  cos  B  =      cos  Qn  cos  i$  j 

x0  =  r0  sin  a  ein  [A  +  w,) 
y0  =  r„  sin  b  sin'(Ä  +  «,) 

3„  =  r9  sin  tQ  sin  w„  ; 


titnmt  man 

c  und 

U  nach : 

1 

sin 

r  = 

sinfo 

1 

COG 

r  = 

u= 

COS0O  + 

sin 

?>o 

III} 


^  =  c  sin  a  cos  (^  +  P) 

-^  =  c  ein  £  cos  (B  +  U)  \  rvj 

-£  —  c  ein  ^  cos  F    . 

Jetzt  wird  man  sich  zu  entscheiden  haben,  oh  man  die  gestörten  Elemente 
direct,  oder  ob  man  nur  die  Störungen  derselben  bestimmen  will ;  ich  sammle  zuerst 
jene  Formeln,  deren  man  für  die  letztere  Methode  bedarf. 
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Man  ermittelt  zunächst: 

x-{h+6a+.$)-|s.+»)ä+i!3ri 


i=  h+sj  +  f- 


-{m-oS+.S, 


■     *'    "*        <ft  \  2  rf*    ^  dt]  ^  dt\2  dt  ~  dt]  ^  it\     dt  ^  dl) 

i=5(j«,+f)+t,  (**+t,) +t  (ni+O, 

dann  wird: 


z  =  » 

tang  (a— a,)  = 

mocUf-lia  +  Q,,)! 


1  M 


=  «  sin  jV 


X  =  »  cos  N 


tang  (('—<,) 


.  «n  [JT-tl 


*v"  -(«*)•  oo.il.-wl 

p=j>«  +  <<(?) ; 

weiter  wird  man  zu  rechnen  haben : 

z0  =  j  cos  ä 
y0  =  «  sin  £ 
§  =  ff  cos  2 
ly  =  ff  sin  2 
X'  =  ffCo»(2— fl)  +sjsini(a— a,)sin{S—  Ka  +  Oo)} 
r  =  o«in  (2— B)  -2»srnl(a^Qc,)cos(,S— J(a  +  a„)} 
C  =  m'  «in  W 
F=m'cosJf' 

CO.!  [I  —  Ifl) 

X*  =  n'  cos  7r" 


tang  tu — «i,}  = 
d  H  =  r-r,  = 


«'wn(jy— «„) 

ru  +  n'cos[A"— uu) 

,'coi{ir-il«+ml! 


r  =  r0  +  ^/  fr) 


vi; 


VII) 


I  zu  finden,    hat  man : 
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dr0   (»*)«»> 


vinj 


Für  die  Ermittelung  der  Exeentricität  und  der  wahren  Anomalie  ist 


taug  (»—  »„}  = 


y  am  [O— ng) 


>0+;«o«(O— Co) 

<*  w  _ « —  «o  _     srjv-^i 

büi  <p  =  e0  -f-  ^/  («) 


sin  J  (a> —  y„)  =  — 


'J(y+»u)  ' 


IX) 


»— ai,  =  («  —  «,,) —  (r.  —  »,)  I 

?r—  7r„  =  {w— Wo)  +  (Q— Qo)  J 

Um  ilen  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  zu  finden,  hat  man: 

(fl)  =  2sin^(r> — p0)  cos  J(t>  +  «oleosa;  —  2  8w|(a> —  yo)sin|((p-f-yo) 
W  —  ■*(»)—  2sint(»  —  »,)  sinj  (»  +  «,) 
(!)  =  -£«  cos  G 

(a)  sin  £g  +  (°)  -  =  9'  9>n  G' 

(i)  cos  ü  +  (y)  t  =  j,'  cos  G' 

taug  (B—  B,)  = 

M-J/.  _  (£-«,)  -  Äsinl(B-£,)cosJ(B+«,)- 

Z-A,  =  (Ä-JH)  +  (*-*„). 

Zur  Bestimmung  des  letzten  noch  unbekannten  Elementes  ft  kann  man  zur 
Controle  den  Werth  von  q  als  Argument  für  die  Ermittelung  von  f  aus  der  f  Tafel 
(Tafel  XI)  in  zweifacher  Weise  berechnen;  man  hat  sowohl : 


i+j'oosie'-« 


XI) 


als  auch  mittelst: 


9  = 


-ru  [r+ru] 
(■-«o*i    ' 


XHa) 
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welche  beiden  Werthe  von  q  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  übereinstimmen 
müssen.  Hat  man  mit  q  als  Argument  den  Werth  von  f  aus  der  Tafel  XI  entnom- 
men, so  ist  schliesslich: 

**— fh=—  f9Po  ■  XUb) 

Zur  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  wird  man  die  Formeln  I)  bis 
IV)  (pag.  100)  auf  die  gestörten  Elemente  anwenden;  man  erhält  dadurch  die  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten,  die  den  folgenden  Relationen  inner- 
halb der  Unsicherheit  der  Rechnung  genügen  müssen: 

dx   dxf,     .     df       \ 

~dT  ~~    dt    "•"   dt         \ 
dy   djfp 


*  =  *%  +  £, 

y  =  yo  + 1) . 

*  =  *.  +  ?, 


dt 


XIII) 


T^    At 


Der  Uebergang  von  q  auf  fi  —  ^  muss  einer  besonderen  Revision  unterzogen 
werden. 

Will  man  die  Elemente  aber  unmittelbar  ableiten,  so  bestimmt  man  sich  nach 
Durchrechnung  der  Formeln  I)  bis  IV)  (pag.  100}  mittelst  der  Formeln  XIII  die  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  und  hat  dann  zunächst  zur  Bestimmung 
des  Knotens  Q,  der  Neigung  1  und  des  Parameters  p  die  Gleichungen : 

*?-'-■&{'$-'*} 

Der  Radiusvector  r  und  das  Argument  der  Breite  u  ergibt  sich  aus: 
r  cos  «  =  *  cos  Q  •+■  y  sin  Q  .        j 

r  sin  «  —  y  cos  Q  cos  1  —  x  sin  Q  cos  •  +  *  ein  *       J 
zur  Controle  ist: 

r*  =  *>  +  y«  +  «1  . 
Die  Excentricität  sin  tp  und  die  wahre  Anomalie  t>  findet  sich  aus : 


V) 


VI) 


sin  ip  sin  c 


—    (»A)r  \* 


dl 


+  9 


Bing)  COBP  =3  -i-  —  1  , 
die  mittlere  Anomalie  aus: 

tangf  £  =  tangj  o  ■  cotg  (45'  +  i  <f) 


dt    I 

I 


VII) 


der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  tu  und  die  Länge  des  Perihels 

"— -        1 

die  grosse  Halbachse  und  die  tägliche  mittlere  siderische  Bewegung  endlich  aus 


VIII) 

nach: 
IX) 
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log  k"  =  3.550  0066     . 

Als  Controle  rechnet  man  die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nach  den 
Formeln  I)  bis  IV)  (pag.  100)  tinter  Anwendung  der  gestörten  Elemente.  Die  Ueber- 
citiBtiininung  mit  den  Ausgangs werthen  muss  völlig  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
Rechnung  liegen.  17m  ft  schärfer  zu  erhalten  als  es  nach  der  obigen  Formel  möglich 
ist,  rechne  man  überdies: 


B  =  |(2*o  +  fl  +  17  (2y0  +  n)  +  f  (2*6  +  0 


L.« 


sA+     rn.tr  4-  ml     '  *_ 


<*>P 


u  — ji„  =  — /y^ 
wobei  f  mit  q  als  Argument  aus  der  /-Tafel  (Tafel  XI)  zu  entnehmen  ist. 


XIj 


g.  5.    RechniMgstHtisplel  zn  Eneke's  Methode. 

Es  sollen ,  um  die  vorstehenden  Entwicklungen  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, die  Störungen  ermittelt  werden,  die  der  Planet  ©  Erato  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet.  Die  Berücksichtigung  der  an- 
deren grossen  Planeten  erscheint  im  Allgemeinen  bei  den  kleinen  Planeten  nicht 
geboten,  doch  werden  die  Wirkungen  der  Planeten  Mars  und  Erde  wohl  hier  und 
da  eine  merkliche  Störung  veranlassen.  Es  wird  aber  Niemandem ,  der  die  folgen- 
den Vorschriften  einem  genauen  Studium  unterzieht,  Schwierigkeiten  verursachen, 
dieselben  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Planeten  zu  erweitern. 

Vorerst  wird  man  sich  hinreichend  genäherte  oscutirende  Elemente  für  den 
gestörten  Planeten  zu  verschaffen,  haben;  im  Falle,  dass  keine  genäherten  Störungs- 
werthe bereits  vorliegen,  wird  man  die  Elemente  ohne  Rücksicht  auf  Störungen  aus 
den  Beobachtungen  ableiten;  allerdings  wird  dann  wol  stets  die  Notwendigkeit 
hervortreten,  die  aus  diesen  Elementen  abgeleiteten  Störungswerthe  einer  Neurech- 
nung zu  unterziehen,  der  man  dann  die  Elemente  zu  Grunde  legt,  die  man  mit 
Hilfe  der  eben  genannten  genähert  richtigen  Störungswerthe  gefunden  hat. 

Es  wird  sich  aber  in  diesen  Fällen  empfehlen  für  die  erste  Rechnung  der  Stö- 
rungen nur  die  ersten  Potenzen  der  Massen  zu  berücksichtigen  und  von  den  diesem 
Falle  angepassten  Formen,  die  weiter  unten  empfohlen  werden,  Gebrauch  zu  machen. 

Für  Erato  lege  ich  die  folgenden  osculirenden  Elemente  zu  Grunde,  die  sich 
bereits  sehr  nahe  den  Beobachtungen  mit  Rücksicht  auf  die  Störungen  anschliessen ; 
dieselben  sind: 
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@  Er  ato 

Epoche  und  Osculation  1874  Decbr.  26,0  mittl.  Zeit  Berlin. 

mittl.  Aeq.   1870,0 

L  =  219°   8'   6.8 

M  =  180  40  48.9 

Tt     =       38    27     I7.9 

Q    =  12542  39-7 
t    =       2  12  23.9 
9  =      9  59  14-9 
H   =  640" 89605 
loga  =  0.4954793  - 

Diese  Elemente  sollen  nun  benützt  werden,  um  die  Störungswertbe  von  der 
Zeit  der  Osculationsepoche  an  nach  rückwärts  bis  1871  Juni  5  zu  ermitteln;  ich 
habe  das  Beispiel  auf  eine  Rückrechnung  angewendet,  weil  die  Anwendung  auf  den 
Fall  der  Rechnung  nach  vorwärts  etwas  leichter  ist,  und  ohne  Missverständniss  aus- 
geführt werden  kann. 

Für  die  in  Betracht  kommende  Zeit  gibt  das  Berliner  Jahrbuch  die  Coordi- 
naten der  störenden  Planeten  bezogen  auf  das  fixe  Aequinoctium  1870,0,  auf  wel- 
ches sich  auch  bereits  die  oben  angeführten  Elemente  beziehen;  wäre  dieses  nicht 
der  Fall,  so  müssten  dieselben  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln  (I  pag.  81)  auf 
dieses  Aequinoctium  übertragen  werden. 

Wollte  man  beispielsweise  die  Störungsrechnung  nach  vorwärts  führen,  so 
müssten,  da  die  Coordinaten  der  störenden  Planeten  von  1875,0  bis  1885,0  sich  auf 
das  mittlere  Aequinoctium  1880,0  beziehen,  auch  die  Elemente  des  gestörten  Pla- 
neten auf  dieses  Aequinoctium  reducirt  werden.  Man  würde  mit  Hilfe  der  oben 
erwähnten  Formeln  als  Correctionen  der  obigen  Elemente  für  die  Uebertragung  von 
1870,0  auf  1880,0  finden: 

JL  =  dn  =  4-  8'  22"47 
JQ  =  +  6'5o"72 
Ji   =  —        3"  24. 

Die  erste  Aufgabe  besteht  nun  darin,  das  Intervall  für  die  Störungsrechnung 
passend  zu  wählen.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass  man  für  kleine  Planeten  in  der  Regel 
(allzugrosse  Annäherung  an  Jupiter  ausgenommen)  mit  einem  Intervalle  von  40  Ta- 
gen ausreicht,  welches  auch  hier  gewählt  wird.  Man  legt  weiter  zweckmässig  die 
Osculationsepoche  in  die  Mitte  eines  solchen  Intervalles;  es  werden  daher  für  die 
Störungsrechnung  als  Epochen  zu  gelten  haben: 

1875  Felier  24,   1875  Januar  15,   1874  Decbr.  6,   1874  Octbr.  27 

womit  man  auf  Epochen  geführt  wird ,  für  welche  die  Publikationen  der  astrono- 
mischen Gesellschaft  und  das  Berliner  Jahrbuch  in  den  neueren  Jahrgängen  die 
Coordinaten  der  störenden  Planeten  geben.     Es   könnte  jedoch   der  Fall  eintreten. 
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dass  in  Folge  der  gegebenen  Osculationsepoche  eine  derartige  Wahl  nicht  möglich 
ist;  man  wird  in  diesen  Fällen  aber  dennoch  trachten,  die  bereits  gewählten  Epochen 
festzuhalten  und  durch  geeignete  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  '!/*(<*)  und 
'f(a — \w)  der  Bedingung  genügen,  dass  die  einfachen  und  doppelten  Integrale  für 
die  OsculationBepoche  verschwinden;  hierfür  bieten  die  Formeln  II  pag.  59  die  ge- 
eigneten Hilfsmittel.  Da  dieser  Fall  aber  selten  eintreten  wird,  so  begnüge  ich  mich 
mit  diesem  Hinweise  und  werde  auf  diesen  Umstand  in  der  Folge  nicht  weiter  Rück- 
sicht nehmen. 

Die  Rechnung  legt  man  sich,  so  lange  nicht  mehr  als  2  störende  Planeten 
berücksichtigt  werden,  zweckmässig  so  an,  dass  auf  einem  Blatte  hauptsächlich  die 
von  dem  gestörten,  auf  einem  anderen  die  von  dem  störenden  Planeten  abhängigen 
Grössen  Aufnahme  hnden;  ausserdem  wird  man  für  die  Summation  in  den  Goordi- 
naten  für  jede  Coordinate  gesondert  üin  Blatt  anlegen.  Ich  werde  diese  Blätter  der 
Reihe  nach  mit  Blatt  A,  B,  X,  Y,  Z  bezeichnen;  die  diesbezüglichen  Rechnungen 
sind  in  dem  folgenden  Beispiele  in  extenso  aufgenommen. 

Zuerst  wird  man  sich  auf  einem  besonderen  Blatte  nach  den  Formeln  pag.  83 
die  Constanten  für  die  Ermittelung  der  ungestörten  ('oordinaten  und  damit  schon  in 
dem  eigentlichen  Rechuungsschema  zunächst  die  von  den  Störungen  unabhängigen 
Grössen  rechnen;  die  Rechnung  selbst  führe  ich  für  den  gestörten  Planeten  und 
für  Jupiter  6  stellig,  für  Saturn  5 stellig;  im  Allgemeinen  wird  aber  eine  5  stellige, 
beziehungsweise  4  Stellage  Rechnung  genügen. 

Zur  Ermittelung  der  Conetanten  hat  man  ein  für  allemal  gesondert  die  For- 
meln zu  rechnen : 


inu  sin  A  =  cos  0 

sin  b  sin  B  = 

sin  Q                      C  =  0 

in  a  cos  A  —  —  sin  Q  sin  i 

sinfi  cosfi  ■= 

cos  Q  cos«        sine  =  sin* 

w    =  71— Q 

e"  —  _8'nJL 
wni" 

A'  =  A  +  « 

S  =*B  +  u 

a  =  c+w  =  w 

Im  vorliegenden  Beispiele 

rindet  sich: 

siny0  —  9-*39  '3" 

cos  91  =9.993  368 

log«"  =  4.553  556 

acoaip  =  0.488  847 

sinQ  =  9.909  540 

^  =  2i5°43'52"4 

cos*    =  9.999  678 

cos  .4  =  9„90()  430 

cosq   =  9„766  188 

sina    =  9.999  788 

cos  Q  cos»  =  9,765  866 

B=  I25°4''27"3 

sin  U  cos»  =  9*909  218 

sini?  =  9.909  650 

C=  w  =  272° 44'  38" 

2 

sin  b   =  9-999  890 

sine  =  sin»  =  8.585  501 

A'  =  i28°28'3o"6 
ff=    38°26'   5"5 
C  =  272c44'38"a 
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Mit  diesen  Constanten  lassen  sich  sofort  für  alle  Intervalle  der  ganzen  Störunga- 
rechnung  die  ungestörten  Ooordinaten  xü,  y0,  zv  nach  den  Formeln; 

xa  =  rn  sin  asin  [A'  +  t>0) 
Vo  =  *o  sin  b  sin  (Zf  +  t>0) 
r0  =  r0 sin«  sin  [C  +  v„) 

berechnen ;  im  vorliegenden  Falle  hat  man  also : 

Zo  =  r0  9.999  788  sin  (c0  +  i28°28'3o"6) 
I/o  =  r0  9.999  890  sin  («,,  +  38°a6'  5n5) 
2„  =  f0   8.585  501  sin  (c0  +  272°44'38"a). 

Die  hierbei  noch  nöthigen  Grössen  r0  und  t>0  erhält  man  durch  das  für  jedes 
einzelne  Störungsintervall  zu  rechnende  Formelsystem : 

M=E—e"ünE  \ 

r,sm«,  =  a  co»  rp  sin  £  I  ' 

r0sinc0  =  a  (eosE — e)  \ 

ausserdem   lassen  sich   nunmehr  auch  noch  die  von  den  Störung« wertheu  ebenfalls 
unabhängigen  Grössen : 


B?  =  ra*  [i'+~A]  und  h  =  - 


für  den  ganzen  Umfang  der  Störungsrechnung  auf  einmal  durchrechnen,  und  es  ist 
hierbei  unter  Voraussetzung  eines  40tägigen  Intervalles  log  [wk)"1  =  9.675  283  zu 
nehmen. 

Die  diesbezügliche  Rechnung  ist  ihrem  ganzen  Umfange  nach  auf  den  Blät- 
tern At  und  Ai  durchgeführt.  Ausserdem  sind  auf  den  ^-Blättern  die  Ooordinaten 
der  störenden  Planeten  nach  den  Publikationen  der  astronomischen  Gesellschaft,  und 
auf  den  B  Blättern  die  Grössen  Xa,  Fa,  Z^ ,  welche  die  Wirkung  des  störenden 
Planeten  auf  die  Sonne  darstellen,  aufgenommen;  diese  Grössen  sind  gleichfalls  den 
eben  citirten  Publikationen  entnommen.      Da   au  der  genannten  Stelle  für  Jupiter 

und  Saturn  nach  Bessel  beziehungsweise  die  Massen - —  nnd  - —  —  ■—    anire- 

s  1047.879  3S°>-6  B 

Kommen  sind,  so  wurde  für  die  vorliegende  Rechnung  ebenfalls  diese  Massenannahme 
gewählt. 

Wollte  man  für  die  Massen  eine  andere  Annahme  machen,  so  hätte  man  vor- 
erst die  Grössen  Xj,  Y%.  Z±  mit  dem  Factor  —  zu  multipliciren ,  wo  ma  die  ge- 
wählte neue  Massenannahme,  wtj  die  den  obigen  Publikationen  zu  Grunde  liegende 
Massenannahme  wäre.  Damit  erscheinen  nun  alle  Rechnungen ,  so  weit  dieselben 
ohne  Kenntnis*  der  Storungswerthe  durchführbar  sind,   beendet. 
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Nun  werden  die  directen  Glieder  für  die  zwei  der  Osculationsepoche  unmittel- 
bar vorangehenden  und  die  zwei  unmittelbar  folgenden  Epochen  berechnet;  allerdings 
bedarf  es  hierzu  der  Kenntniss  der  Werthe  £,  17,  C;  diese  Störungswerthe  sind  aber 
in  der  Nähe  der  Osculationsepoche  so  klein,  dass  dieselben  keinen  sehr  merkbaren 
Einnuss  auf  das  Resultat  ausüben  können.  Die  diesbezüglichen  Rechnungen  sind 
auf  dem  Blatte  B  ausgeführt,  wobei  die  Logarithmen  der  Grössen  xx — x,  yt — y,  zt — z 
leicht  sofort  hingeschrieben  werden  können,  da  die  Coordinaten  des  störenden  und 
des   gestörten   Planeten   auf  dem  Blatte  A  unmittelbar  über  einander  stehen. 

Die  Rechnung  ist  für  jeden  störenden  Planeten  gesondert  durchzuführen  und 
beruht  auf  folgendem  Formelsystem: 


e 

cos # cos  0 

=  X, — X 

e 

cos  »  sin  Ö 

=  y\—y 

sin# 

=  z,  —z 

X. 

=  (toi) J  m, 

1  — 

e3 

Y, 

-  ><&)*»., 

.'/1  — 
e3 

Zt 

=  (»Al'm, 

(X)  —  X,  +  X, 

•:r)  =  Y,  +  r, 
(Z)  =z,  +z, 

a(r) -(V), +  (!■)»+■  ■ 

2(Z)  -(*)*+(*)*  +  ■■ 


die  Werthe  für  die  Factoren  [wty^m,  sind  der  Tafel  XII  zu  entlehnen,  dabei  ist  zu 
beachten,  dass  v>  =  40  Tagen  angenommen  ist  und  dass  die  Störungs werthe  in  Ein- 
heiten der  7ton  Decimale  erhalten  werden. 

Um  nun  zur  Kenntniss  der  indiTcctcn  Glieder  zu  gelangen,  betrachtet  man 
vorerst  die  directen  Glieder  als  den  vollständigen  Ausdruck  der  zweiten  Differential- 
quotienten der  Störungs  werthe  und  bildet  die  erste  und  zweite  summirte  Reihe. 
Da  diese  Rechnung  blos  eine  vorläufige  Bestimmung  für  die  Störungs  werthe  ergeben 
soll,  so  wird  dieselbe  als . Nebenrechnung  auf  einem  gesonderten  Blatte  durchgeführt. 
Man  hat  zur  Bestimmung  der  Anfangsconstanten,  da  das  einfache  und  das  Doppel- 
integral für  die  Epoche  1874  Dec.  26,0  verschwinden  soll  nach  II  pag.  53: 

y  (—H  =  -  ±f  (_H  +  Jt/«.  [_»  _  . .  | 

welche  Bestimmung  für  jede  der  einzelnen  Coordinaten  auszuführen  ist.     Man  er- 
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hält  so,  indem  man  die  Werthe  mit  der  fortschreitenden  Zeit  ansetzt,  und  ebenso 
die  Differenz  werthe  und  Summen  werthe  bildet,  mit  Benützung  der  auf  dem  Blatte  B 
erlangten  Werthe  von  2{X),  2{Y),  2{Z): 

f"  f  f  /  '/  "/  %) 

1874  Oct.  27  — 710.99  —667:89    — 72713 

+64.88  +643.56 

Dec.   6  —3-69  — 646.11  '  [ —  24.33]  —  78.16 

— °-63  ,-,    +61.19  [—     2.55] 

1875  Jan.  15  — teji*  —584.92  —  26.88    —  75.61 

7  *    +56.87  -587-47 

Feb.  24  — 528.05  —614.35    —658.34 

s(y) 
187400t.  27  +281.64  +268.47    +291.96 

—21.95  — 258.66 

Dec.  6  —2.56  +25909  [4-     9-8i]  +  3M6 

+1.83  —24-5'  [4-     103] 

1875  Jan.  15  —  0.73  +23518  +10.84    +  3°-44 

— 25.24  +236.21 

Feb.  24  +209.94  4-247-05    4-264.53 

s<*) 

1874  Oct.  27  —  10.01  —  16.05     —  10.88 

+  0.31  +     9-67 

Dec.  6  +0.38  —     9.70  [—     0.38]    —     1.19 

—0.19    a  4-  009  [—     °-°3] 

1875  Jan.  15  4-0.19  —     9.01  —    0.41     —     1.16 

+  0.88  —     9.04 

Feb.  24  —     8.13  —     9.45     —10.13 


Ich  habe  die  Anfangsconstanten ,  um  ihre  Stellung  und  ihren  Werth  beson- 
ders hervortreten  zu  lassen,  in  dem  voranstehenden  Schema  in  eckige  Klammern  ein- 
geschlossen.    Nunmehr  rechnet  man  die  Werthe  vergl.  II  pag.  79: 

S(x)  -/w  (a  +.V  +  i  2  (XJ  -  -~rUa+  H         I 

%  =/(«)  («+•»  +  i^  2(7)  -  ~/S,(«4-.'»)  V) 

%)  =/(*>  («+H  +iS(Z)  -  -^fl^a  +  iw)         ] 

welche  Werthe  ich  rechts  neben  die  doppelt  summirten  Werthe  oben  angesetzt  habe, 
und  deren  Logarithmen  auf  dem  Blatte  A  Aufnahme  finden  könnten;  um  aber  die 
Rechnung  möglichst  scharf  zu  gestalten,  werden  mit  diesen  Werthen  die  indirecten 
Glieder  auf  dem  Nebenblatte  nur  provisorisch  berechnet  und  nachher  die  damit  ver- 
besserten Werthe  erst  in  das  eigentliche  Rechnungsschema  eingetragen.  Nun  sind 
die  Formeln   15)  und   16     (pag.  79.  80)  heranzuziehen,  dieselben  lauten: 
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?  =  . 


wobei   jetzt   noch    die   Grössen  £,  ij,   C  der  Null  gleich  gesetzt  und  die  Grössen 
x,  y,  z  mit  xa,  y0.  z„  identificirt  sind.     Ah  Argument  für  die  Ermittelung  des  Wer- 
thes  von  /  kann  in  dieser  ersten  Annäherung  hinreichend  genau : 
q  =  oÄ(»)  +  bSft  +  cS(„ 


genommen  werden.     Nunmehr  erhält  man : 


dp 


■-2tX)+h'(fqx-8m  ) 
=  2{Z)   +h,(/qz-Sf„) 


wobei  wieder  x,  y,  z  mit  Xq,  t/a,  z^  identificirt  sind.  Die  Rechnung  auf  dem  Neben- 
blatte, die  ohne  Nachtheil  vierstellig  geführt  werden  könnte,  gestaltet  sich  demnach 
unter  Zuziehung  der  auf  den  Blättern  A  und  B  erhaltenen  Werthe  folgendennassen  : 

Febr.  14           Jan.  15             See.  6  Oct.  %i. 

log  *  =  log  fo-r-tS)  =  log  z«  =  oB4007i5  ©„438994  0,470322  0,49564' 

log  y  =  log  (y0+± »/)  =  log  y„  =  0,424995  0,385696  0,337869  0,279391 

log  z  =log  [*,+\5)  =  \ogz9  =  9.141641  9»»48o99  9,150349  9-  M7436 


log« 


9„272327     9^09028       9..340218       91.366839 


'°£  *  9nz966o;  9,255730  9,207765  9,1 50589 

log  c  8.013253  8. 01 81 33  8.020245  8.019634 

log  S,xl  2,818450  i„Öy85'/9  in892g85  in86i6i2 

log^,  2.422475  1.483445  1-497759  2.465323 

log5W|  ^005609  0,064458  0,045547  1,036629 


b-SH 


+ 


123-25 
52.37 


70.78 


+  15.40  +  J7-1'  +169.22 

—  5.48  —  5.08  —  41-30 

—  O.Ol  —  O.Ol  —      O.  II 

4-  9-9'  4-  1202  +127.81 


Zähler    + 

ax  +0.471023  +0.559786  +0.646457  +0.748585 

b-y  +0.526747  +0.437951   +0.351264  +0.269141 

c-z  +0.001429  +0.001466  +0.001481  +0.001473 

W    -f-o. 999199  +0.999203  +0.999202  +0.999199 
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log  W 
AA 

/ 

log(i-JV) 

log  N 

log  Zähler 

logy 


Febr.  14 

9,999652 

6. 904042 

0.477113 

7.380807 

0-998955 

1.849911 

1.850956- 


Jan.  15 

9-999653 
6.901672 
O.477120 
7-378445 
9.998961 
O.996074 
0.9971 "3 


Dee.  6 

9999653 
6.901465 
0.477120 
7378238 
9.998961 
1 .079904 
1 .080943 


Oct.  »7 

>-999652 
■903465 
477107 
.380181 
998957 
106565 
( 07608 


loß/y  2.308069  1-474233  1-558063  2.584715 

fqx  2.728784  1,913227  2.128385  3,080356 

flV  2^53064  i„859929  1,895932  2„864io6 

fqx  1. 469710  0.622332  0.708308  i„733i5' 


Add.  oder 
.JSubtrts,  log: 


9.360447  8.919337  0.563293  9.816105 
o.  166460  o.  152368  o.  146062  o.  145887 
0.128231       0.106114       0.090942        0.079590 


fqx—Sm  2.089231  ö„7979t6  1,456278  ^„677717 

fqtf  —  S,gl  2,919524  2,012297  2,041994  3»oooq94 

fqz—Sw  1.597941  0.728446  0.799250  1.812741 

h'  7.982875  7.980507  7.980300  7.982254 


JS[X) 

+  1.18 

—  0.06 

-  0.27 

-  4-57 

J1{Y) 

—  7-99 

—  0.98 

—  1.05 

—  9.82 

JS[Z] 

+  038 

+  0-05 

+  0.06 

—  0.06 

Vereinigt  man  diese  indirecten  Glieder  JS{X),  J  2  (Y),  ä1{Z\  mit  den 
directen,  so  erhält  man  neue  Werthe  für  die  Differentialquotienten ,  die  sich  so 
wenig  von  der  Wahrheit  entfernen ,  dass  man  dieselben  der  definitiven  Störung» 
rechnung  zu  Grunde  legen  kann.  Man  erhält  so,  wenn  man  neuerdings  die  An- 
fangsconstanten  bestimmt,  für  die  letzte  auf  einem  Nebenblatte  auszuführende 
Operation : 


f"         /"            /'              /                 •/ 

'/         *w 

874  Oct. 

27 

—  7'5-56 
+  69.18                      +643.83 

—  668.16    — 727.36 

■     Dec. 

6 

—  7.78                  —646.38 
+  4.49                +61.40                     [—     2.55] 

[—  24-33]  —  78-14 

875  Jan. 

■5 

—  3-29                  —584-98 

+  58.11                      -587.53 

—  26.88   —  75.62 

.    Febr. 

H 

-526.87 

— 614.41     — 65842 
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1874  Oot. 

27 

>  Deo. 

6 

1875  Jan. 

'5 

.   Febr. 

24 

1874  Oct. 

27 

.  Dec. 

6 

1875  Jan. 

18 

■  Febr. 

*4 

—   m   — 
/■"    r       ff         •/         "f        *(») 

+  271.82  -f- 267.45     4-290.98 

—  13-18  —aS7-Ö4 
-11.26                  +258-64  [+     9.84]    +    31-53 

1-3-45  —24-44  [+      1-03] 

—   7.81  +234.20  +    10.78     +  30.40 

—  32-25  +235-23 
+  201.95  +246.10     +263.59 

—  9.39  —     9-99    —    >°-82 

—  0.25  •  +     9.61 
+  0.93                  —      9.64  [—     0.38]   —      1.19 

-0.40  +   0.68  [ —     0.03] 

+  0.53  —     8.96  —     0.41     —      1.16 

+    1.21  —     8.99 

—  7.75  —     9.40    —    10.08 

Nun  beginnt  dte  definitive  Rechnung  nach  den  Formeln  VI  .  da  die  aus  III; 
resultirenden  Werthe  der  directen  Glieder  für  diese  ersten  vier  Störungsintervalle 
keiner  Verbesserung  bedürfen ,  indem  die  Störungen  rücksichtlich  dieser  Glieder 
nahezu  unmerklich  sind.  Die  für  diese  vier  Orte  in  den  Tafeln  A,  B,  X,  Y,  Z, 
enthaltenen  Grössen  werden  daher  ohne  weitere  Erklärung  verständlich  sein  und  ich 
will  demnach  nur  noch  zeigen,  wie  die  Rechnung  für  den  nächsten  Ort,  Sept.  [7 
durchgeführt  werden  muss. 

Vorerst  geben  die  Tafeln  X,  Y,  Z  für  SepU  17  die  doppelt  summirten 
Werthe: 

—  2027.57       +  796.88      —  28.99  ; 

nach  dem  Gange  der  Funktion  wird  man  für  die  am  17.  Septbr.  zu  erwartenden 
Funktionswerthe : 

—  798,  +271  |    —  8 

in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  annehmen  können  und  nun  mittelst  der  Formeln : 

l  =u/m  («+»'»)  +'n  /(-)(«+»'«) 

1  =  "fw  [«+»'")  +  ^  /(ii  [a-f-»»j 

£  =  "Zw  («+*'»)  +  ~  Ad  l« + »'  «>j 

hinreichend  genäherte  Werthe  für  |,  ij,  £  erhalten,  welche,  auf  die  fünfte  Decimale 
abgekürzt,  an  der  entsprechenden  Stelle  in  dem  Bogen  A  eingetragen  werden.  Die- 
selben werden  sein: 

— «,         +8,         o, 
und  man  steht  sofort,    dass  selbst  ganz  rohe  Annahmen  über  die  Funktionswerthe 
f(x)  («  +  *»),  /fg)  \a-\-iw) ,  /|,)(«  +  »mj)  mehr  als  genügend  genaue  Annäherungen  für 
|,  17,   'C  ergeben  werden. 
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Man  gelangt  jetzt  nach  Durchfuhrung  der  Rechnung  mittelst  der  Formern  III) 
(pag.  108)  zu  den  definitiven  Werthen  für  2"  [X],  2  (Y),  2  {Z),  und  bildet  nun 
nach  V  (pag.  109)  die  Werthe  S&),  8(VJ,  S(li,  die  bis  auf  die  geringfügigen,  anfänglich 
ganz  unerheblichen,  durch —  fu[a-\-iv>)  veranlassten,  Correctionen  direct  be- 
rechnet werden  können;  man  kann  diese  Correctionen  in  der  Nähe  der  Osculations- 
epoche  ganz  übergehen,  später  wird  man  dieselben,  da  durch  die  Berechnung  mehrer 
Werthe  der  Gang  der  Funktion  nahezu  bekannt  ist,  leicht  mit  hinreichender  Ge- 
nauigkeit berücksichtigen  können;  doch  werden  diese  Correctionsglieder,  die 
übrigens  Encke  ganz  übergeht,  selten   sehr  merkbar  werden. 

Die  so  resultirenden  Werthe  für  SU),  $w,  $[t)  sind  in  den  Summationsbögen 
rechts  angesetzt  und  ohne  weitere  Aenderang  der  definitiven  Rechnung  zu  Grunde 
gelegt.  Dabei  mag  bemerkt  werden,  dass  diese  Werthe  S{XI.  S(tl,  Sfll  gegen  die 
sich  aus  den  thatsächlichen  Differenz«  erthen  ergebenden  etwas  verschieden  sein 
können,  da  bei  deren  Bildung  eben  die  zweiten  Differenzen  bloss  näherungsweise 
berücksichtigt  werden  konnten. 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  nunmehr  ganz  direct.  und  nur  für  die  Ermitte- 
lung von  f  wird  man  einen  vorläufigen  Werth  von  q  annehmen  müssen.  Der  Garig 
der  äusserst  regelmässig  verlaufenden  Funktion  log  N  (Logarithmus  des  Nenners) 
wird  in  Verbindung  mit  dem  völlig  bekannten  Werthe  des  Zählers  für  q  stets  ohne 
Mühe  eine  hinreichende  Annäherung  ergeben ,  um  f  gleichsam  als  directen  Werth 
betrachten  zu  können.  Zu  bemerken  ist,  dass  der  Werth  von  q  hierbei  in  Einheiten 
der  siebenten  Stelle  gegebeu  erscheint  nach  den  oben   gemachten  Voraussetzungen. 

In  dieser  Weise  wird  die  Rechnung  fortgeführt,  und  ich  habe  in  dem  unten 
folgenden  Rechnungsbeispiele  alle  Zahlen  der  Rechnung  innerhalb  des  ganzen  Ver- 
laufes derselben  aufgenommen,  so  dass  für  den  Anfänger  ein  hinreichend  aus- 
führliches Normalbeispiel  vorliegt,  nach  welchem  er  eich  in  die  Methode  einführen 
kann,  bevor  an  eine  selbstständige  Rechnung  geschritten  wird.  Bei  der  Bezeich- 
nung der  Horizontale ohimne  ist  im  Allgemeinen  kein  Unterschied  gemacht,  ob  die 
Funktion  selbst  oder  deren  Logarithmus  Aufnahme  gefunden  hat,  da  hieraus  wohl 
kein  Irrthum  zu  befürchten  ist.  Zu  den  angesetzten  Additions-  und  Subtractions- 
logarithmen  wäre  zu  bemerken ,  dass  dieselben  den  zweckmässigen  sechsstelligen 
Tafeln  von  Bremiker  entlehnt  sind. 

Die  Vermeidung  zufälliger  Rechnungsfehler  erscheint  durch  den  regelmässigen 
Gang  der  Differenzen  bestätigt,  und  diese  Prüfung  muss  stets  sorgsam  durchgeführt 
werden.  Hierbei  werden  grosse  Fehler  im  Allgemeinen  sofort  erkannt  und  korrigirt  wer- 
den können,  kleine  Fehler  werden  sich  meist  erst  bemerkbar  machen,  wenn  die  Rech- 
nung um  einige  Intervalle  weiter  fortgeschritten  ist.  Tritt  die  Notwendigkeit  einer 
Verbesserung  ein,  so  wird  im  Allgemeinen,  so  lange  der  Fehler  nicht  allzu  erheb- 
lich ist,  die  Neurechnung  der  directen  Glieder  selten  nöthig  werden;  die  indirecten 
Glieder  dagegen  müssen  von  der  Fehlerstelle  an  wohl  stets  neu  gerechnet  werden, 
wenn  man  das  Resultat  nicht  allzusehr  schädigen  will.     Dieser  Umstand  macht  die 
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Störttugsrechnunp;  für  den  Anfänger,  der  noch  nicht  die  hinreichende  Sicherheit  im 
numerischen  Rechnen  erlangt  hat,  sehr  beschwerlich,  ein  Uebelstand,  der  bei  der  Stö- 
rungerechnung nach  der  Variation  der  Constanten  fast  ganz  vermieden  wird.  Es  ist 
deshalb,  falls  nicht  andere  Umstände  massgebend  sind,  für  eine  erste  Storungsrech- 
nung  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  zu  wählen  und  die  Berechnung  der 
Störungen  der  Ooordinaten  erst  dann  vorzunehmen,  wenn  man  eine  hinreichende 
Sicherheit  in  den  logarithmischen  Rechnungsoperationen  erlangt  hat. 

Ich  stelle  hier  zum  Schlüsse  die  zur  Rechnung  nöthigen  Formeln  übersicht- 
lich ohne  weitere  Erklärung  zusammen,  da  eine  solche  Zusammenstellung  bei  der 
Rechnung  als  Gedächtnisshilfe  nicht  ganz  ohne  Werth  ist: 

I. 
sin  <p  =  e 

sin  a  sin  A  =  cos  Q  sin  b  sin  B  =  sin  Q  C  ^  o 

sin  a  cos  A  =  —sin  Q  cos  »        sin  4  cos  B  =  cos  q  cos  *       sin  c  =  sin  i 

w  =  Jl  ~Q  ,  A'  =  A  +  IO 

B=B  +  io 
C  =  C+  w  =  w. 


M=  Mn  +  ftt 
M=  E  —  e"  sin  E 

ra  sin  v0 --=  a  cos  <p  sin  E 
r0  cos  v„  =  a  (cos  E — e) 


x*  =  r„  sin  a  sin  {A'  ■+-  t>0) 
y„  =  r„  sin  b  sin  (B'  +  v„}' 
z„  =  r0  sin  c  sin  (Cy  +  c0] 

Ä  =  ~ -V-  .  log (u>k)t=g. 675283  (Intervall  40  Tage) 

JP  —  V  (>+**) 

III. 

£  =  %)(«+«'«]  +t,-/w(«  +  ««)  —  ■  •• 

»?  =  %, (s  + 1»)  +  ^ /w,  (a+.'w)  — .. . 
=  =  %l  («  +  *'»)  +  7J  /in  («  + »'  w,  —  ■  ■  • 
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*  -  *.  +  5 

y  =  y»  + 1 

' 

>  =  '«  +  { 

(1  COS  6*  COS  6  = 

i,— i 

p  cos  *r  Bin  ö  = 

»i  —  y 

o  sin#  = 

2,-2 

X,  =  [»*)» 

y,  =  (*<)> 

-v 

z,  =  («,*)' 

1    p» 

üeber  die  Werthe  Ton  (» A) 3  M(  siehe  Tafel  XII. 

(X)  =  X,  +  X, 

m  -Y,  +  T, 

(Z)  =2 

1  +z. 

Xi ,    Y],  Z2  aus  den  Ephemeriden  oder  den  Publicationen  der  astronomischen 
Gesellschaft  zu  entnehmen,  oder  zu  berechnen  nach: 

X,  — (!»*)*  I»,  3j 

y,  =-(«*)>  1»,  *l 

.Z,=-(K>*|>m,  -1,    . 
J(X)  =  (X)»+(X)»+... 
»(*)-(*)»+  (*)*  +  ... 

IV. 

«■„,  =  %,(»  +  .'«,)  +ij(X|-  ^./a  («  +  •■«) 

■s.«  =  'äi  (<■+•'••!  +  ii  *  er)  -  ^/;,  («+•'»: 

Ä» 

& 

f  mit  dem  Argumente  j  aus  Tafel  XI.       * 
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jp  -/» («+•'»)  -1«  +  *'  {/?*  -  *)} 
H  =/»>  (•+•"«)  =2(2)+*  {/»*  -  «(» }   • 

Für  die  Anfangsconstanten  der  Integration  hat  man: 

■ri.-t-) . — £/■  («-i»)  +  ^/»(«-i»)  - ...  "^n 
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Ausführliches  Beispiel 
Encke's     Methode 

der 

StÖnmgsrechnung. 
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E 
sin  E 
cmE 

Snbtract. 

co*.E— e 

r0COBBo 

«U 
»"0 

i9i°*i'4»w7 
Il9°4l'ai"l 
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0.070386 
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9b99S6°S 
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183  V  i"6 
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8.631741 
9,999601 
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o,564598 
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9,996S99 
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0.564117 
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i65023'  s"7 
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0.071599 
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9 . 890806 

9,989938 

0,55*793 
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— S°  9'S6"8 

0.562855 
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9,979535        9,965060 
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o»°°4963 
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9,946015 
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0-5S44'7 
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9.801770 
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O.OB7837 
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9»9*'733 
0,471897 
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— SV'47"i 
0.550164 

.4  +  i% 
£-f>4 

<?  +  c0 

3i6°36'47"i 
«6»34'«"o 
ioo°si'S4  '7 

3M°3o'3l"i 

21I°lB'    7  '1 

9S"46'39"8 
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o-5S4*05 
9,991669 

—  3.5*168 
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rh\%\ 
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8.018133 
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l04nio'36''7 
-6°s8'3i"l 
0.501187 

77"*5'*9". 

87°»i     3"9 

9.999535 

8.664791 

9.865413 

9,104544 

0.48838* 

9996399 
9,600013 

97°**'  5"S 
-7°I7'I3"4 
0.491983 

70°l8'l3''3 

80°  5 '3*  "8 

9-993474 

9-  *35677 

7.901150 

7,1379*7 

0.481311 

7,633406 
900  4's*"i 

-7n37'*i"8 
0.481311 

*69°35''3"9 
i79°Ji'4*"8 
51DS''*i"S 

i63°56'i3"S 

"73°S3'48"4 
48°n'i."i 

1580  7'4i''g 
1680  5'l6"7 
4*ui3'49''4 

*5*a  8'i3"4li45°56io"o 
161°  5'48"3!l55°S3'54"9 
36°i4'ii"o!   3o°ii'i7"6 

*39"'3o'3o"o 
I49°i8'  4"9 
*3°46'37"6 

*3*"49'  7"3 
i4*"46'4i"i 
17°  5''4"9 

2iSV'36"i 
i3S°48'n"o 
io°  6'43"7 

llBü33-ii"7 

ii8°3o'57"6 

*°49V'3 

o.S449*S 
9«999989 
— J.J07J1 
—          116 

0-5393" 

9,997564 
—3.44151 

—         157 

0.531941 
9,990610 

—  3-  33851 

-  106 

0.51589a 
9,978541 
—3-19477 
—         165 

9,96oSi4 
—3.01115 
—         334 

0.S09914 
9,935358 
— 1.7B787 
—         415 

0.501075 
9,901310 
-1-5*57* 
—         509 

0.491771 
9,855784 
-1.21615 
-         615 

9,79468s 
— 1.B9145 
—         733 

—        131 

—3.50963 
— J. 41481 

+S-8697 

—         313 
—3  ■  44564 
—5.390*0 

+  5.7003 

— 3.34*6* 
—5- 33967 
+5.5181 

—         5*9 

—5-17339 

+5-3533 

—         668 

-3.01783 
—5.19148 

+5-1760 

831 
—1.79618 
—5.094" 

+4.996* 

—       :oi8 
—1.S3J90 
—4.98153 
+4.8140 

—       1131 

—1.13846 
—4.85396 
+4.  6196 

—  1466 

—  4.71173 
+  4.4430 

0.545087 
7 . 898077 
+0.O1774 
+           35 

f-5394' 3 
9.016615 
+0.36B15 

+            44 

0.533044 
9. 314730 
+O-70433 

+           55 

9.487719 
+  1  -03109 
+           66 

0.518310 
9.611036 
+  1-34693 

9.705880 
+1.64398 
+         100 

0.501177 
9-781683 
+ 1.91805 

+          "7 

0.491873 
9-84331* 
+1.16364 
+         164 

9.893448 
+1.37497 
+          HB 

+           71 
+0 .01845 
+0. 41836 

-8.0387 

+            89 
+0.  36904 

+0.70454 
-8.1679 

+         109 

+0 .  70541 
+0. 98865 
—8.1931 

+         13* 
+1.03341 
+  1.16983 

-8.4145 

+         .61 
+I-34854 
+  1.54716 
—8.5317 

+         100 
+1.64598 
+  1.8*008 
—8.6448 

+         *53 
+  1.91058 
+1.08746 
-8-7539 

+         3*8 
+1.16691 
+1-348S7 
—  8.8588 

+         43S 
+  1-3793* 
+1.60159 
—8.9596 

9.130698 
9.907161 
+0.10911 

9.115014 

9.871473 
+0.09943 

9.118655 

9.818831 
+0  08861 

9.11161. 
9-7734*1 
+0.07674 

9. 10391 1 
9701685 

+0.06391 
+             1 

9.095627 
9.605498 
+0.05015 
+             * 

9.086788 
9.468098 
+0.03588 
+              4 

9 .077484 
9   *44464 
+0.02099 
+             6 

9.067811 
8  691733 
+0.00576 
+              8 

+0.10910 
+0.11107 
—0.1015 

+O.09941 
+0.119*6 

-0.0915 

+0.08860 
+0.11709 
—0.0835 

+             . 
+0.07675 
+0.11458 
—0.0745 

+             * 
+0.06394 
+0.11173 
—0.0654 

+              5 
+0.05030 
+0. 10855 

+            8 
+0.03596 

+0.10504 
—0.0471 

+           11 
+0.0*111 
+0.1011* 
—0.0379 

+            lö 

+0.0059* 
+0.09709 
— 0.01B8 

1.63559' 

8.039691 

1.090394 

1 .090790 

1.618569 

8.056714 
0.000413 
1.079046 
I .079459 

1.599461 

8.075811 
0.00043t 

1.066739 

1.578330 
8.096953 

0.000451 

1.051671 

1. 555160 

■•>•—■ 

0.000477 
.' -0373'7 

I.S30378 
8.144905 

1.010151 
I. 010757 

1.503861 

8.1714** 
0.000537 
1.001574 
1.003111 

'■475949 
8.199334 
0.000571 
0.983966 
0.984538 

1 . 446963 

8.1183*0 

0.964641 
0.965*54 

°,545"7 
8.448551 
9-03781J 

o,537073 
9.566544 
8.997474 

o,5*38*o 
9.848115 

8. 947483 

0,504800 
0.013995 
8.885011 

8.805705 

o,4459 '8 
O.116161 
8. 70. 309 

0.1B3147 
8-55533° 

o,348753 
0-33S5H 
8-3*3*5* 

0,178474 
0.376056 

7.766413 

o,545i6i   I    0,537170 
8.454081  |    9^67073 
9.037815  1    8.997474 

0,5*4087 
9.848448 
8-947434 

0,505158 

0.014*7* 
8.88507B 

oB479694 
8.805773 

0,446565 
0.2164*5 

8.701568 

0,4041 3* 
0.183431 
S. 555810 

o„349949 
o.335843 
».314488 

0,180148 
0.376453 
7.7713** 

9H4541i7 
7.357761 
7-947035 

9,4576i4 
8.4870B5 
7-9iBois 

9,457o8i 
B. 781376 
7 . 880744 

9,45*1*8 
8.9613*3 
7.831350 

9,44i897 
9.091189 
7-7683B8 

9,4*5i6i 
9.195404 
7.680551 

9,400149 
9.180036 

7.551115 

9,364*15 
9-350976 
7-338714 

9,313**0 

9.410801 
6.801159 

4,36519" 
3.850733 
1,158143 

4*49499* 
3.949089 
1,075*18 

4,613409 
4-037138 
',711305 

4,7**619 
4.110871 
1. 816771 

4,814110 
1.389184 

4,918803 

4.197991 
1.690391 

5,007151 
4.400016 
1.901949 

5„o8965S 
4-5i30'S 
3-065893 

5»i6591* 
4.635*1* 
3- '93753 

4,84335° 
*.75»l7o 
3-315913 

4,9Bo*09 
3.440413 

5*095*8* 
4. 419643 
3.518619 

5,190395 

4.699509 
3- 57031s 

5,166498 
4916668 
3-59*577 

5.3*3777 
5.093637 
3.578780 

5,36iS85 
5. 140885 
3-513*73 

5,378176 
5.364070 
3.35*7»5 

S„37ol*8 
5.466433 

9.814416 
9.963931 

0 • 017949 

9.817900 
9.17781S 
0.018340 

0.150053 

0.006887 

9.819154  [    9.805441 
9.866965  .    9.905941 
9.991*71  |    9.9719*3 

9.78*778 
9.914135 
9.939866 

0.100775 
9-93*345 
9.877781 

9.974610 
9.934038 
9.971104 

9.778408 
9-930697 
0.058850 

4,667776 
3,814664 
3.36386* 
8.039196 

4,808109 
3.116904 
3- 458753 
8. 056301 

4,9*1547 
4.18719" 
3-S*55'6 
8.075390 

5,009549 
4.566474 
3-561587 
8.096501 

5,071939 
4.811610 
3.564500 
8.119S46 

5,106555 
5. 01787* 
3.518646 
8.144400 

5,1080*6 
S.i73*30 
3-391055 
B.170B85 

5,064165 

5.198108 
3.036997 
8.198761 

4,9443*o 
5.397130 
1,911151 
8.117708 

Ic 


A, 

M- 

»»73 

Dm.  16               Nr™,  t 

187* 

M*»6       |       J„,s 

Sspt.  37       |      Ad*.  .8                Juli  9         |        K*I  jo 

Jtf 

2f 

si.ii' 

Co>£ 

Subtract. 

cotE—e 

ratio  Po 

sin  V 

r0COBB(| 
1"0 

6j°io'57"5 
7**4o'  6"i 
9.979810 
9-474°71 
9.S559JI 

9 . 095061 

0.468667 
9.996117 
9.590541 
I»"»7"*9"J 

_7"sg'4S"i 
0.472440 

56°3'4i"7 
6SV*»"3 

9-957533 
9.614761 
e.  155378 
9.394509 
0.446380 
9  983866 
9.S89988 
74°i8'44"l 
—  8"n'  0"* 
0.462514 

48°S6'*5"8!  4l049'lo"o|  34*41 'S4"i 
57nl8'lo"l     49°2l'35"i  '  4i"is'  l"o 
99*5073'     9  »80135  1     9.819115 
9-73*554  1     9-813786       9.8761*3 
9.831836       9.865528  '     9.886108 
9.564390       9.679114       976*131 
0.413920 j     0. 368982       0.307962 

9.961164       99*5559'     9-<73"6o 
0.059869]     0.1747931     0.157710 
66°7  4l"9     57**4'lo"i.    48nl8  l6'9 
— 8*43'33"7  —9°  5'43"3  -9°»6'3*"7 
0.451756        0.4434*3       0-414*0* 

*7°34'38"l 
3i°59'i5"l 
9-735964 
9  9*3653 
9 . 899401 
9.813055 
0.214811 
9.891319 
0.318534 
38°51'J4"* 
— 9044'58"4 
0.4*7*05 

lo"*7'*i"5     ll"*o'  6"6 
l403S'i9"3'   160  j'loV 
9.619145  1     9.441684 
9-958707       9.981648 
9.908091       9.913548 
9-866799;     9-896196 
0. 108091 1     9.931531 

9-941111 J     9-975163 
0.36*178       0.391675 

*9*  6'ss"B'   i9ü7'l"B 
-90J9'5l"orlo".o'l4"l 

0.4*0945  1     0.416111 1 

A  +  v0 
B  +  ro 
C'+eo 

2]0°55'59"9 
110°5J'J4"8 

HS,""   i"s 

ioin57'i4"7 
1 1 1"54'49"6 
347°i3'*2"3 

I94°l6ri4"5 

I04°13'49"4 
338"5*'**"i 

i8sV'4o"8 
95°So'i5"7 
330"  8'48"4 

I76°46'57"5 
86°44'3i"4 
)*:°  )'  s"i 

i67°*o'*4"S 
77°i7'59"7 
)U0)6'3*"4 

I57°15'*6"4ji47035'l3"4: 
fiftt'  1")!  57°13'  '"3! 
)oi°5ir34"o  *9i°5i'4i"o 

iE 

I 

0.47***8 

9,7io997 

—  1.51484 

-  861 

0.461J02 
9,591057 

-  113073 

-  993 

o.45*544 
9,401637 

—  O.71479 

—  ii*5 

0.44)111 
9n0 10345 

—  0.18416 

—  1*47 

o.43459o 

8.749149 

+  0.15*66 

—        1349 

0.4*6991 
9.I40764 

+  0.58581 
—         1417 

0.410733 

9.581176 

+  1 .00440 

—         '438 

0.416100 

9.719"1 

+    I.19705 

—          1400 

—  l.54«>5 

-  4-555« 

+  4- »541 

—  1986 

—  1   15059 

—  4-18478 
+  4.0636 

—  o.737*9 
±   3-87io 

—  *495 

—  0.30911 

—  400398 

+   3-6766 

—  1698 
+  0.1*568 

—  3.79460 
+  3.4804 

-  *833 

+  0.55748 

—  1-57116 

+  I.1817 

—  1875 
+  0.97565 

—  1-34086 

+  3.0834 

+   1-36904 

—    3-09774 

+  1.8817  ! 

r0»nfr 
.in(B+tM) 

R 

0-47*llo       0.46*404 

9-93355*       9-96430J 

+  2.54614  +  1.67m 

+          19»  +          193 

O.451646 

9.985816 

+.   2.  74449 

+           5*6 

0.443313 

9.99774* 

+  *■ 76091 

+            695 

0.434691 
9.999197 

+  *. 716)7 
+          903 

0.417095 

9-989*41 

+  1.60B18 

+          1'47 

0.410835 

9-965773 

+  1-4156: 

+        1411 

+  1.10031 
+       1713 

+■           S«4 

+  *.S5'98 
+  ».«4871 
—  9.0561 

+           786 
+  ».67907 
+  3.08612 
—  9.I483 

+         105* 

+  *■ 7S5ol 
+  3-31406 
—   9. »36i 

+         1191 
+  1.77484 
+  1-S3176 
—  9-3197 

+        1806 
+  *■ 73443 
+  3-71845 
-  9-1988 

+          1194 
+  1.6311* 
+  3-93144 

-   9-473! 

+         *B4* 
+  1.46403 
+  4.11603 
—  9-5418 

+       3417 
+  *.*34S» 
+  4-*8S55 
—  9.6096 

sin  (C+Co! 
*o 
« 

f 

■IC»] 

9.057941 
+      '        10 

9.04B015 
9,144706 

+      '        1* 

9.038157 

9,S56Bli 

-  O.03936 

+               '1 

9,697037 
—  0.05311 
+             13 

9.010303 

9,798)90 

—  0.06587 

+             11 

9,8737*4 
—  O.07699 
+              10 

9.006446 
9,9*908S 

+     "         5 

9.001813 

9,967589 

—  0.09310 

+               »0 
-  o!oi96 

+              »1 

—  0.0*447 
+  0.08796 

+              16  +               26 

—  0.03910—0.05195 
+  0.0B199  +  0.07775 

—  0.0011     +  0.0080 

+              *4 
—  0.06563 

+  0.07*17 
+  0.0171 

+             19 1+             io 
—  0.07680  1 —  0.08610 
+  0  06657]+  0.06066 
+  0.0164    1+  0.0356 

3 
—  0.093*3 
+  0.05455 
+  0.0447 

A 
i  +  A* 

■TO-Hf 

yo+1* 

«>  +  K 

y 
i 
Jw 

i.4173«>        1.38754* 
8.157963        8.187741 

0.944880       0.915028 
0.945535        0.9*5730 

1 . 358268  1     1 . 330169       1 . 304406 1     1 .181615 1     1  *6lB35  1      1 .148936 
8-117015       8.345014       8.17o877  |     8.193668       8.411448       8.416347 
0.000751       0.000801       0.000849      0.000B95 ,     0.000935  ■     0.000964 
0-905511  |     0.886846      0.869604      0.854410      0.841890       0.831614 
0.906163       0.887647:     0.870453       0.855305       0.841815       0. 833588 

0,185669 
0.4063B0 
7,97SB9i 

O.0571S6 
O.417346 
8,39058* 

9,860961 
o.439*91 

8,59!6iS 

9,47**15 

0-44*147 
8,7*4931 

9.141546 

0-43S43O 
8,817896 

9-7571*3 
0.418143 

8,885870 

9.995644 

0.389114 
8,935*55 

0.140838 
o- )4585i. 
8,969509  1 

0,188098 
0.4068 7« 
7*971176 

o.4*7984 
8,3886)4 

9,867638 
0.440114 
8,59*177 

9,490113 
o.443*38 
«„723866 

9.099166 
8,817101 

9.746119 
8,885361 

9-9B9*94 
0.19164« 

8,915003 

0.136416 
0.349196 

8,969556 

9,*40i 34 
9.460845 

7,030356 

9BI3'4*6 
9.501616 

7,464851 

8„9S4698 
9.531010 
7,68 7 35S 

8,584568 
9-554500 
7,037i84 

8.173093 
9- 564977 
7,947443 

8.901818 
956*938 

8,030565 

9.151819 
9.546309 

8,091430 

9-307*50  ■ 
9.511164 
8,1359*1  ! 

4.763068 
3-*9*7Jo 

5,*98iS5 
3.364937 

5,35*555 
5.019589 
3.409199 

51.397634 
5.14U17 
3-4*1*13 

5,431897 
5.155161 
3.389846 

5,451ioB 
S-3I9643 
3.287945 

5,460181 
5-451148 

3.017680 

5,448977 
5534834 

1,418571  ' 

St' 
fit 

Ji- 

Subtract.  -J 

/ff*- Vi 
/f»-*ü 

/?«-V 

5,31097* 
S -54975* 
3h1  Hl  SO 

5,*477°o 
5.614764 

3,575414 

5,088901 
5.661387 

3,8 1 3440 

4,735661 
5.688786 

),9694i4 

4.357735 
5.695136 
4^>75S7I 

5 . 004650 
5.678561 

4,1437*1 

S-*l*501 
5.614855 
4,178111 

5.346106 
5.558986- 

4,179146  , 

9.390037 
9.9**505 

9.090591 
9.908732 
O.108410 

9.911716 
9.887538 
O.144366 

9.893316 
9-855**5 

0.108134 

0.035150 
9.804118 

0.131179 
0.0)5068 

O.101943 
9.715601 

0.151678 
8-757100  ' 
9.99111*  ! 

4*625668 

5-47**57 
3,513597 
8.157308 

4.338191 
5.513496 
1,7*  3«  34 
8.187039 

5. 010617 
5.548915 

3,957806 
8.316164 

5 . 190960 
5.544011 

4,077648 
8-344*1) 

5.467047 
5 ■ 4994fi4 
4,156988 
8.370018 

5.S85687 
5-3947" 

4,100446 
8.39*773 

5.661125 
5.168751 
4,107130 
8  4«513 

5.701655 
4.191114 
4*1 71568 
8. 415383 

1B72 

187" 

April» 

6°Il'So"8 
7°Jo'4B"4 
9.116471 
9.996155 
9.916488 
9.91174! 
9.605318 

9 .994683 

B°j6'48"5 

-io0.5'.s"" 

0.413539 

MtRII 

359°  S'34"9 

35B°54'  9"8 
8.181167 
9.999910 
9.917161 

9.917181 
8.771014 
9.999887 

3j804i'i3"4 
-io"i4'3o"4 

0.411774 

35i°58'i9"i 
15on'7'5o"o 
9,116696 
9-991741 
9- 91 5954 
9.909697 
9.7" 5541 
9.991116 

0.405176 
348°17'    3"o 
-.0°  8'  5"3 

Dm.  n 

344n5«'  l"* 
141°44'i*"5 
9«496o75 
9-977551 
9.911417 
9-8«9970 
9.9849** 
9.968116 

0.385449 
3380i8'j7"7 
— 9°s6'*8"6 

o.4i73*l 

Hot.  11 

33?°43'4?"4 
313°is'3°"8 
9.651 '79 
9.950B74 
9.906**5 
9.857099 

9.930183 

0.35*57* 
3i8"i*'*9"i 
-9°4o'34"i 

o.4**395 

33o°3&'3i"6 

3*4°51'38"9 
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—    1.93   ;  —    1-65 

—     1-37 

-     1.78 

—    1.90 

-     3.06 

-     3-13 

—     3-43    1  —     3-64 

-      3.87        -     4->o 

—     4-3* 

—  11.16 

-     11.91      ;    —     11. 7* 

—  13.75 

—   .4.84 

-   16.05 

—   17.39 

+  M-a 

+  13.00 

+  13.06 

+    13.11     ;    +    13.17 

+  13.11 

+  "3-iJ 

+   13-19 

+  13.3* 

+  3.0* 

+  1.50 

+     1.90 

+     1.10      +    0.39 

—     0.54 

—     i-S9 

-     ».76 

—     4.07 

+       °.IJ 

+     o.is 

+    0.17 

+     0.10    !  +     0.13 

+     0.15 

+     0.18 

+     0.31 

+     0.35 

—   0.08 

-     0.13    1—     0.14 

+     0.06 

+  0.07 

+    0.07 

+     0.09       +     0.11 

+     0..1    |+     0.14 

+     o..6 

+     0.18 

-673*7-1 

—  61171-7 

—  44473-41—  117*8. 1 

+     3051-4  +  16113.8 

+  447*0.1 

+  57059.6 

+115016.3 

+10*069.5 

+  89864.« 

+  61911.6.  +  17679.7 

—     8415.7 

-  41078.3 

—  69983.* 

—  90187-8 

+          18.  f 

+      91-: 

+       11*. 91+       137.1   +       143-t 

+       118. 1-+         9*. 5 

+  47717. i 

+  39035-0 

+  18784.1 

+  17568.1,+     6018. 7I  -     .5131.; 

—  15718. s 

—  »5085.6!—  33.>35-7 

-l-o.  44611t 

+0.611603 

+0.783111 

+0.906987  +0.97945! 

+0.995018!  +0.956601+0.873656+0.759175 

+0. 11719t 

+0.091003.  +0.01B051 

+0.001119  +0.038310,  +0.110199+0 

133679 

+0.001413 

+O.OOC485 

+0.00145« 

+0.001341   +0.001155 

+0.000916+0.000685  +0.000459+0 

000167 

+  1.004845 

+1.003501 

+.1.00197' 

+  1.000331   +0. 99866, 

+0.997063   +0.995596  +0.994314+0 

993**1 

0.000855 

0.000144       9.9994« 

9.9987H[      9-998083 

9-997514      9 

997045 

7-3554*5 

7.357780 

7.3539« 

7.3441331      7.318917 

7.3090171      7-185363 

7.158*67       7 

0.471871 

O.477693        0.47884c 

0.479867       0 

480750 

7.819516 

7.81876; 

7.8194811      7.804800 

7.78544»        7.761186 

7.736*58       7 

708161 

9 • 9970S! 

9.99703! 

9-997061 

9-997115,      9-997«o 

9.9973411       9-997480 

9   997617       9 

997776 

4.678771 

4- 59« 454 

4-45915' 

4.144714,      3-?8oin 

3.7l86io|       4.196411 

4*399414       4 

510196 

4.681714 

4.594415 

4-147599       3-78300« 

3.7H  »68       4.198931J      4.401797      4.511510 

5- "53645 

5.067185 

4.936076 

4.711B04I      4.159467 

4,198961!      4.677771I      4.881664.      5,003170 

—       61.16 

-       48. 3I 

_     38.6. 

—       31.46 

-       16.55 

—       13-5 

—       »1.13,—       11.0I 

-hi3747. iJ 

+  11664.16 

+10101.7- 

+  6705.10 

+  1703.11 

—  1135.06 

—  4644-56  —  7»4'-I7 

—  8918.64 

-       58.*! 

-     63.81 

—       68.91 

—       74-oS 

—       79." 

—        84.0! 

—        88.81 

—  33*1-19 

—  7368.9; 

—10819.60 

—  13144.3; 

—  14313-4: 

—  14056.06 

— 11664.97 

—  10503.9 

-  7951-18 

4-       3-M 

+         1.63 

+      1.11 

+         i.74|+         i-44 

+         i.io 

+          1.04 

+          0.91 

+         0.87 

—    315-1* 

—     109.57 

—     63.63 

+       90.97 

+     131-67 

+     340.96 

+     409 . 63 

+      43694 

+ 

418.36 

,  Google 


Datum 

r 

/" 

/■■■ 

/" 

/■ 

f=**- 

*         dt* 

•/ 

"/ 

sw 

187 i  Juni     5 

+  1688.59 

—  8951.84 

— 5!*91-°S 

+  187199.36 

+187194.1 

Juli    15 

_ 

96.43 

+  907.97 

+1596 

56 

—  7163.25 

—60556.30 

+134006.31 

+134001.0 

Aug.  »+ 

+ 

7.IJ 

— 

87.9S 

_ 

184.41 

+  8H.54 

+3408 

10 

—  4666.69 

—65*21.99 

+  734SO-01 

+   71444-1 

Ort.    3 

+ 

77-S3 

— 

80.85 

_ 

46J.16 

+  5*7. '1 

+191S 

13 

—  »*S«-S9 

—66481.58 

+     8*27.0* 

+     8*14.0 

Nov.  11 

+ 

'39-97 

— 

■03.31 

_ 

568.58 

+     6'- 87 

+1997 

+  1676.64 

— 63804.94 

—  S8»S4.S* 

—  58*S6  J 

Dec.  11 

+ 

36.65 

—   506.71 

+  6673.74 

—112059-50 

+ 

IS2.2ä 

S3'-93 

+1490 

39 

—57131.20 

187a  Jan.   ji 

+ 

188.93 

—  1038.64 

+10164.13 

—  179190  70 

—179190.6 

+ 

99.81 

341 -00 

+2451 

75 

—46967.07 

Mann 

J.68 

+ 

1B8.74 

_ 

54-1& 

-Ijll.64 

+  1070 

+11615.88 

— 143S'-'9 

—226157.77 

-.26.56.1 

+ 

18;. 06 

—  1415-9° 

+'j68j.99 

—  160508.96 

— 160508.60 

97-30 

+ 

230.80 

-  16S 

79 

Mai    3° 

+ 

187.76 

—1105.10 

+11310.10 

—  181174.16 

— »8U75-" 

13*.'7 

+ 

418.56 

—1570 

89 

—  7145- 00 

+ 

49-59 

—  786.54 

+11749-3' 

—188519.16 

—1885*1.75 

116.79 

+4*». 'S 

— *157 

43 

+  4404.}) 

Aug.  18 

_ 

63.19 

- 

67. 10 

+ 

400.95 

—  118.39 

-2675 

82 

+  9391-88 

+  13796.19 

— 184114.85 

—  1841*1.89 

Sept.  »7 

130.49 

+     81.56 

+  6716.06 

— 170318.66 

— 270331 •<* 

8. 19 

+ 

— 1593 

16 

+20511. is 

Nov.    6 

138.68 

+  ISI.02 

+  4121-80 

— 249806 . 41 

—  24981402 

17-45 

+ 

ni. 78 

14 

+14635.0S 

Dec   16 

111.23 

+  48480 

+   1882.56 

—115171-36 

—1*519311 

+ 

19-00 

+ 

10.55 

—1755 

44 

+  16517.61 

1873  Jan.   *S 

72.il 

+  505.15 

-198651.75 

—  198680.4s 

+ 

3&-S8 

51.68 

—  1*50 

"9 

+»6644.73 

Mär»  6 

+ 

17.00 

— 

15-65 

_, 

87-13 

+  453-67 

-796 

42 

—  m*. 97 

+15511.76 

—172009.0* 

—  172040.8- 

April  15 

+ 

8.6S 

+  .366.14 

—  "9'9.J9 

—146487.16 

—  1465*4.9" 

+ 

■6.88 

95-98 

~  430 

08 

+11602.37 

Mai    is 

+ 

8. 10 

+ 

8.23 

_ 

87.75 

+  270.36 

—  '59 

72 

—  »349-47 

+11251.90 

—12*884.89 

—111919. 11 

Juli     4 

+ 

'6.33 

+  .82.6. 

—  250919 

—101631.99 

-10168350 

+ 

I-S4 

7>-4* 

+      M 

89 

+  18743.71 

Aug.  13 

+ 

.8.87 

+  111.19 

-  2486.10 

—  81888.28 

—  B»947-4* 

'•44 

51-55 

+  m 

08 

+16*57.41 

Sept.  11 

_ 

3.91 

+ 

"7-43 

_ 

35.11 

+     58-64 

+  19* 

71 

—    2JS2.22 

+  '3905.19 

—  66630.87 

—  66697.61 

Nov.    1 

+ 

13. Ji 

+     13-5* 

—  »159.50 

—  5»7*S-68 

—  5 »799-1: 

4.J3 

11.61 

+  »16 

14 

+  1I74S.69 

Dec.  11 

_ 

J.54 

+ 

8.98 

_ 

.1.63 

+      i-9> 

+  218 

'S 

—  1943.16 

+  9801.43 

—  40979.99 

—  41059.il 

1874  Jan.   20 

+ 

5-44 

—    10.71 

—  1725.11 

—  11177. J6 

—  11260.25 

1-39 

7.19 

+  »7 

43 

+  8077.3» 

M&rz    1 

+ 

3.05 

_ 

4.14 

—     17-9" 

+  189 

51 

—  1517.68 

+  6559.64 

—  »3100.14 

—  93184.17 

April  .0 

+ 

2.38 

_ 

1.76 

—     21.05 

+  167 

47 

—  1328.16 

+  5*11.48 

-  .6540  60 

—  166*3.49 

Mai    10 

+ 

l.ll 

+ 

0.41 

-    23.  u 

+  '43 

66 

-  1160.69 

+  4070.79 

—  11309.1» 

—  11389.04 

Juni  »9 

+ 

1.B7 

+ 

1.19 

-     *3-J9 

+  110 

i? 

—  1017. OJ 

+  I05I.76 

—     7138.13 

—     7113.89 

Aug.    8 

+ 

1.65 

+ 

1-94 

-     11.10 

+     99 

17 

—   896.76 

+  1157.00 

—     4184-57 

—     4254.9* 

Sept.  17 

+ 

4-J5 

-     17.16 

+     8» 

01 

—     797-59 

+   1159-4' 

—    2027 . 57 

—      209*. 8- 

Oot.      27 

+ 

5.01 

—     11.81 

+     69 

10 

—     J1S-S8 

+     641.81 

—      668.16 

—        7*7.16 

Dec.     6 

-       7.80 

-     646.38 

—         14-J1 

—           78.14 

;+ 

4.50 

+     61 

40 

—         »SS 

1875  Jan.  15 

; 

—       3-JO 

+      SB 

10 

—     584-98 

—     587-S3 

—         16.88 

—           75-6i 

Febr.»4 

j 

—    516.88 

—  1114.41 

—       614.41 

—        658-4' 

—     17*8.8* 

._ 

r 

f» 

/'" 

"     f" 

/' 

J  —  AP 

/ 

"/ 

£(») 

.871   Juni     5 

i-1548.06 

—  8044.73 

+17711.  u 

+  518147.61 

+  s*8i397 

Juli    15 

4-  391. 80 

— 10591.79 

+  555869.7* 

+  555860.8 

+  378.33 

— 1156.16 

+17119.31 

Aug.  14 

*4  63 

+  770.13 

—11749  05 

+  57*999-04 

+  57*987-3 

+  IJj-r° 

-.386.13 

+  438o. »7 

Oct      J 

_ 

■01.67 

~ 

130.99 

+ 

111.71 

+  11*3.83 

—  161.30 

—14135.18 

—  9754-91 

+  577379-3' 

+  577368-1 

Nor.  1* 

_. 

45- IS 

~~ 

»33.66 

«o.9S 

+  1346.54 

+  1084.14 

—14397.48 

— i4iS*-39 

+  567614.40 

+  567611.4 

Dec.  11 

+ 

49- SJ 

~ 

178.81 

_ 

189.76 

+1335-59 

+»419.83 

— 13313. *4 

—37465-63 

+  54347*- 01 

+  54346.-7 

1871  Jan.    31 

+ 

136.67 

~ 

119.18 

_ 

519.04 

+1045.83 

+3465.66 

-10893.41 

-48359.04 

+  506006.38 

+  505997.3 

Man  11 

+  5*6.79 

—  74*7-75 

+  457647.14 

+  457640.0 

+  167. 9& 

611.65 

+399* -45 

—55786.79 

April» 

+ 

ras. ]4 

+ 

75-35 

_ 

536-10 

—     84.86 

+39*7-59 

—  3435-30 

—59111.09 

+40.860.55 

+  40.856.10 

Mai    30 

+ 

39.09 

+ 

100.69 

_ 

115.6: 

—  611.16 

+3*86.43 

+     47*. »9 

-58749.80 

+  141618.46 

+  34*616.54 

Juli      9 

_ 

19-  6j 

+ 

139.78 

_ 

95- «1 

—  9S6-77 

+1319.66 

+  3758-7* 

—54991.08 

+  183888.66 

+  183888.35 

Aug.  1« 

_ 

81.30 

+ 

ico.  15 

+ 

104.li 

-.0J..60 

+1177.06 

+  6O88.38 

—48901 .  70 

+  118S97.5B 

+  118B98.14 

Sept.  17 

_ 

81.45 

+ 

117.85 

+ 

111.17 

-  948. »8 

+  3*8-7« 

+   736S-44 

-41537.*° 

+  .79994-88 

+   179995-77 

Nor.    6 

_ 

59-35 

+ 

3&-40 

+ 

158.57 

-  716.» 

—  397  11 

+  7694.** 

—33843-04 

+  138457-6» 

+  138457.71 

Dec.    16 

_ 

».87 

~ 

11-95 

+ 

135.61 

—  467.S4 

-  «64.87 

+  7*96.89 

-«6546.15 

+  104614.5t 

+  104613.73 

187J  Jan.   »5 

_ 

6.67 

— 

51.81 

+ 

183.80 

-  131.9s 

—  1096.79 

+  643*.oi 

-10114.13 

+     78068.43 

+     78066.71 

Mira  6 

+ 

6.15 

— 

5B.49 

+ 

115.I1 

-     48.11 

—1144.91 

+  5135- *J 

—14778.90 

+    57954.  jo 

+     5795*- «3 

April  is 

+ 

11.81 

~~ 

51.14 

+ 

73.07 

+     77.19 

-1067.71 

+  41903* 

—10588.58 

+    41175-40 

+     4117*. 98 

Mai    15 

+ 

11.70 

— 

40.43 

+ 

Jl-64 

+  150. »6 

—  9'7-46 

+  jim.6o 

-  7465.9« 

+    31586.81 

+     1*584.77 

Juli     4 

+ 

9-59 

- 

18.64 

+ 

4.00 

+   181.90 

—  734-56 

+  1*05.14 

-  5160.84 

+     »s«*o.84 

+     »S»9.77 

Ang.  13 

+ 

7.31 

— 

19-05 

_ 

15-05 

+  186.90 

—  547.66 

+  1470.58 

—  3790- »6 

+     19B60.00 

+     19860.59 

Sept.  11 

+ 

S-Io 

— 

11.73 

_ 

16.78 

+  171.8s 

-    375-81 

+    911.91 

-  *867.J4 

+     16069.74 

+     16071.97 

Nov.    1 

+ 

4-7J 

— 

5-93 

_ 

11.71 

+  US- 07 

—  *3° -74 

+      S47." 

—  13*0.1] 

+     13101.40 

+     13109.03 

Dec.   11 

+ 

4.I0 

— 

1.11 

_ 

33-91 

+  1.1.36 

-    .18.38 

+      116.37 

—  1003.86 

+     10881.17 

+     10891.75 

1874  J".    M 

+■ 

3.05 

+ 

1.89 

_ 

31.01 

+     78.44 

—     39.94 

+      197.99 

-  .805.87 

+       8878.1. 

+       8891-84 

Min    1 

+ 

I.IJ 

+ 

5-94 

_ 

15.09 

+    47-4« 

+        7.47 

+      158.05 

-  1647.8* 

+       7071.44 

+       7091 .41 

April.» 

+ 

7-09 

_ 

18.00 

+     11.3* 

+     19.79 

+      165.5* 

—  148*- 30 

+       54*461 

+       5446.91 

Mai    10 

+ 

6.84 

_ 

11.16 

+      4-3» 

+     34.11 

+      195.31 

-  1H6.99 

+       3941.3* 

+       3966.91 

Juni  19 

+ 

5.49 

_ 

5.67 

—      6.84 

+     *7.»7 

+     119-4» 

-  1057.57 

+      »6JS-13 

+       1681.01 

Aug.    8 

+ 

1-79 

_ 

1.88 

—     i*-5' 

+     14-76 

+     »56.69 

—     800.88 

+      1597.76 

+       1611-51 

Sept  17 

+ 

1.71 

+ 

0.I4 

—     14.39 

+       0.37 

+     »71-45 

—     5*9-43 

+        796.88 

+         811.86 

Oct.   »7 

+ 

1-45 

+ 

1.19 

-     «3-55 

—     13.18 

+     171.81 

—     *57.6i 

+        167.45 

+         190.98 

Dec.     6 

+ 

1.16 

—     11.16 

+     *58-64 

+           9- 84 

+           31-53 

+ 

3-45 

'—     *4-44 

+         1.03 

1875  Jan.    is 

—     r.iii 

—     3*  "5 

+     »14-» 

+     »15  »3 

+          .0.87 

+           10.40 

Feb.  14 

1 

+    »01 . 95 

+    437-18 

+        14610 

+         »61-59 

+        683.18 

GoogI 

1S8 
Z 


Datum 

/■!/•■ 

;  /'"   ;  /" 

/' 

J           dfi 

/     1 

V 

16288.3 

1871  Juni     5 

j 

+  4*9.13 

_ 

16288.54 

_ 

+ 

8.64 

+ 

774-83 

Juli    15 

1—  3S-84 

+  437-87 

15513.71 

15S'3.J 

'S -47 

+ 

1212.70 

Aug.  H 

+  2.18 

+    « 

14 

+ 

..J  — 

3> 

_ 

68 

5' 

+  410- 67 

+ 

■623-37 

— 

14301.01 

— 

1430O.  7 

Oct.     3 

+     « 

42 

—  40 

54 

4-  34a.1t 

12677.64 

12677.4 

08 

+ 

9.19 

109 

OS 

+ 

I965.53 

Nov.  11 

—  j 

16 

+     * 

14 

+ 

■  Ml 

-  3' 

35 

_. 

.+0 

40 

+  »33.11 

+ 

2198.64 

~ 

10712.1t 

— 

10711.9 

Dec.  22 

—  s 

99 

+    5 

08 

+ 

22.61 

—  13 

82 

_ 

154 

„ 

+    9*- 71 

+ 

2291.35 

_ 

8513.47 

— 

8S133 

1871  Jan.    31 

9» 

4-    8 

79 

—    61.5t 

- 

—  5 

78 

+ 

2I.70 

HS 

43 

+  2229.84 

Märati 

—  3 

81 

—    6 

69 

+ 

5.01 

+   3" 

49 

_ 

114 

94 

-  206.94 

+ 

2022.90 

- 

3991  -  28 

~ 

3991-2 

April  20 

+  0 

21 

—  10 

S° 

+ 

451 

+  45 

50 

_ 

69 

44 

—  321.88 

+ 

1701.02 

~ 

1969.38 

— 

1969.30 

Mai    30 

+  3 

74 

—  10 

29 

_ 

5-78 

+  SO 

Ol 

_ 

'9 

43 

-  391-3« 

+ 

1309.70 

~ 

268.36 

— 

168.27 

Juli     9 

+  4 

08 

—    6 

55 

_ 

i-33 

+   44 

*3 

+ 

14 

80 

—  410-75 

+ 

898.95 

+ 

1041.34 

+ 

1041.55 

Aug.  18 

+  4 

18 

~     ' 

47 

_ 

4.80 

+   31 

90 

+ 

56 

70 

—  385.95 

+ 

513-00 

+ 

1940.29 

+ 

1940.64 

Sept.  27 

+  " 

55 

+    1 

71 

_ 

3-°9 

+  17 

10 

+ 

73 

8t) 

—  3*9- 'S 

+ 

>8].7S 

+ 

»453 -»9 

+ 

2453.84 

Nov.    6 

+  0 

93 

+    3 

26 

_ 

9.83 

■+-     4 

Ol 

+ 

77 

81 

—  »55-45 

71.70 

+ 

2637.04 

+ 

2637-75 

Dec.   16 

+     4 

19 

__ 

5-64 

—    5 

81 

+ 

7' 

99 

—  177.64 

_ 

249-34 

+ 

»565-34 

+ 

2566.25 

1873  Jan.    is 

+     3 

26 

_ 

2.38 

—  11 

46 

+ 

60 

53 

—  ioj.6j 

_ 

354-99 

+ 

1316.00 

+ 

2317.06 

März    6 

+     * 

33 

__ 

0.0s 

—  «3 

84 

+ 

46 

69 

—    4S-i* 

_ 

+ 

.961.0, 

+ 

1962.13 

April  .5 

+     1 

40 

+ 

'■35 

-  13 

89 

+■ 

3i 

80 

+       1-57 

_ 

39* -54 

+ 

.560.90 

+ 

■S6l..t 

Mai    25 

+    » 

71 

+ 

1.06 

—    IS 

54 

+ 

10 

26 

+     34.37 

_ 

364.17 

+ 

1162.36 

+ 

116J.84 

JuU     4 

+    0 

12 

+ 

2.1S 

—  10 

48 

+ 

9 

78 

4-     54.63 

309-54 

+ 

798.19 

+ 

799-74 

Aug.  13 

+ 

2.10 

-     8 

3° 

+ 

48 

+     64.41 

_ 

145-13 

+ 

488.65 

+ 

490.11 

Sept.  2* 

+ 

I.Ol 

—    6 

20 

_ 

4 

71 

+     65.89 

179.24 

+ 

»43-5* 

+ 

245-01 

Nov.    1 

+ 

1.88 

-    4 

»9 

8 

91 

+     61.17 

118.07 

+ 

64.28 

+ 

65.58 

Dec.  11 

+ 

1.63 

-     * 

3' 

_ 

,, 

+     sa.26 

_ 

65.81 

- 

53-79 

— 

5*.  76 

1874  Jan.  10 

+ 

.36 

—    0 

68 

_ 

,, 

9° 

+     41.04 

_ 

24-77 

— 

..9.60 

— 

118.91 

Man    1 

+ 

0.90 

+    • 

69 

_ 

„ 

+     »9-H 

+ 

4-37 

~ 

i44'37 

- 

144.06 

April  10 

+     • 

5« 

+     17.9* 

140.0s 

+ 

°-55: 

9 

64 

+ 

12.29 

Mai  20 

+ 

0.08 

+     * 

13 

_ 

7 

5» 

+       8.28 

+ 

30-57 

~ 

117.71 

— 

118.07 

Juni  29 

0.19 

+     * 

21 

_ 

5 

30 

+      0.77 

+ 

3' .34 

— 

87.14 

— 

87.73 

Aug.    8 

0.32 

+     * 

02 

_ 

3 

18 

—      453 

+ 

i,8, 

_ 

55.80 

~" 

56.54 

Sept.  17 

_ 

0.37 

+     1 

70 

_ 

5> 

—      7.81 

+ 

19.00 

28.99 

— 

29.81 

Oct.  27 

0.40 

+     * 

33 

»5 

—     '9-39 

+ 

9-61 

""" 

9-99 

~" 

10.81 

Dec.    6 

+     0 

93 

,, 

—      9,64 

— 

0.38 

— 

I.19 

0.40 

+ 

68 

0.03 

1875  Jan-   15 

+     0 

53 

—        8. 96 

— 

0.41 

— 

1.16 

+ 

8-99; 

Febr.24 

—       7.75 

_ 

■  6.74 

9.40 

— 

10. OB 

- 

26.14 

ab»  Google 
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Das  Heispiel  zu  den  oben  für  den  Uebergang  auf  osciilirende  Elemente  ent- 
wickelten Formeln  soll  der  vorstehenden  StörungBrechnung  für  Erato  entlehnt  wer- 
den; die  neue  Osculationsepoche  lege  ich  auf  1871  Sept.  ij  (in  die  Mitte  des 
Intervalles) ,  um  die  Anwendung  der  mechanischen  Quadraturen  möglichst  einfach 
zu  gestalten;  die  Elemente,  die  der  StÖrungsrechnung  zu  Grunde  gelegt  waren, 
sind  wie  oben: 

®  Erato 
Epoche,  Osculation  1874  Dee.  26,0  mittl.  Berl.  Zeit 
mittl.  Aeq.  1870,0 
Lt=2i<)0    8'     6"8 
Ma  =  180    40   48.9 
n,  =    38    27    17.0 
0,=  125    42    39.7 
*,=      2     12    23.9 
9>»  =      9    59    14-9 
u0  =  640"  89605 
lo«  «e  =  0-495  4793  • 

Wählt  man  als  Zeiteinheit  das  Intervall  von  40  Tagen,  so  berechnen  sich  die 
doppelten  und  einfachen  Integrale,  weil  die  neue  Osculationsepoche  in  die  Mitte 
eines  Störungsintervalles  fällt,  nach  der  Formel   (vergl.  pag.  35,  53} : 

Jf/[x)  dx*  =  yd+P+iW  -  5/d+P+iM  +  Ti^/"  '■*  +  P+*M  - 

und  man  findet  so  unter  Zugrundelegung  der  obigen  Integraltafeln  für: 
1871  Sept.  13. 

I  -/  t 
'/(a+Ii  +  l]«)  +40838.51  +  575189.17—  13489.32 
5 /(«  +  ['+jM  +      "3-44+        560.09—        15.68 


+      ■,,.     /"(«+P+ ,]»?  +  5-93+  8-38-  0.36 

-    ,,'^j-/"  («  4-  [•'+«•)  +  0.35  +  o. !  5  -  0.01 

+  lM,Vsr/™('  +  I,'  +  tl")+  0.02-  o.o,  0.00 
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<?{  :  dl  dl):  dt  dl :  dt 

/(«+['  +  lM  —  652*2.99+      4380.2;—    1623.37 
H 1 — y>  («  +  [,-+ J]„)  4.      ,42.00-  57-76+  285 

-    -^ü"'fm[«+  [•'+««)+.         0.84-  1.04  o 

+    Ä-/"  («  +  [■'+««)  °-  »-04  ° 

man  erhält  also,  indem  man  beachtet,    dass  für  i  als  Zeiteinheit  das  Stöningsintervall 
(40  Tage)  angenommen  ist: 

S=+  0.0040  9682     ,  ^  =  +0.05757578     ,  £  = —  0.00135054 

d§:dt=  —  0,0065  0801,5  ,  dtj-.dt  =  -+•  0.0004  32'4>3  i  d£:dt  =  +  0.0001  6205,2 

Das  erste  Geschäft  ist  nun  die  Durchrechnung  der  Formeln  I — IV  (pag.  100) ; 
ich  führe  diese  Rechnung  7  stellig  durch,  um  in  den  später  anzuführenden  Control- 
rechnungen  die  Berechnung  dieser  Formeln  nicht  wiederholen  zu  müssen;  im  All- 
gemeinen genügt  eine  6  stellige  Rechnung  Völlig  und  ich  werde  mich  für  die  spä- 
teren Formeln  demnach  auf  eine  solche  6stellige  Rechnung  beschränken. 

Die  Zwischenzeit  zwischen  der  Ausgangsepoche  und  dem  Zeitpunkte  der  neuen 
Osculation  beträgt  —  1200  Tage,  man  erhält  daher  zur  Itcstimmung  der  Werthe 
r„  und  «o  die  folgenden  Zahlen : 

M0    327°2'53"64  j-0sint>,  o„28g  9304 

siny,,    9.239  1314  9n^57  0986 

coBir>Q    9.993  3682  r„cost>0  0.274  4266 

o,cosvo    0.488  8475  p0  3i3°58'39"o7 

Bm</5„  :  sini"    4.553  5565  w„  272  44  38.20 

Eo    320Q45'45,,99  «o  226  43  17.27 

sin£^    9„8oi  0829  log  r0  0.432  8318 
cokü^,    9.889  0403 

Subtr.    o.  1 10  0930  {u>&}  9-837  6414 

cosi;— c0    9.778  9473  \ogp„  0.482  2157 

(wtyiVp,,  9-590  5336 

M):V>~  °°78  7493 

Für  I)  findet  sich  nun ; 

'     cos  i„  9.999  6778 
sini,,  8.585  5012 

cos  Q0  =  sin«  sin A  9*766  1878  *mQa  —  sini  sin B  9.909  5407 

0*909  4308  9.909  6504 

sina  vmA  9nyog  2185  sini  cos  B  9B7Ö5  8656 

A  2i5°43'52"2i  B  I25°4i'27"i6 

sina  9.999  7877  sinA  9.999  8903 
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und  es  findet  sich  nach  II) : 

^  +  «0  ,          B  +  ttu  ,-   tc,  , 

82°  27'  9"48 

352°24'44"43 

226°43'i7',27 

än(A  +  u0),  sinlß  +  tif,),  sin«,, 

9.996  2212 

9*120  7150 

9,862   1491 

r„  sin  a  ,         r0  sin  i  ,  r0  sin  ^ 

0.432  6195 

O.432  7221 

g.018  3330 

log  *„ ,         log  yo ,    log  *, 

0.428  840^ 

9*553  437' ' 

8n88o  4821 

*0       >                  Vü      1            «0           + 

2.684  359° 

—  0.357  6326 

— "  0.075  9420 

Aus  der  Anwendung  von  III)  und  IV)  folgt : 

cos  e„     9.841   5948  1 

Add.     0.096  8294 

y  sin  r    9„857  0986 

9.886  3626 

y  cos  r    9.938  4242 

r     32o°2o'  o"59 

p=r+w    233  438-79 

y    0.052  0616 
c=[wk)y:Vpa    9.6485952 
[A+ü]  ,       (B  +  U)  ,         V  88"48'3i"oo         358*46'  5"95  2330  4'38"79 

cas{A-\-U},  co&[B-\-U),    cos  V  8.317  8996  9999  8996  9«778  6830 

c  sin  a     ,  c  sin  b  ,     c  sin  ^  9.648  3829  9.648  4855  8.234  0964 

\og{dxt:dt)t  log  (dy0:  dt),  lug  (0% : dt)    ,7.966  2825  9.648  3851  8,012  7794 

dx„:dt    ,       dyq'.dt    ,      dz^-.dt      +0.009  253°      +  °-445  0257     —  0.010  2986 
Es  ist  also: 
z=x0-\-g     +2.688   4564     dx:dtr-=dx9:dt-\"d£\dt     +0.0027450 
y  =  y0  +  »j     — 0.3000568     dy.dt=^dyü:di-\-drj:dt     +0.4454578 
7=3»  +  C      —  0.077  2925     dz:dt=dzv:dt  +  dt;dt    —  0.010  1365 
Wählt  man   nun   zum   Uebergange   auf  die  osculirenden  Elemente   die   erste 
Methode  (Incremente  der  Elemente  durch  Störungen),  so  genügt  für  die  Folge  eine 


6stellige  Rechnung ;  m 

an  erhält  darnach  nach  dem 

Systeme  V)  (pag.  101} : 

X 

y 

X 

0.429  503 

%477  204 

0.429  503 

*i  • 

<K 

<£ 

6.635  627 

6.209  654 

6.209  654 

S 

1    . 

£ 

7.612  447 

8.760  239 

7.612  447 

*/. 

4»    , 

dza 

9.648  385 

8„oi2  779 

8,012  779 

x,  , 

y,  , 

Zi 

7.065  130 

5,686  858 

6-639  157 

x,  , 

Y,     , 

z* 

7.260  832 

6,773  018 

5,625  226 

Additionslog : 

0.214    "O 

0.034  229 

9-955  763 

(x,  +  x,),(r1+r,],(z;+21) 

7.474  942 

6,807  247 

6.594  920 

y  , 

z      , 

2 

9,477  204 

8,888  137 

8,888  137 

<H 

dn   , 

<*£ 

7,813  449 

6.635. 627 

7*8"  3  449 

1       : 

£    . 

l 

8.760  239 

7,130  508 

7,130  508 

<b>     . 

«fyo   7 

dx0 

7.966  282 

9.648  385 

7.966  282 

17' 
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—  X3  ,       —  F,  ,        —  Zj  7.290  653  5,523  764  6.701  586 

—  Xt,        —Yt,         —Zt  6.726521  6,778893  5,096  790 

Additionslog:  0.104  7^5  0.023  4&9  9-9^9  °75 

-(X3+X4),  —(Jj+y*),  — Ä+*i  7-395  418  6,802  382  .6.690  661 

Subtractionslog.  9-303  082  8.051   727  9-392  065 

X    ,         Y    ,         Z  6.698  500  4n854   109  5n986  085 


log 


xdl,       ydn,       zdt  8B242  953  6,112831  5,097  791 

£dzm       i)dy0,       t,dz0  5.578  729  8.408  624  5.143  287 

xd£  ,       j/dij  ,       zd£  —  0.017  49652   —0.000  129  67  — 0.000  012  53 

!<&o,       i)dyo>       £<ko  +  0.000  03791   +0.025  622  65  +o-ooo  013  91 

D  +0.008  035  75 

2dz0,         2djf0,       zdx^               8.267  3"*  9-949  4'5            8,313  809 

dg  ,          drj  ,         dt                7,813  449  6.635  627            °-2°9  °54 

Addition slog :                    9.811   795  0.000  211            9-99°  5°9 

8.079  ,07  9-949  02°           8,310  378 

(wk'fA, ,     (w&ftAt,     (wA)M3    —0.000078083  +0.000384816  —0.000003312 

{u>i}t  A  +  0.000  303  421 

log  \v>k)*A  6.482  045 

(W*J1  9.675  283 

A  6.806  762 


l"*  +  »)i   lyo+»),   («•+»)         +  5-37 

z  816 

-  0.657  689         - 

0.153  234 

'»8  (14+*),  (yo  +  ff),  (<»+»)          0.730  202 

9,818  020 

9*185  355 

5               1               {                     7-6. 

2  447 

8.760  239 

7»'30  508 

-Bi            B2           Bt              +0.022  0114      - 

-  0.037  8668       +  0.000  2069 

h 

- 

0.015  6485 

logi 

. 

8»I94  473 

Aas  VI)   (pag.  101}  findet  sich  nun 

msin3/       4,854  109        (wA)  KfH,  Bin  ij, 

8.664  25° 

»cos  ;jv-i  [.+.;], 

6.699  881 

9,998  826       n«  00s  (3/ —  Q„) 

5-7o6  235 

(wk)  eo»\  (*— %} 

9.837  641 

m  cos  Jf       5*986  985               Add. 

0.000  478 

logj{V^ 

6.862  240 

3f              184°12'42"3           Nenner 

8.664  728 

^CkB  + 

D.000  728  182 

(■M"— Qu)          '5803o'  2"6  msin{3/— Q„! 

5.918  928 

sin  (3/—  do)  9.930769        tang(Q— a») 

7.254  200 

•»£ 

0.542  138 

m          5.988  159                  T 

4-685  575 

Add. 

0.000  091 

cos  (3/—  Ob)      9.718076                 Q — 0« 

+•6*10*36 

log  J  (/») 

7.404  469 

1  (Ö-Q,)      +    3'  5wi8o5       («.*)  V^ 

0.078  749 

Po 

0.482  216 

■i  (a+d»)       I25°45'44"9       hoob  (N—it) 

6:699  881 

Add. 

0.000  363 

Jtf-.ta+a,)      58°26'57n4               Add. 

0.000  181 

P 

0.482  579 

cos M—  \  l<3  -t  ä»] .  Q  -  7 1 8  712               Nennet 

0.078  930 

Vp 

0.241  289 

,  Google 


See }  (Q— Qo)       o.ooo  ooo        »sin  (JV— in) 

5.500  362 

wsiiijV           5.706871          tang(i — *,) 

5-421  432 

ß      125°48'50 

9-997755                     T 

4-685  575 

i             2°I2'29 

»cos N          6.698  500                 1 — tg 

+  5*443 

N               5°49'> 

5*5 

*-H           3°36'5 

."6            !(*—%) 

+      2"7 

•in  {N— ia)       8.799 

617            1C+« 

2°12'26"6 

»            6.700  745        J*— 1  [•'+",) 

3°36'48"9 

co»  {N— <,)    9.990 

136  co.(*-l  [•+«) 

9.999  136 

Aus  VII)   {pag. 

101)  ergibt  sich: 

fdnS 

9n553  437 

0  sin  2 

8.760  239 

9.996  179 

9.998  904 

s  cos  S 

0.428  841 

0  cosi 

7.612  447 

* 

352°24'4°"6 

i 

85°55'47"8 

«-l[a+aj 

226°38'55"7 

i— ß 

320°  6'57"7 

sin  («-([0+a,]) 

9.861  629 

sin(2— a) 

9.807017 

z$na{{a—Qg] 

7.686  862 

0 

8-761  335 

coslä— l[ß+ß„]| 

9.836  620 

cos  {*—  ß} 

9.884  990 

jtr 

8.646  325 

1 

0.432  662 

X,' 

7.548  491 

2 

0.301  030 

Add. 

9.963  868 

sinl(Q— Q,) 

6.953  170 

IV 

8,568  352 

y,' 

7,523  482 

ra'sinitf' 

7.130  508 
9.999  651 

Subtr. 

9-95*  953 

m'cos  Ji" 

8.5*7  305 

rn 

0.432  832 

Ji" 

I82°I7'47"9 

ricmlN'—  u„) 

7,532  027 

*'-H'-K] 

180°  5'2l"3 

Add. 

9-999  454 

cos(Al"  _,[<+•„]) 

9.999  999 

Nenner 

0.432  286 

tri 

8.527  654 

»'SÜl(iV — Ut,} 

8.722  434 

se«l(i— i) 

0.000  000 

lang  (11— 0,] 

8.200  148 

»'sinJV 

8,527  653 

T 

4.685  630 

9.886  857 

•— «1 

1°  7'  2-70 

n'cosiV' 

8.610  193 

jV 

320°24'44"o 

t  («-«•> 

°°33'3i"3 

»'—, 

93°4l'26"7 

,(«+«,) 

227°l6'48"6 

sinlJV-a,] 

9.999  098 

N'-l[u+u») 

93°  7'55"4 

»' 

8.723  336 

cliT-llit+n]) 

8,737  49" 

COS  (JV' K,) 

8,808  691 

seoj  |k— «J 

0.000  02 1 

log^(r] 

7.460  848 

Add. 

9-999  536 

logr 

0.432  368 

Diqit  ^eo  sy 
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Die  Formeln  VIII}   (pag.  102,1 

aasen  finden : 

J 

M  ^      e.,53 

612 

sin  [>„         9n^57  °99 

D        7-9"5 

026 

eo  sin  t>„         oBc 

96  230 

Subtr.        9-992  233 

dr„:dt        Sn6g2  764 

Zähler         7-897 

259 

log 

^g)         7.46489. 

Aue  IX)  und  X)   [pag.  102)   rechnet  sich 

nun: 

rjfl'M) 

5.555  004 

<h 

9.239  131 

tf'ffl 

7.706  180 

ff  cos  (67 — ts„) 

7,579  464 

Add. 

9  996  923 

Add. 

9.990  386 

(w£)  y  sin  (r 

7.703  103 

Nenn« 

9.229517 

/>«  :  ** 

0.049  384 

ff  sin  [G —  e„} 

7.821  496 

J'H 

7»5i°  'i' 

»«ig  ("  -  pfl) 

8.591  979 

■       ^(P) 

7.404  469 

T 

4.685  796 

Subtr. 

0.251  3&o 

c  —  r0 

+     2"i4'i7"i8 

r  g  cos  G 

7.761  592 

y  Bin  G 

7.865  462 

1  (—».) 

1°  7'  8"59 

9-982  359 

i  (■>+'") 

315°  5'47"7 

ff  cos  G 

7329  224 

G~i{'  +  ',} 

1  i8°4o'59"o 

G 

73°46'46"7 

cos(G  —  J[»  +  oD]) 

9,681  209 

G— o0 

ilo°48'  7"6 

»eci  (!.-»„) 

0.000  083 

sin  (G — t>i,) 

9.938  393 

log  2/  (e) 

7,564  395 

9 

7.883  103 

cos  (G  —  p0) 

9,696  361 

Add. 

9.990717 

2  1g 

9.540  161 

sin  y> 

9.229  848 

Add. 

9-995  383 

V 

9°46'27"o 

2/M 

7n°99  939 

i(9>  +  W>) 

9  52  50.9 

cos  i  (9>-r-?>0) 

9-993  5"> 

w  — w0     - 

-  1°  7'i4"48 

MM 

7.263  365 

ji— yr0     - 

-  1°  1'  4"i2 

sin  i  (9p — yo) 

7,269  855 

S-\og2 

4384  545 

f—'P<t 

—  12'47"9'° 

Aus  XI)   (pag.  102]  findet  sich 

nun: 

2 

0.301  030 

2  sin  i  (0— c,) 

8-591  731 

sin$  (0— 1>0) 

8.290  701 

•inj  (°  +  »o) 

9,848  752 

cos  J  (d-4-^) 

9.850  216 

Mi 

8,440  483 

COS  ff 

9.993  650 

Subtr. 

9.938  010 

Mi 

8-435  597 

W 

-  8.378  493 
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2  Bin  |  {<p  —  y„) 

7.57"  «85 

smt(p  +  9*) 

9-*34  5.15 

—  r:p 

9.949  789 

ein  rn 

9.857  099 

ff  cos  G 

7.329  224 

Ml 

6.662  499 

(1) 

7«279  013 

Subtr. 

9.992615 

sin  Eg 

9,801  083 

W 

8.428  212 

cos£0 

9.889  040 

Wj 

8378001 

(1)  «in  & 

7 .080  096 

ff-  00.  (ff- E.) 

6,708  437 

Add. 

0.021  339 

Nenner 

9.999  778 

WJ 

8.328282 

y' sin  [ff  —  EJ 

8.504  666 

li)  cos  Ea 

7,168  053 

tung  [E—  K) 

8.504  888 

Add. 

9.968  881 

T 

4.685  723 

ff'  sin  G' 

8.399  340 
9.894  618 

E-E, 

+i"49'54"24 

g'  cos  ff 

8.297  163 

i  [M-E,) 

°°54'57"i2 

G' 

5I°40'43"3 

1  [E+E,] 

32i°4o'43"l 

G'  — fi, 

9°°54'57"3 

cos  \{E+  E,) 

9.894  618 

sin  (ff-jS.) 

9.999  944 

sin  i  (E—E,) 

8.203  691 

i 

8.504  722 

—  2  sin  r/i„  :  sin  i" 

4.854  586 

cos  (G'  —  Eo) 

8.203715 

log(*/J*,) 

2,952  895 

//Af: 

-  H'57'212 

E 

322°35'4o"2 

JM, 

—   7'39"549 

—  sin  E 

9.783  512 

M—M„  . 

+I»27'i7"48 

J  (e) :  sin  1"         2,878  820 
log  [ä  M3)         2,662  332 


L—  L»     +o°26'i3"36 


Für  q  erhält  mt 
den  Werth  wie  folgt: 


1  nach  XII)  (pag.  102)  in  zweifacher  Weise  den  entsprechen- 


J[p)  7.404469 

pa  0.482  216 

Subtr.  0.000  563 

Add.  9.742  100 

po  —  <hJ{e*)  0.482779 

Nenner  0.783  809 

J{p)-\-a„J{e*j  7»h6  569 

logy  6,362  760 

q      — O.OOO  2305 


Add.  0.300  798 

(*"+**•)  o-733  °3° 

rr„  0.865  2°° 

Nenner  1.598  830 

2  B  8,495  503 

Ps  6,896673 

A  6.806  762 

Add.  9361  758 

log  P  6, 168  520 


fln  P      6,663  999 

I flu  P       0.000  200 

i  öo  P      6,362  969 
,      log  1      6,362  769 
Beide  Wertlie  Htimmen  innerhalb  der 
Unsicherheit   der   Rechnung;   es   wird 
angenommen : 

log  «7 
log  {—-«0) 


log  &*  —  Wi) 


6,362  765 
o.477  371 
2,806  787 
9  646  923 


ji— /i0     +o"44353 
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Die  neuen  Elemente  sind  also,  wenn  man  die  Epoche  auf  den  neuen  Oscu- 
lationspunkt  legt: 

©   Erato 
Epoche  und  Osculation  1S71  Sept.  13,0  mittl-  Berl.  Zeit 
mittl.  Aeq.  1870,0. 
L  =       5°56'24"qo 
M  =  328  30  11.12 
n  =    37  2613.78 

Q   =  125  48  50.06 

*  =  2  1229.34 

fp  =  9  46  26.99 

ft  =  641*33958                       , 

Um  eine  sichere  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  xu  erhalten, 
werden  aus  diesen  Elementen  die  gestörten  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten 
abgeleitet;  die  7stellige  Rechnung  stellt  sich  unter  Benützung  der  Formeln  I)  bis 
IV)  (pag.  100)  wie  folgt: 


f 

2.807  o88° 

r  sin  p 

0.272  4409 

k" 

3.550  0066 

9.858  5065 

a' 

0.742  9186 

r  cos  v 

O-290  8750 

ai 

0.247  6395 

v 

3i6°i2'56"26 

a 

0.495  279i 

u 

271  37  23.72 

COS  ff 

9.993  6498 

u 

227  50  19.98 

a  cos  q> 

0.488  9289 

r 

0.432  3685 

sin  fp 

9.229  8485 

sin  ip  :  sin  1" 

4.544  2736 

P 

0.482  5787 

M 

328°3o'iri2 

Vp 

0.241  2893 

E 

322  35  40.23 

(v>h) 

9.837  6414 

sin  E 

9.783  4120 

|wA)  :   Vp 

9.596  3521 

cos  E 

9.900  0154 

Suhtr. 

0.104  4195 

cos  E — e 

9-795  5959 

Aus  1)  erhält  1 

man: 

COB  »         9.999    6774 

sin  1      8.585  7985 

cos  2  =  sin  a  sin  A       9^767   2706 

sin  Q  =  sin  b  sin  B 

9.908  9790 

9*908  8685 

9.909  0894 

sin  a  cos 

A      9.908  6564 

sin  b  cos  B 

9.766  9480 

A       2i5°5o'  2M78 

B 

I25c47'37"36 

sin  a      9.999  7879 

sin  h 

9.999  8896 

Dioitzed  by  viOO 

Und  aus  II)   (pag.  100)  folgt: 

A+u,  B  +  u,     u 

sin^-p-w),  sin(.B+u),  sin« 

r  sin  a,      r  sin  b ,      r  sin  i 


83°4o'22"76 
9.997  3467 
0.432   1564 

-  2.688  4571 


353  37  57  34 
9»°44  945& 
0.432  2581 


227050i9"98 
9„86a  9708 
9.018   1670 


-  0.300  0570      —  0.077  2920 


Die  Unterschiede  gegen  xn+£,  yo  +  */'  z<i  +  t  sind  in  Einheiten  der  siebenten 
Decimale  beziehungsweise  : 

+  7  —  2  -   1 

was  eine  gute  Übereinstimmung  ist. 

Weiter  findet  sich  nach  III)  (pag.  100}  : 


cos  » 

9.858  5065 

Add. 

0.091  7 191 

ysinT 

^840  0724 
9.897  6505 

y  cos  r 

9.950  2256 

A+U, 

B+U 

u 

89°38'48"66 

cos  [A  +  TT) , 

cos(B  +  U),  cos  U 

7-789  8338 

c  sin  a  , 

c  sin  l 

,   sunt 

9.648  7151 

dx:  dt  , 

dy:  dt 

,     dz  :  dt     +  0.OO2   7450 

323 


I  22nl6 


U        233  48  45-88 

y      9052  5751 

c         9.648  9272 

359°36'23"24        233°48'45"88 

9-999  9898         9n77i    '656 

9.648  8168         8.234  7257 

r-o.445  4578     — 0.010   1366 

so  dass  die  Unterschiede  wieder  nur  sind  in  Einheiten  deT  siebenten  Decimale : 


Es  erscheinen  demnach  die  obigen  Elemente  einer  strengen  Controle  unter- 
worfen. 

Ich  werde  nun  das  zweite  Formelsystem  anwenden  und  direct  aus  den  ge- 
störten Ooordinaten  und  Geschwindigkeiten  die  Elemente  ableiten ;  hierbei  wird  wohl 
die  Anwendung  siebenstelliger  Tafeln  nöthig  sein,  um  die  wünschenswerthe  Ge- 
nauigkeit zu  erhalten.  Vorerst  sind  wieder  die  ungestörten  Coordinaten  und  Ge- 
schwindigkeiten abzuleiten  und  nach  XIII;  (pag.  103)  die  der  gestörten  Bewegung 
entsprechenden  Werthe  derselben  zu  bestimmen.  Der  erste  Theil  der  Rechnung 
fällt  demnach  mit  der  oben  (pag.  130,  131)  durchgeführten  zusammen.  Ich  ent- 
lehne deshalb  derselben  die  folgenden  Werthe: 


log«           0.429  5030 

log  [dxidt]        7.438  5423 

logy           9«477  2°35 

log  (dy  :  dt)         9.648  8066 

log  z           8n888  1373 

log  {dz:  dl          8„oo5  8880 

Nach  V]   (pag.  103)  findet  sich: 

xdy    0.078  3096 

ydz       7-483  °9'5             xd*    8tt435  39io 

ydx    6„9i5  7458 

zdy      8„53Ö  9439             zdx    6„326  6796 

)l*I,   lUfanlnMimmnnKi-ii.  II. 
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Subtr. 

0.000  2986 

Subtr. 

0.036  7638 

Subtr. 

0 

003  3944 

0.078  6082 

[vi) 

8-573  7077 
9.8376414 

8,431  9966 

VpsintsinQ 

8.736  0663 

V^»sin» 

8.827  0864 

Vp 

0.241  2894 

9.9089799 

9.9996774 

P 

0.482  5788 

Vp  sin  i  cos  Q 

8B594  355* 

Vpcosi 

0.240  9668 

sin* 

8.585  7970 

I25°48'40"46 

2°I2'29"31 

cos  t 
sin  a 

cos  a 

9.9996774 
9.908  9799 
9b767  2688 

Au»  XI)  (pag.  103)  findet  sich: 

x  cos  a 

oB'90  7718 

rcosw 

0,259  2305 

*> 

0.859  °°6° 

ysina 

9w386  1834 

9,8699710 

y! 

8 

954  4070 

Add. 

0.062  4587 

t  sin  u 

0,302  3403 

Add. 

0 

005  3764 

y  cos  Q  cos  t 

9.244  '497 

u 

227°50'20"57 

*a+y» 

0 

864  3824 

—  x  sin  a  cos  t 

0,338  1603 

r 

0.432  3684 

«a 

7 

776  2746 

Add. 

0.036  4652 

Add. 

O 

0003544 

ycosacosr — rsinQcosi  on^oi  6951 

r* 

O 

864  7368 

z  sin  1 

7*473  9343 

Probe:   r 

O 

432  3684 

Add. 

0.000  6452 

Die  Benützung  der  Formeln  VII)    [pag.  1031   führt  zu  folgenden  Zahlen: 


xdr 

7.868  0453 

p:r 

O.050  2104 

ydy 

9,126  0101 

sin  <p  sin  v 

9„o69  9212 

Add. 

0.024  6657 

9.858  5071 

xdx  -\-ydy 

9„ioi  3444 

sin  (p  cos  t> 

9.088  3564 

zdz 

6.894  0253 

t> 

3i6°i2'56"52 

Add. 

0.002  7028 

4» 

1580  6'28"26 

rdr 

9*098  6416 

sin  ff 

9.229  8493 

Vp  :  [vi) 

0.403  6480 

V 

9°46'27"o5 

1  :  r 

9-567  6316 

cos  (f 

9.993  6498 

Nach  VIII}   (pag.  103)  wird: 

45 +  i?     49°53''3"52 

cotg  (45  +  iy}     9-925  55io 

tang  \  v    0.604  0513 

\  E    i6i°17'5o"25 


E  322°35'4o"50 

sin£  9,783  5112 

a  <p  sin  E  — 5°54'3o"89 

M  328°3o'ir39 


Durch  die  Anwendung  von  IX)  (pag1.  103)  findet  sich: 

a»     27i037'24"o5 
n      37°26'i3"5i 
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Schliesslich  folgt  aus  XJ  (pag.  104): 


luga 

0.495  2792 

Jlogo 

0.247  6306 

jloga 

0.742  9188 

log*" 

3.550  0066 

f 

°4""3393 

Aus  der  Formel  XI)  (pag.  104)  findet  sich  aber  ft  =  64i"33958,  welcher  Werth 
der  genauere  ist;  die  Berechnung  dieser  Formel  habe  ich  nicht  angesetzt,  da  sich 
die  diesbezüglichen  Zahlen  in  dem  obigen  Beispiele  wieder  finden,  und  zwar  in  den 
letzten  zwei  Formeln  von  V)  (pag.  ioij  und  in  Xlla,  und  Xlli;  (pag-  102,  103). 
Als  Controle  hätte  man  wieder  die  Rückrechnung  der  Coordinaten  und  Geschwin- 
digkeiten vorzunehmen,  welche  Controlrechnung  ich  aber  hier  übergehe,  weil  schon 
ein  diesbezügliches  Beispiel  bei  der  ersten  Methode  ausfuhrlich  mitgetheilt  er- 
scheint. Durch  Vergleich  eng  der  Zahlen  erkennt  man  leicht  die  überwiegende  Ge- 
nauigkeit der  ersten  Methode  und  ich  möchte  dieselbe  stets  empfehlen;  sie  verur- 
sacht zwar  einen  grösseren  Zeitaufwand,  in  Anbetracht  aber,  dasa  der  Uebergang 
auf  oBculirende  Elemente  selten  vorgenommen  wird,  und  dasa  die  Genauigkeits- 
zunähme   eine  beträchtliche  ist,   kann  dieser  kaum  allzusehr  ins  Gewicht  fallen. 


B,  Speoielle  Störungen  in  den  polaren  Ooordinaten, 
§  1.    Aufstellung  der  Differentialgleichungen. 

Die  Bestimmung  der  Störungen  nach  polaren  Coordinaten  gewährt  in  vielen 
Fällen  ganz  wesentliche  Vortheile  gegen  die  eben  vorgetragene  Methode,  nach 
welcher  die  Störungen  der  rechtwinkeligen  Coordinaten  ermittelt  werden,  so  dass 
es  wün schens werth  erscheint,  auf  dieselbe  hier  näher  einzugehen.'  Die  Wahl 
der  polaren  Coordinaten  kann  in  sehr  verschiedener  Weise  vorgenommen  werden, 
deren  jede  ihre  gewissen  Vortheile  bei  der  Rechnung  bietet;  die  zweckmäßigste 
Form  scheint  mir  aber  jene  von  Hansen  vorgeschlagene  zu  sein,  mit  den  Mo- 
dificationen,  die  Tietjen  im  Berliner  Jahrbuche  für  1877  veröffentlicht  hat  (dritte 
Methode),  welche  hier  mit  ganz  geringen  Abänderungen,  auf  welche  übrigens 
Tietjen  selbst  schon  hinweist,  zum  Vortrage  gebracht  wird. 

Es  dürfte  zwar  die  von  Hansen  gewählte  Form  die  Störungen  im  Allge- 
meinen etwas  kleiner  erscheinen  lassen,  als  diese  Methode,  und  deshalb  der  Ueber- 
gang auf  osculirende  Elemente  für  längere  Zeit  hinaus  vermieden  werden;  doch  ist  der 


,  Google 


uo    

Rechnungsmechanismus  nach  der  letzteren  Methode  so  bequem,  dass  er  diesen  Nach- 
theil wohl  überwiegt. 

Es  sollen  vorerst  die  Grundgleichungen  der  Störungstheorie  hier  wieder  an- 
gesetzt werden,  indem  die  Buchstaben  in  ihrer  Bedeutung  wie  auf  pag.  71  unver- 
ändert beibehalten  sind;  die  Gleichungen  sind  nach  einer  einfachen  Umsetzung: 

5-'+",-'i>.  l*./i_  '\—'\ 


-"■^»7-ä- 


Fuhrt  man  die  polaren  Coordinaten  ein  durch  die  Relationen : 

x  =  r  cos  A  cos  /  =  (r)  cos  /  n»^  cos  B\  cos  Lt 

y  =  r  cos  b  sin  l  =  [r)  sin  /  ?i  =  ri  cos  -^i  sin  A 

*=r«ini  zx=rt  sin  St 

und  betrachtet  die  Ebene  der  ungestörten  Kahn  als  Fundamentalebene,  so  wird  r) 
■  die  pTojection  des  Abstandee  des  gestörten  Körpers  von  der  Sonne  auf  die  ungestörte 
Bahnebene  darstellen.  Ueber  die  Lage  der  X-Achse  in  dieser  Ebene,  die  vorläufig 
willkürlich  erscheint,  wird  später  [pag.  144)  verfügt  werden;  überdies  aber  wird 
man  sich  über  den  Sinn,  in  welchem  die  positive  5f-Ach.se  zu  zählen  ist,  zu  einigen 
haben;  es  soll  darüber  die  Annahme  gemacht  sein,  dass  vom  Pole  der  positiven 
Z  Achse  aus  gesehen ,  der  Himmelskörper  sich  umgekehrt  wie  der  Zeiger  einer  Uhr 
bewegt. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

pH  r," 

so  wird  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  1)  erhalten,  wenn  man  die  erste 
derselben  mit  —  y,  die  zweite  mit  x  multiplicirt  und  dann  addirt : 

./      dy_     dx\ 
<Py  <Pa  "\*  dt       y  dt]  -.  .,        ,  '  .  _ 

x-df~y-dTi=        dt  —  =  si  "i  {^yi-y*»}^; 

Nun  ist  aber  das  angezeigte  Differential  nichts  anderes,  als  das  Differential  des 
doppelten  Sectordifferentials ,  für  welches  letztere  man  mit  Benützung  der  polaren 
Coordinaten  setzen  darf: 

ersetzt  man  überdies  in  dem  Factor  von  K  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  durch 
die  polaren,  so  erhält  man,  wenn  man  zur  Abkürzung  die  Grösse  JJ einführt  durch; 

r#>M.  {xyt  —  yxy  }  K=  2  &m,  K{r)r,  coa  B,  Bin  (L,—l)  =2  U , 
als  Resultat  der  Transformation: 


d     W 
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die  Integration  dieser  Gleichung  gibt: 

Jr)*  ^  =  Const  +j  2  Udt , 

wobei  man  zu  beachten  haben  wird,  dass  die  Bestimmung  des  Werthes  des  angezeigten 
Integrales  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadratur  erlangt  werden  kann.  Die  Be- 
stimmung der  Integrations-Üonstante  unterliegt  keiner  Schwierigkeit ,  wenn  man  be- 
achtet,  dass  in  der  ungestörten  Bewegung  (vergl.  I  pag.  43/  die  Rektion   besteht: 

wo  p0  den  Parameter  der  ungestörten  Bahn  vorstellt;  nun  kann,  sobald  man«  von 
den  Störungen  absieht,  dl  mit  dv^  und  weiter  (r)  mit  r0  identificirt  werden;  in 
diesem  Falle  wird  aber  auch 

2  ü=o 
und  es  verschwindet  demnach   das  Integral  dieses  Ausdruckes;   man  hat  daher  die 
Constante  richtig  bestimmt  durch: 

Const  =  k  V/>0 
und  die  erste  Fundamentalgleichung  für  die  Ermittelung  der  Störungen  in  den  po- 
laren Coordinaten  wird  sein : 

M'lf  =  tvn+fsudt.  l) 

Da  diese  Gleichung  nur  eine  Relation  zwischen  (r)  und  /  aufstellt,  muss 
man  bestrebt  sein,  eine  weitere,  neue  Bedingungen  enthaltende,  Gleichung  aufzu- 
suchen ;  dieselbe  wird  leicht  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  1 )  erhalten  wer- 
den können,  wenn  man  die  erste  derselben  mit  x,  die  zweite  mit  y  multiplicirt  und 
addirt;  man  erhält  so: 

.1       dx         dy  1 
_  #*     ,    „  #»     ,    k* Mi  _  *  f  X  dt  +y  gj  l  Ml         Vrfy\lJ  » (ff> 

X1Ä  +y~dF  +  -?r—  di~~     "  —  IVA)  "•"  \d~t)  1  +-&- 

setsf  man  also,  indem  man  unter  dem  Summenzeichen  die  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten durch  die  polaren  ersetzt,  zur  Abkürzung; 

so  wird  erhalten,  wenn  man  linker  Hand  für  die  Differentialien  der  rechtwinkeligen 
Coordinaten  die  polaren  einführt: 

*  llr|-jrl  _  i/iM»^ ,.,,  111m  . im 


|(*)'+M-(S),|+^-M,"-W*». 

derseits 
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oder,    indem   man   die  angezeigte   Differentiation    ausführt  und  mit 
dividirt: 


S-f-Mäi) -+7-w»-»i'i  ■ 

Diese  Gleichung  enthält  aber  noch  die  Grösse  r,  die  durch  (r)  zu  ersetzen  ist;  der 
Unterschied  beider  ist  aber  offenbar  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Breiten- 
störungen und  wird  im  Allgemeinen  fast  unmerklich  sein ;  doch  kann  auch  hier  die 
völlige  Strenge  in  einfacher  Weise  erreicht  werden.     Man  hat  vorerst: 

also  ist 


die  in  den  runden  Klammem  angesetzte  Reihe  ist  aber,  wenn  man  setzt : 

_       z* 

völlig  identisch  mit  dem   dritten  Theile   der   von   Kucke  bei   seiner  Methode  be- 
nutzten Grösse,/,   [vergl.  pag.  75  und  Tafel  XI)  man  kann  also  setzen  : 

W_  _    1 »iW 

H  (r)«         x  [r)<  [3)  ' 

wobei  man  aber  bei  der  Anwendung  wohl  stets  wird  annehmen  dürfen : 

indem  man  hierbei  nur  Glieder  vierter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Breitenstörungen 
übergeht;  schreibt  man  also: 

so  wird  man,  wenn  überdies,  um  abzukürzen,  geschrieben  wird: 
für  die  obige  Differentialgleichung  haben: 

*-H(ä)"  +  »-H*.  ") 

welches  die  zweite  Fundamentalgleichung  ist,  die  in  Verbindung  mit  I)    [pag.  141) 
zur  Kenntnis»  der  Werthe  (r)  und  /  führen  wird. 

Um  nun  die  dritte  Gleichung  in  1)  (pag.  140)  in  eine  für  die  Bestimmung 
der  auf  der  Fundamentalebene  senkrechten  Coordinate  2  passende  Form  überzu- 
führen, setze  man: 

5  FT,  =2&m1  Krt  sin  B, , 
und  wie  dieses  schon  oben  geschehen  ist: 

so  wird  man  schreiben  dürfen: 


^    ,    ,1^4.  v„    |  _  v  W   . 
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ersetzt,  man  nun.  wie  dieses  früher  gezeigt  wurde,  r  durch  (r) ,  so  wird  mau  haben : 

wobei  /  mit  dem  Argumente  q  =  —^-5  aus  Encke's  /-Tafel  (Tafel  XI)  zu 
nehmen  ist.  und  übrigens  \f  wohl  stets  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  darf, 
da  dadurch  nur  Fehler  5"'  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Breitenstöningen  entstehen. 
Führt  man  nun  die  Abkürzungen: 

M RT  +-2». 

W,  =  2  Wx  +  JS  W 
ein.  wobei 

angenommen  ist.   so  erhält  man  als  dritte  Fundamentalgleichung: 

g  +  M.-w,    .  iii) 

Diese  Gleichung  III)  unterscheidet  sich  vortheilhaft  von  den  Gleichungen  I) 
und  II)  dadurch,  dass  dieselbe  unmittelbar  eine  Differentialgleichung  iut  die  Störung 
selbst  ist,  während  die  beiden  anderen  Gleichungen  die  Gesammtbewegung  des  ge- 
störten Körpers,  die  derselbe  durch  seine  gestörte  Bewegung  um  die  Sonne  ausführt, 
beschreiben.  Es  wird  daher  für  die  Genauigkeit  und  Bequemlichkeit  der  Rechnung 
wünschenswerth  erscheinen,  die  Gleichungen  I)  und  II)  so  zu  transformiren ,  dass 
dieselben  sich  in  Differentialgleichungen  für  die  Störungen  in  (r)  und  /  verwandeln. 

Dieses  kann  in  mehrfacher  Weise  geschehen,  je  nachdem  man  die  Störungen 
zerlegt  und  auf  die  Coordinaten  [r)  und  l  vertheilt;  die  von  Hansen  und  Tietjen 
gewählte  Zerlegung  scheint  die  grÖBBten  Vortheile  zu  bieten,  weshalb  ich  dieselbe 
den  weiteren  Entwickehuigen  zu  Grunde  lege. 

Zerlegt  man  den  Bogen  l  in  die  zwei  Theile  V  und  N,  so  ist  diese  Zer- 
legung willkürlich  und  man  kann  für  eine  dieser  Grössen  eine  beliebige  Annahme 
machen,  wenn  man  nur  dafür  Sorge  trägt,  dass  durch  entsprechende  Bestimmung 
des  anderen  Bogens  der  Relation 

1  =  V+  N 
stets  genügt  wird. 

Es  soll  nun  N  so  bestimmt  werden,  dass  der  Gleichung : 

genügt  wird.  Da  hier  N  nur  an  eine  Differentialgleichung  gebunden  erscheint,  so 
bleibt  noch  eine  willkürliche  Constante  übrig,  deren  zweckmässige  Bestimmung 
später  offenkundig  wird. 
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Differentürt  man  die  Relation  zwischen  /,    Kund  N,  so  wird: 
dl    _  dV    ,    dN 


3). 


und  wenn  nun  beiderseits  mit  (/;-  multiplicirt  und  die  durch  die  Gleichung  2)  aus- 
gedrückte Bedingung  einführt,  so  Endet  sich: 


*■/-' 


4) 


vergleicht  mau  diesen  Ausdruck  mit  I)  (pag.  141)  so  resultirt  sofort  eine  Bestimm ung 
für   V,  indem  beide  Gleichungen  gleichzeitig  nur  bestehen  können,  wenn  mau : 

setzt,  so  dass  V  ebenfalls  durch  eine  Differentialgleichung  bestimmt  erscheint,  so- 
bald über  JV  eine  der  eben  gewählten  Bedingung  entsprechende  Annahme  gemacht 
ist.     Setzt  man  nun  die  erlangten  Bedingungen  in  3)  ein,  so  wird: 

und  hieraus  folgt  durch  Integration: 

/  =y!iÄ  dt  +  j-~  dtfs  Udt  +  Const. 
Zur  Bestimmung  der  Integrationsconstante  wird  man  durch  die  folgenden  Be- 
trachtungen   gelangen.      Wären    keine   Störungen    vorhanden,    so  würde  das  zweite 
Integral  verschwinden,  das  ersteie  kann  aber,  da: 

dv     _    kYp 

dt     ~      r* 

ist,  wo  v  die  wahre  Anomalie  vorstellt,    als   die  wahre  Anomalie  aufgefasst  werden 

und  wir  haben  daher  in  dem  Falle  der  ungestörten  Bewegung : 

l0  =  t>„  4-  Const. 

Bei  der  Einführung  der  polaren  Coordinaten  statt  der  rechtwinkeligen  wurde 
zwar  die  X  T- Ebene  als  Fundämentalebene  bezeichnet,  jedoch  über  die  Lage  der 
X-Achse  oder  über  den  Ausgangspunkt  der  Zählung  von  /  wurde  nichts  festgesetzt ; 
trifft  man  jetzt,  um  Alles  unzweideutig  bestimmt  eu  haben,  die  Verfügung,  dass  / 
vom  aufsteigenden  Knoten  der  ungestörten  Bahn  iu  der  Ekliptik  gezählt  wird,  so 
ist  /  das  Argument  der  Breite  und  die  Integrations-Constante  ist  demnach  nichts 
anderes,  als  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten,  eine  Grosse,  die  durch  cuH  be- 
zeichnet werden  soll,  indem  der  Index  »o«  darauf  hinweist,  dass  dieser  Werth  den 
ungestörten  Elementen  zu  entlehnen  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  gewählte  Bezeichnung  möge  weiter  eingeführt  werden: 


dt  (1-)'  J- 


Vdt  IVa 


wobei  man  leicht  erkennen  wird ,  dass  man  durch  eine  mechanische  Integration  den 
Werth  von  dto  wird  ermitteln  können.  Man  hat  dann  statt  des  obigen  Ausdruckes 
für  l  zu  setzen: 

;  =  V  +  a,  +  Ja  .  IVb] 
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Der  gewählten  Bestimmung  gemäss  wird  sich  demnach  V  nur  um  eine  Grösse 
von  der  Ordnung  der  Störungen  von  der  wahren  Anomalie  v  unterscheiden  und  es 
wird  daher  möglich  sein,  an  die  ungestörte  mittlere  Anomalie  M  eine  Correction 
JM  von  derselben  Ordnung  anzubringen,  die  bewirkt,  dass  durch  Anwendung  der 
bekannten  Formeln  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  unter  Benützung  der  un- 
gestörten Elemente  für  dieselbe  V  resultirt.  Indem  vorerst  diese  Correktion  J  M 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird  und  die  Bestimmung  derselben  für  später  vorbehalten 
bleibt,  ergibt  sich  das  folgende  Fonnelsystem : 

M=E — e0"8m-E 

((r))  sin  V  =  aa  eo»ip0  sin.E  [ 

[[r))co&V  =  aQ  (cosiJ—  %)  ) 


V). 


In  diesen  Ausdrucken  stellt,  wie  man  leicht  sieht-  Jfj,  die  ungestörte  mittlere 
Anomalie  zur  Zeit  der  Epoche,  t  die  seit  der  Epoche  verflossene  Zeit  in  mittleren 
Sonnentagen,  h0.  u^.  siny0  =  e0.  beziehungsweise  die  mittlere  siderische  Bewegung, 
die  grosse  Achse  und  die  Excentricität  der  ungestörten  Elemente  vor.  Es  ist  klar, 
dass  der  durch  diese  Formeln  gefundene  Radiusvector,  der  gleichsam  den  Radiusvector 
in  der  ungestörten  Bahn  zur  gestörten  mittleren  Anomalie  vorstellt,  nicht  mit  (r) 
übereinstimmen,  sondern  sich  ebenfalls  um  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der 
•Störungen  von  demselben  unterscheiden  wird.     Setzt  man  also :  , 

M  =-(('))(■+«•)  vi) 

so  wird  die  Bestimmung  des  gestörten  Ortes  keine  Schwierigkeit  haben,  sobald  J  M 
und  v  gegeben  sind.  Es  wird  daher  als  die  nächste  Aufgabe  bezeichnet  werden 
müssen,  aus  den  Differentialgleichungen  I)  und  II]  (pag.  141,  142)  solche  abzuleiten, 
welche  die  Bestimmung  von  JM  und  v  ermöglichen,  womit,  falls  diese  Bestimmung 
gelungen  ist,  noch  der  Vortheil  erreicht  wird,  dass  die  Rechnung  statt  der  Ge- 
sammtbewegung  nur  die  veThältnissmässig  geringen  Störungen  zu  bestimmen  hat. 

Ehe  aber  an  die  Lösung  dieser  Aufgabe  geschritten  werden  soll ,  mag  noch 
die  Bemerkung  Platz  greifen,  dass  diese  Wahl  der  Coordinaten  ohne  Schwierigkeit 
auf  Bahnen  von  beliebiger  Excentricität  angewendet  werden  kann,  und  nicht  auf 
solche  von  massiger  Excentricität  beschränkt  ist,  wie  dies  auf  den  ersten  Blick  er- 
scheinen könnte,  da  die  Störung  in  der  mittleren  Anomalie  hier  auftritt.  Es  erweist 
sich  sogar  gerade  in  solchen  FäUen  die  von  Hansen  getroffene  Wahl  der  Coordi- 
naten besonders  vortheilhaft ;  doch  kann  auf  die  nothwendigen  Aenderungen  erst 
eingegangen  werden,  wenn  die  diesbezüglichen  Formeln  entwickelt  sind. 

Um  nun  die  oben  angesetzt«  Aufgabe  zu  lösen,  muss  die  differentäelle  Rela- 
tion zwischen  (r)  und  v  ermittelt  werden.     Aus  der  Gleichung  VI]  resultirt  sofort: 


1  +«bco«F 


(r)  =  -*^>      .  6) 


die  Differentiation  nach  den  mit  der  Zeit  veränderlichen  Grössen  ergibt: 

Ofpoliar,  BmhubMtiinDUmlfn.  lt.  19 
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welcher  Ausdruck  mit  Rücksicht  auf die  Gleichungen  5)  und  6)  (pag.  144, 145)  sich  in: 

-3r-I+r-  A  -1-  (l+r)^  7J 

verwandelt;  diese  Gleichung  ergibt  durch  weitere  Differentiation: 

d»lr)    _     (rj     &v ir)__  IdrV»    ,   _i_  rfM_    <**    .    i^coiK  rf£    J     X^nnF     rfr     . 


+ 


i+r    dt    'dt   +|,+r)] 


dfi.  i  +  rdP  |i+V)«    W*7     ~ri+»    dt    'dt    """[i+rjVÄ    *"  (•+«•!*  VÄ    " 

führt  man  nun  in  dem  mittleren  Gliede  dieses  Ausdruckes  für 
aus  7)  ein,  so  erhält  man: 


dir) 


(i+"l  Vpo 


und  wenn  jetzt  noch  -n-  durch  die  Relation  aus  5)   (pag.  144,  ersetzt  ud  dabei  be- 
achtet wird,  dass  zu  Folge  der  Gleichung  6)   (pag.  145) : 


ist,  so  folgt: 

■Plr)  _  AVo.    ,     »  _  _W_     _rf^_    ,    ü        '      .  st 

iP  M»     f  [rji  =   i+y   '     ■*«!    "*"  (r)*  '   !+»■    ■  ö< 

vergleicht  man  diesen  Anadruck  mit  II)  (pag.  142],  bo  findet  man  linker  Hand  vom 
Gleichheitszeichen  bis  auf  das  mittlere  Glied  eine  völlige  Uefoeremstimmung;  dasselbe 
lässt  sich  jedoch  ohne  Schwierigkeit  so  zerlegen,  dass  auch  dieses  Glied  identisch 
gemacht  wird.     Die  Quadrirung  der  Gleichung  I)    (pag.  141)  gibt  nämlich: 


ldl\i 


(T) 
schreibt  man,  um  abzukürzen 


*»A  +  j*vA]i  +\*  \faudti 


/-=(-4:^ 


so  bestimmt  sich   aus   dieser  Gleichung  der  Werfn  von    ■   ^   ,  wie  folgt : 
und  hiermit  kann  die  Gleichung  8)  geschrieben  -werden: 

*a_  w  /"i'  1  "._  !ü  *-  1  "     -      '***  fwdt 

df  "   Wll    +  <•■  +  »«  +  M1     ■  +  -         Tr)"V 

welche  nun  in  Verbindung  mit  II)  (pag.  142)  die  sofortige  Elimination  Ton  rf1  (r)  und 
d/  gestattet.     Führt  man  die  Elimination  aus  und  schreibt: 
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Hl  =  ^fifvd, 
H,  +H,  =  H, 

so  wird  die  verlangte  Differentialgleichung: 

-£-+*. =a,  vii] 

welche  rücksichtlich  der  Form  mit  der  Gleichung  III)  (pag.  143)  identisch  ist  und 
eine'  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  von  v  abgibt,  während  III)  zur  Bestimmung 
von  z  gedient  hat.  Da  überdies  Jm  bereite  durch  die  Differentialgleichung  IV)  [nag.  144) 
bestimmt  erscheint,  so  erübrigt  zut  Bestimmung  von  l  nichts  weiter,  als  die  Ermittelung 
des  Differentialausdruckes  für  J  M.  Um  diesen  zu  erhalten,  nehme  man  die  zwei 
Gleichungen : 

((*■))  =Oo  (1—  e8cos£) 
vot,  aus  denen  man  sofort: 

,mV=   "^^j 
findet.    Differentiirt  man  diesen  Ausdruck  vorerst  logarithmisch,   so  wird: 

und  man  hat  somit: 

rfr=^  rf£=  a»°M'*>    dB. 

waE  m) 

Ferner  liefert  die  Gleichung: 

M  =  E — e0  emE 
durch  Differentiation  und  eine  leichte  Substitution : 

dM=-^-dE; 


dV   _   dV       dB    _  ao»co»y0  _     k  Ypp 
dM  ~    dE        dM  ~      ((r*))  poit.rh* 

wobei  von  der  bekannten  Relation : 


"•-IT 

Gebtauch  gemacht  wurde.     Aus  der  ersten  Gleichung  in  V)  findet  sich  aber  durch 
Differentiation : 

dM  ,      dJM 


dV       dM  _     k  Ypo     l 
dM  '     dl  *«r)J*    X1*0 
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nmltiplicirt  man  nun  beiderseits  mit  (r)s  und  heachtet  die  Relationen  5! 
und  VI)    (pag.  145),  so  findet  sieh  leicht: 

*KÄ  =  *Vft  !■+♦>>  h  +  i-^-l 


d^/Jf    _  1  —  fi  +  y)« 

folgt ;  setzt  man  also : 

so  wird  die  letzte  noch  nöthige  Differentialgleichung  zur  vollständigen  Ermittelung 
der  Störungen: 

—Ja-  — -*■»«.  VlII, 

wobei  a  mit  dem  Argument  v  leicht  in  eine  Tafel  gebracht  werden  kann.  Eine 
solche  Tafel,  auf  6  Stellen  berechnet*],  ist  diesem  Werke  als  Tafel  XIII)  ange- 
hängt; dieselbe  gibt  den  Werth  von  log  a  für  io'  °  "T  "  ;  weshalb  gerade 
diese  Form  gewählt  wurde,  wird  sofort  bei  der  Zusammenstellung  der  Formeln  für 
die  praktische  Rechnung  klar  werden.  Will  man  übrigens  von  dieser  Tafel ,  die 
kaum  eine  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung  bedingt,  absehen,  so  hat  man: 


zu  setzen,  welcher  Ausdruck  sich  leicht  mit  Hilfe  der  Additionalogarithmen  berech- 
net; es  ist  dann: 


— Tt =  -  (WM|J  av 

wo  w  die  für  t  geltende  Zeiteinheit  vorstellt. 

Die  Lösung  des  vorliegenden  Problems  ist  demnach  in  den  folgenden  4  Dif- 
ferentialgleichungen enthalten,  die  ich  übersichtlich  zusammengestellt  aus  der  vor- 
stehenden Entwickelung  hier  hervorhebe : 

-S^  +  *r  =  a, 


ix; 


-fltVO 

-TT-  +  W«-  W. 

dt  (r)*  J 

Ehe  ich  daran  gehe,  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  diese  Differential- 
gleichungen ohne  allzugrosse  Schwierigkeiten  die  angesetzte  Lösung  in  aller  Strenge 
erreichen  lassen,  will  ich  auf  jene  Modificationen  aufmerksam  machen,  die  bei 
Bahnen  mit  starker  Excentricität,   also  bei  Kometenbahnen  mit  mehr  parabolischem 


j  Die  Rechnung  der  Tafel  selbst  int  vnn  K.   Schräm  Klstellig  durchgeführt  Worden. 


,  Google 


U9     

Charakter,  mit  den  obigen  Gleichungen  vorzunehmen  wären.  Man  wird  sofort  ge- 
wahren, dass  man  nur  die  zweite  Gleichung  in  IX)  «u  modificiren  hat,  indem  die 
übrigen  durch  diesen  Umstand  nicht  berührt  erscheinen. 

Um  nun  diese  Gleichung  in  eine  für  alle  Fälle  brauchbare  Form  umzu- 
ändern, soll  anstatt  der  Störung  in  der  mittleren  Anomalie  die  Störung  der  Zeit 
ermittelt  werden,  also  jenes  Zeitintervall,  welches  der  Himmelskörper  bedarf,  um 
den  Rogen  V — »rt  für  die  gegebene  Epoche  in  der  ungestörten  Bewegung  zu  durch- 
laufen.    Nun  ist  aber: 

fitt^t  =  4M 
somit  wird: 

-TT  —  '"  x) 

die  Gleichung  für  die  Störung  in  der  Zeit,  wodurch  die  verlangte  Transformation 
erreicht  ist. 

Da  bei  Kometenbahnen  die  Hauptstörungen  gewöhnlich  die  Zeit  des  Perihels 
treffen,  so  möchte  ich  gerade  in  der  von  Hansen  getroffenen  Wahl  der  polaren 
Coordinaten,  wo  die  Störung  des  zur  gestörten  Anomalie  gehörigen  ungestörten  Ra- 
diusvector  ermittelt  wird,  einen  ganz  besonderen  Vortheil  erblicken  und  glaube, 
dass  die  Anwendung  dieser  Methode  für  periodische  Kometen,  falls  man  Störungen 
in  den  Coordinaten  bestimmen  will,  besonders  zu  empfehlen  ist.  Will  man  jedoch 
die  Störungen  für  eine  Kometenbahn  nur  so  weit  entwickeln,  dass  man  die  Beob- 
achtungen einer  Erscheinung  von  den  Störungen  befreien  will,  ein  Fall,  der  bei  den 
meisten  Kometen ,  die  keine  verhältnissmässig  kurze  Periode  haben ,  statt  hat,  so 
wird  in  diesen  Fällen  wohl  die  Anwendung  der  Encke'  sehen  Methode  als  besonders 
bequem  empfohlen  werden  dürfen. 


%  2.    Integration  der  Differentialgleichungen. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  wird  bei  dieser  Methode,  ähnlich 
so,  wie  es  bei  Encke's  Methode  geschehen  ist,  vorgenommen  werden  können, 
wobei  jedoch  der  erleichternde  UmBtand  hinzutritt,  dass  die  die  Rechnung  er- 
schwerenden mit  q  verbundenen  Glieder  hier  nicht  vorkommen.  Eigentlich  bedürfen 
nur  die  erste  und  dritte  Gleichung  in  IX)  des  vorangehenden  Paragraphen  einer  näheren 
Betrachtung,  da  die  anderen,  als  auf  einer  einfachen  Integration  beruhend,  kein  . 
näheres  Eingehen  erfordern. 

Die  beiden  angezogenen  Gleichungen  haben  die  gemeinsame  Form : 

Diese  Gleichungen  kommen  in  doppelter  Weise  in  Betracht,  indem  einerseits 
beim  Beginn  der  Rechnung,  wo  nichts  Anderes  über  x  bekannt  ist,  als  dass  das-, 
selbe  in  Anbetracht  der  Nähe  des  Osculationspunktes  klein  sein  muss,    ein  zweck- 
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massiges  Verführen  anzugeben  ist,  um  eine  indizecte  Rechnung  zu  vermeiden;  an- 
dererseits werden  sich  im  Verlaufe  der  Rechnung  dusch  die  mechanische  Quadratur 
und  durch  die  Kenntnis»  der  vorangehenden  Werthe,  für  x  genügend«  Annäherungen 
finden  lassen,  um  auch  in  diesen  Fällen  die  lästige  indirecte  Rechnung  zu  umgehen, 
besonders  wenn  man  die  Methode  zu  Hilfe  nimmt,  die  Tietjen  im  Berliner  Jahr- 
buchs für  1877  für  diesen  letzteren  Fall  publicirt  hat.  Es  soll  zunächst  der  Beginn 
der  Rechnung  ins  Auge  gefasst  werden. 

Am  zweckm aasigsten  ist  es  unter  allen  Umständen,  die  Rechnung  so  anzu- 
legen, dass  dieselbe  der  Zeit  nach  in  regelmässigen  Intervallen  fortschreitet  und  dass 
die  Osculationsepoche  in  die  Mitte  zwischen  zwei  Werthe  fällt;  bezeichnet  man  da- 
her irgend  einen  zweiten  Differentialquotienteu  des  Störungswerthes  mit  f{a+iw), 
so  wird  für  den  ersten  Werth,  der  um  ein  halbes  Intervall  der  Osculationsepoche 
nachfolgt  f[a)  zu  setzen  sein,  für  den  vorangehenden  Werth  /(o — v>)  etc.  Berück- 
sichtigt man  daher  das  Differenz-  und  Integrationsschema  (pag.  4),  welches  bei  der 
mechanischen  Quadratur  ausführlich  auseinandergesetzt  wurde,  so  kommt  die  Epoche 
der  Oeculation  auf  die  Zeile   [a  —  \u>). 

Man  wird  fiir  den  Anfang  der  Rechnung  4  Werthe  für  die  Differentialquo- 
tienten berechnen  und  zwar  so,  dass  2  Werthe  der  Osculationsepoche  vorangehen 
und  2  Werthe  nachfolgen,  und  hierbei  die  Störungen  bei  der  Berechnung  der  Coef- 
firienten  der  Differentialgleichungen  ganz  weglassen;  aus  dieser  Vernachlässigung 
der  zweiten  Potenzen  der  störenden  Massen  kann  bei  der  Nähe  der  Osculations- 
epoche wohl  niemals  ein  merkbarer  Fehler  entstehen. 

Hat  man  sich  in  dieser  Weise  4  Werthe  für  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichungen verschafft,  so  wird  die  Bestimmung  der  zweiten  Differentialquotienten 
und  die  Bestimmung  der  Anfangsconstanten  der  mechanischen  Quadraturen  in  der 
folgenden  Weise  vorgenommen  werden  können.  Die  4  erlangten  Werthe  seien  der 
Reihe  nach: 


r— 

P— 

T— 

P-, 

t. 

P. 

P+. 

P*. 

wobei  der  Index  auf  die  gewählte  Zeitepoche  unzweideutig  hinweist.  Für  x  wird 
man,  wenn  mit  t  die  Zeit  in  Einheiten  des  Intervalles  bezeichnet  wird,  die  Form 
aufstellen  können: 

t,  =  t  +  t't  +  aP  +  ßt3  +  yt*  +  d(*  +  .  . 
wobei  die  Coefficienten  r,  r,  a.  ß.  y,  d  einer  näheren  Bestimmung  bedürfen.    Dif- 
ferentiirt  man,  so  wird: 

-^-  =  T't+2at+sjiP  +  wt*+5&t*+  ... 
und  weiter: 

-J^-  =  2a  +  2-3<*'  +  3-4^1  +  4-5o''s  +  ■ . . 
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Zählt  man  die  Zeit  von  der  Osciilationsepoche  ans,  so  müssen  für  die  Zeit  t  —  o, 
d.  i-  für  die  Zeit  der  Osculation  sowohl  die  Koordinaten  als  auch  die  (Geschwindig- 
keiten in  der  ungestörten  und  gestörten  Bewegung  nach  der  Idee  der  osculirenden 
Elemente  identisch  sein ;  man  hat  daher  für  t  und  %'  sofort  die  Bestimmung  erlangt, 
dass  beide  der  Null  gleich  sein  müssen.     Man  darf  daher  für  2  die  Form  aufstellen : 

z  =  afl  +  ßp  +  yti  +  dti+    ... 
Die  Werthe  für  p  und  P  werden  ebenfalls  eine  Entwicklung  nach  steigenden  Po- 
tenzen der  Zeit  zulassen  und  man  wird  setzen  dürfen: 

P  =  A  +  Bt  +  Gl»  +  Dt*  +  . .  ■ 

p—a  +  bt  +  cß  -f-  dt*  +  ... 
Da  die  namerieohen  Wertfee  für  Fund  />  gegeben  sind.,  so  wird  man  leicht  aus  dem 
Differenzschema  die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  ableiten  können.  Es  soll  dies 
an  <den  Wertfeen  von  P  ausführlich  erläuthrt  werden;  bildet  man  demnach  das  fol- 
gende Differenzschema,  welches  sofort  verständlich  ist,  wenn  man  hiermit  die  Aus- 
einandersetzungen auf  pag.  4  vergleicht,  so  erhält  man: 

P- 

■Po  /"  («) 

p+i 

dann  ist,  wie  dies  eine  leichte  und  offenkundige  Entwickelung  zeigt,  die  mit  der 
auf  pag.  26  ff.  identisch  ist: 

a-up„+p,)- AI/" (»-»)+/"(»;)  . 

«=»/■(•-*■»)    -A/"<«-i») 

c  =  t(/"(«— »)+/"!«)}  f 

D  =  »/«(«)•  I 

Eine  analoge  Entwickelung  kann  für  die  Coefficienten  a,  b.  c  und  d  vorge- 
nommen werden,  doch  wird  die  Berechnung  auf  die  beiden  ersten,  nämlich  auf  a 
und  b  beschränkt  werden  können,  wie  dies  die  sofort  folgenden  Ausführungen 
zeigen. 

Substitnirt  man  die  für  x ,  P  und  p  aufgestellten  Ausdrücke  in  die  obige 
(pag.  14g)  Differentialgleichung,  so  findet  sich: 

2a  +  6pt+{i2y  —  aa)tt+(2o3+ßa  +  ba)t*=Ä  +  Bt-hCP  +  Dfi  , 
woraus  sich  sofort  durch  die  Vergleichung  ergibt: 

Der  letzte  Coefficient  d  wird  in  der  Regel  so  klein,  dass  man  denselben  wird  über- 
gehen können.     Setzt  man  mm  der  Reihe  nach  in  dem  Ausdrucke  für  x: 

z  =  afl  +  jit>+yt*+3t*+  ...  3) 
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t  —  —  j,    —  \,    +4  und  -|-  | ,    so  erhält  man  die   vier   zu   den  gegebei 
momenten  gehörigen  Werthe  der  Störung  und  kann  dann  berechnen: 


Scheinbar  einfacher  gestaltet  eich  die  Sache,  wenn  man  dieselbe  Substitution  in  dem 
Ausdrucke  für  —^   ausführt;  es  ist  dann: 


£f  _  ä  j_  n*    i    in         aA\  *    t     in       aB       iA\ 


=  A  +  Bt+  (C—  —)fl+  \D—~- 


hierbei  wird  es  jedoch  nöthig,  das  letzte  Glied  mitzunehmen  und  die  Coefficieuten 
genau  zu  berechnen,  was  im  ersteren  Falle  wegen  der  Kleinheit  des  Factors  p  nicht 
nöthig  ist. 

Es  sollen  nun  diese  Formeln  durch*  ein  ausfuhrliches  Beispiel  erläutert  wei- 
den, und  zwar  nach  der  ersteren  Form,  der  ich  unter  allen  Umstanden  den  Vor- 
zug gebe. 

Das  für  Erato  unten  ausführlich  nütgetheilte  Beispiel  hat  bei  Beginn  der 
Rechnung  für  die  Berechnung  der  zweiten  Differentialquotienten  von  v  ergeben : 

p=h  P=flo 

187400t.  27  +0.009590  +   169.24 

—  37  —  55-55 

Dec.      6  9553  —46  +  113.69  +4-75 

4-9  —  2  —  50.80  —  0.16 

1875  Jan.   15  9562  —  48  +     62.89  +  4-59 

+  57  —46.21 

Febr.  24  9619  +     16.68 

Daraus  erhält  mau,  indem  für  diese  Form  der  Rechnung  die  Mitnahme  des  Coeffi- 
cienten  6  unnöthig  ist,  die  Werthe  der  Coefficienten  durch  1)    pag.  151) : 

A  =  +  88.29  —  0.58  =  +  87.71 
B  =  —  50.80  +  0.01  =  —  50.79 
O  =  +  2.33 
log  a  =  7.980  ; 

es  ist  also  nach  2)  und  3}    pag.  151J : 

v  =  +  43.85*1—  8.465*3  +  0.161/*  , 
und  demgemäss  durch  successive  Substitution  der  Werthe  — £,   — J,   +{,  +|  für  (: 

V-,  =  +  128.04 
*-_,  =  -!-    12.03 

.»o    =4-      99» 
v+,  =  4-    70-92  . 

und  nach  der  Formel  4)  finden  sich  demnach  die  gesuchten  zweiten  Differential- 
quotienten : 
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%£-  -  +  .68.0. 
^=+■■3-58 
4^=  +  62.8o 
fe=  +  .6.00 

Die  eben  entwickelte  Methode  der  Bestimmung  der  zweiten  Differentialquo- 
tienten  wird  bei  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode  ebenfalls  bei  der  Bestim- 
mung der  Störung  der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  Coordinate  z  in  Anwendung 
gezogen  werden  müssen,  doch  wird  der  Umstand,  dass  diese  letztere  Störung  sehr 
klein  ist,  diese  RechnungBoperation  ungemein  rasch  erledigen  lassen. 

Es  wird  also  sein: 


p 

=  [«] 

P=WÜ 

1874  Oct.  27 
Dec.  6 

1875  Jan.  15 
Febr.  24 

0.009647 

9599 

9599 

+ 
9648 

—  25-8Q 

48  +  1.84 

—  24.05                +  19 
0                              +  2.03 

—  22.02                 +     8 

49  +  2. 11 

—  19.91 

z  =  —  II 

[.526C+  0.339^  +  0.015  *4. 

2-,  =  —  27.OO 
2_,  =  —      2.92 

«„      =  —      2.84 

z+.  =  —  24.71 

-jS-  =  -2"-99 

T?" '9-'7 

Die  übrigen  in  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode  auftretenden'  Integrale 
rind  einfache  Quadraturen  und  bedürfen  daher  keiner  weiteren  Entwicklungen. 

Den  Umstand,  dass  p  stets  klein  ist,  hat  Hansen  benützt,  um  für  den  Be- 
ginn der  Rechnung  ebenfalls  ein  directes  Integration» verfahren  ansuwenilen ;  denn 
es  ist  offenbar : 

*  =ffFdp  SS?  dfPd"  +ff'  dpff"  dpffpd"  — 

ihren; 
bei  v 

Google 


Ich  begnüge  mich  jedoch  mit  dieser  Andeutung ,    da  dieses  Verfahren,  wie- 
wohl  es   den   V ortheil   einer   viel  ausgedehnteren  Anwendung  besitzt,    bei  weitem 
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unbehülflicher  und  mühsamer  sich  gestaltet,  als  die  oben  angegebene  Methode. 
Der  Vorwurf  der  Beschränkung  auf  die  ersten  Intervalle  ist  kein  massgeben- 
der ,  da  man ,  sobald  die  Rechnung  im  Gange  ist ,  sofort  einen  anderen  Weg 
einzuschlagen  in  der  Lage  ist,  der  sich  sehr  bequem  erweist  und  den  ich  nun- 
mehr auseinandersetzen  will.  Uebrigens  lässt  sich  ein  viel  bequemeres  analytisches 
Verfahren  angeben ,  von  welchem  im  letzten  Abschnitte  der  Störungsrechnung  die 
Rede  sein  wird,  doch  sind  die  oben  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  für  die  vor- 
liegenden Zwecke  bequemer,  weshalb  ich  mich  auf  diesen  Hinweis  beschränke. 

Sobald  man  also  die  vier  zweiten  Differentialquotienten  ermittelt  hat,  wird 
man  sofort  in  der  bekannten  Weise  (vergl.  pag.  53)  die  doppelte  mechanische  Qua- 
dratur auf  dieselben  anwenden,  also  zunächst  die  Anfangsconstanten  für  die  erste 
und  zweite  summirte  Reihe  berechnen  nach : 

y(«-i«) J-/.|«_i«,]  + Jl-/»  («-!«,)_... 

■/(«-«,)    =  +  i/  w  _  ^/"M  +/"  («-»;}+... 

dann  wird  man  die  einfache  und  doppelte  Summation  ausführen  und  auf  diese  Art, 
wenn  die  Rechnung  bis  zum  Werthe /(a-|-[t — i]«el  durchgeführt  ist,  den  genauen 
Werth  von  "/  («  +  •«)  ermittelt  haben. 

Weiter  wird  man  sich  zu  erinnern  haben,  dass  nach  der  Theorie  der  mecha- 
nischen Quadraturen: 

*<  =  "/  («+•«)  -t-  yJ  ia+iv>)  ~  i/"  !«  +  *'w)  +  ■  ■ 

ist;  dieser  Ausdruck  wird,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Berechnung  der  vorher- 
gehenden Intervalle  einschliesslich  des  Intervalles  «+(*  —  i)w  durchgeführt  ist,  eine 
genügende  Näherung  für  den  Werth  von  xt  ergeben,  um  hiermit  den  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten -t£  mittelst  der  Relation : 

näherungsweiBe  berechnen  «u  können ;  in  dem  letzteren  Atisdrucke  bedarf  es  wegen 
des  kleinen  Factors  p  nur  einer  genäherten  Kenntnis»  von  xt,  so  dass  es  voll- 
kommen  genügen    wird,    zu   dem   bereits   genau  bekannten  Werthe  von  "f  [a  \  -iv>) 

die  Werthe  von  —  /  (a  +  iv>)  und —fl  [a  +  itc]  nach  dem  Gange  der  Funktion 

in  dem  vorangehenden  Differenzschema  hypothetisch  hinzuzufügen;  ein  Fehler  in 
diesen  Annahmen  geht  nach  den  eben  gemachten  Betrachtungen  ganz  wesentlich 
verringert  ins  Resultat  über.     Jedenfalls  also  wird  dieses  Verfahren  für 

!?=/(«+•■«) 

einen  hinreichend  genauen  Werth  finden  lassen,  welcher,  einer  weiteren  Rechnung 
zu  Grunde  gelegt,  hei  der  nur  noch/"  (0+1»)  hypothetisch  anzunehmen  wäre,  den 
völlig  strengen  Werth  wird  finden  lassen.     Eine  etwas  fehlerhafte  hypothetische  An- 
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nähme  für/"  \a-\-iw\  wird  aber  niemals,  weder  in  der  ersten,  noch  in  der  zweiten 
Annäherung,  einen  merkbaren  Fehler  verursachen  können,  da  das  Resultat  nur  um 
das  Product  aus  der  fehlerhaften  Annahme  in  £~  verfälscht  wird. 

Dieses  indirecte  Verfahren  hat  indess  manche  Unannehmlichkeiten  und  ver- 
grössert  die  Arbeit:  dabei  mag  bemerkt  werden,  dass  es,  wie  die  Erfahrung  lehrt, 
nicht  immer  möglich  ist,  für/(a  +  *HJj  nach  dem  Gange  der  Differenzen  genügende 
Annäherungen  einzuführen,  um  stets  einer  Wiederholung  der  .Rechnung  überhoben 
zu  Bein.  Es  lässt  sich  aber  ein  Verfahren  angeben,  welches  die  indirecte  Rechnung 
völlig  beseitigt;  dasselbe  ist  von  Tietjeu  im  Berliner  Jahrbuch  für  1877  zuerst  an- 
gegeben worden. 

Den  gemachten  Auseinandersetzungen  gemäss  wird  man  stets  in  der  Lage 
sein,  den  Ausdruck: 

8p  ="f(a  +  tw}  —  -Lf"(a+iw]  +  ^  P  5) 

mit  völliger  Schärfe  zu  berechnen,  da  die  einzige  unbekannte  Grösse  f  (a-f-ito) 
stets  mit  genügender  Annäherung  aus  dem  Gange  der  Funktion  ermittelt  werden 
kann,  wenn  man  dieselbe,  was  in  den  meisten  Fällen  ohne  Nachtheil  geschehen 
kann,  nicht  ganz  übergehen  will.  Es  wird  deshalb  vorausgesetzt  werden  können, 
dass  Sp  ein  völlig  bekannter  Werth  ist. 
Vergleicht  man  diesen  Werth  mit: 

^  =  ,/(a  +  i«;  +-L/(«  +  ,-w)  _-!-/..  (s+(»  +... 
so  sieht  man,   dass  man  wegen 

/(«  +  <«)  =4^  =p—  P*i 
setzen  darf: 


schreibt  man  also : 

so  wird 
und  hiermit: 


P'i  —  P'  «f 


/;«+•'»)  =  ^=p-pisv  7) 

womit  jede  indirecte  Rechnung  vermieden   ist,    da  die  drei   Grössen   P,   p   und  Sp 
direct  berechnet  werden  können. 

Der  hier  erläuterten  Methode  entsprechend  wird  man  daher  die  Integration 
der  ersten  und  dritten  Gleichung  in  IX  (pag.  148)  ausführen  können.  Die  übrigen 
Gleichungen  sind  direct  berechenbar  und  führen  auf  einfache  Integrationen.  Für  die 
einfachen  Integrationen  wird  man  den  gemachten  Voraussetzungen  über  die  Lage  der 
Osculationsepoche  nach  zur  Bestimmung  der  Anfangsconstante  die  Formeln: 
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ff(z)dz  =  <f(a  +  iw)-±f*(a  +  iw)  +  £/«■  (a  +  i«}—  .. . 

zu  benutzen  haben,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  in  der  letzteren  Formel  rechts  vom 
Gleichheitszeichen  die  Funktionswerthe  arithmetische  Mittel  sind. 


$  3.    Berechnung  der  Coordhiaten. 

Die  oben  auseinandergesetzte  Methode  der  Berechnung  der  StÖrungswerthe 
in  den  polaren  (Koordinaten  setzt  die  Kenntniss  der  störenden  Kräfte  voraus,  die  in 
der  Bahnebeue  in  der  Richtung  des  Kadiusvector,  senkrecht  auf  denselben,  und  senk- 
recht auf  die  Bahnebene  wirken;  diese  Kräfte  erscheinen  in  den  obigen  Formeln 
nicht  unmittelbar,  sondern  es  treten  die  Grössen : 

U=  i'nti  K[r)  r,  cos  fl,  sin  (Lt—  l) 
R  =  »mi  K^r  cos  Bt  cos  [Li—l, 

W,  =  AI«,    ~ 

W=klml  Kr{  sin  5, 
auf,  wobei  gesetzt  ist: 

Die  Grössen  r  und  l  berechnen  sich  in  bekannter  Weise  aus  den  Elementen, 
T]  kann  aus  den  Ephemeriden  direct  entlehnt  werden,  B\  und  L\  dagegen  müssen 
aus  den  Ephemeridenangaben  abgeleitet  werden..  Die  Ephemeriden  geben  nämlich 
die  heliocentrischen  Langen  i.'  und  Breiten  ß".  Vor  Allem  müssen  diese  Angaben 
auf  das  fixe  Aequinoctium  reducirt  werden,  auf  welches  sich  die  zu  Grunde  gelegten 
Elemente  beziehen.  Als  fixes  Aequinoctium  wird  man  wohl  am  besten  das  mittlere 
Aequinoctium  des  nächsten  Jahrzehentanfangcs  benützen,  um  für  die  Angaben  des 
Berliner  Jahrbuches  die  bequemste  Anwendung  zu  erhalten. 

Lt  und  S,  sind  den  Längen  und  Breiten  analoge  Grössen,  jedoch  anstatt  auf 
die  Ebene  der  Ekliptik  auf  die  ungestörte  Bahnebene  bezogen,  ferner  liegt  der 
Anfangspunkt  der  Zählung  nicht  im  Frühjahrspunkte,  sondern  im  aufsteigenden 
Knoten  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik. 

Betrachtet  man  daher  das  sphärische  Dreieck  zwischen  dem  Pole  der  Bahn, 
dem  Pole  der  Ekliptik  und  dem  heliocentrischen  Orte  des  störenden  Planeten  auf 
der  Himmelskugel,  so  erhält  man  leicht  die  folgenden  Relationen,  wenn  nun  mit 
0,  und  «o  den  aufsteigenden  Knoten  und  die  Neigung  bezeichnet : 
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ainli,  *=  smfi0'  cob^,  —  cosjtfD'  810%  sin  {V  —  Q,,} 
cnsÄ,  cos  7.,  =  cos  fit,'  cos  (V  —  Q0) 
cosi^  sini,  =  sin/V  sinifc  +  cos/f0'  oos^  sin(V  — 0«)  » 
setzt  man  also,  um  die  Formeln  in  eine  bequeme  Form  zu  bringen: 
q  sni  Q  —  sin  fi0' 
y  cosQ  =  cos/V  sin  (V— So) 
so  'wird : 

COB.fi,  cos  7,,  =  cos//0'  cos  (V —  QqJ 
cos.fi,  sin  Lx  =  y  cos  (ö — 1„) 
sinfi,  =  y  sin(Q— Vi)  ; 
der  Abstand  des  gestörten  Körpers  vom  ungestörten  q  findet  sich  aus: 
p  coa  #  cos  ©  =  n  cos  B,  cos  (£,  —  /)  —  (r) 
(f  cos  ff  sin  @  =  r,  cos  B,  sin  (Z*,  —  l) 
o  sin  9  =  r,  sin  B,  —  z 
wobei: 

/=  V  +  <oa  -{-  Ja>  [vergl.  IVb  pag.  144) 

ist. 

Von  diesen  Formeln  kann  man  Gebrauch  machen,  wenn  man  streng  die 
Rechnung  durchfuhren  will  auf  Grundlage  der  heliocentrischen  Coordinaten  der 
störenden  Planeten,  die  sich  in  den  Ephemeriden  finden.  Beziehen  sich  die  Coor- 
dinaten, wie  dies  im  Berliner  Jahrbuch  bis  1867  inclusive  und  den  übrigen  astro- 
nomischen Ephemeriden  der  Fall  ist,  auf  das  jedesmalige  wahre  Aequinootium ,  so 
wird  man  die  auf  pag.  82  angeführten  Formeln  zur  Reduction  auf  das  gewählte  fixe 
'Aequinootium  benützen. 

Im  Berliner  Jahrbuch  für  1868,  1869  und  1870  finden  sich  die  heliocentrischen 
Coordinaten  nicht  unmittelbar,  indem  die  daselbst  allein  angeführten  Längen  in  der 
Bahn  mit  den  im  Anhange  angeführten  Bahnlagen  zur  strengen  Berücksichtigung  der 
Breiten  der  störenden  Planeten  über  dieser  Bahnebene  nicht  ausreichend  sind;  da- 
gegen werden  die  mitgeth eilten  rechtwinkeligen  Coordinaten  die  verlangten  Grossen 
leicht  geben,  denn  es  ist: 

»■[  cosA/  cosjS(,'  =  zt 
r,  sin  V  cos,V  =  y, 
r,  sin  ß0'  =  2,  , 
wobei  man  ausser  der  Prüfung,  die  sich  aus  dem  regelmässigen  Gange  der  Differenz- 
werthe  ergibt,  als  theilweise  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  den  Umstand 
benutzen  kann,  dass  der  so  gefundene  Werth  von  r,  mit  dem  im  Jahrbuche   ange- 
gebenen übereinstimmen  muss. 

Vom  Jahre  1871  ab  geben  die  mit  Rücksicht  auf  die  pag.  83  gemachten  Be- 
merkungen im  Berliner  Jahrbuche  angeführten  Angaben  die  Mittel  an  die  Hand, 
unmittelbar  die  verlangten  Grössen  V:  ß„'  und  r,  demselben  zu  entlehnen. 
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Vom  Jahre  1880  ah  finden  sich  aber  auf  meinen  Vorschlag  Angaben  im  Ber- 
liner Jahrbuche,  welche  die  Rechnung  nach  den  Formeln  1),  2)  und  3)  de»  vor- 
liegenden Paragraphen  wesentlich  erleichtern. 

Es  finden  sich  nämlich  in  der  Columne  Bü  die  Breiten  des  Planeten  über 
der  am  Kusse  der  Tabelle  angegebenen  bahnlage,  welche  letztere  durch  eine  längere 
Reihe  von  Jahren  constant  angenommen  wird.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie 
man  diese  Angaben  für  die  Rechnung  verwerthen  kann. 

Betrachtet  man  zwei  Ebenen  im  Räume,  von  denen  man  eine  als  die  Fun- 
damentalebene wählt  und  legt  in  die  Richtung  des  aufsteigenden  Knotens  die  ge- 
meinsame positive  X-Achse,  während  die  Achsen  der  Y  und  Z  den  sonst  üblichen 
Annahmen  analog  gewählt  werden  sollen ,  so  erhält  man,  wenn  /  die  Neigung  der 
beiden  Ebenen  gegen  einander  bedeutet,  in  der  bekannten  Weise  für  den  Uebergang 
von  den  rechtwinkeligen  auf  die  Fundamentalebene  bezogenen  C'oordinaten  £,  rj,  £ 
eines  Punktes  auf  die  analogen  auf  die  andere  Ebene  bezogenen  Coordinaten  if ',  pj',  C 
desselben  Punktes  (vergl.  I  pag.  12)  die  Gleichungen: 

l  =  F 

>}  =  l'  cos/ —  £  sin/ 
£  =  ij'  sin/  +  £'  cos/. 

Bezeichnet  man  den  sphärischen  Abstand  (Breite)  des  Himmelskörpers  von  dem 
durch  die  Fundamentalebene  mit  der  Himmelskugel  gebildeten  grössten  Kreise  mit  0, 
in  Bezug  auf  die  andere  Ebene  mit  o'.  und  den  Winkelabstand  des  Fusspunktes 
dieses  sphärischen  Perpendikels  mit  der  X-Achse,  gezählt  in  der  Bewegungsrichtung 
des  Himmelskörpers,  beziehungsweise  mit  u  und  «',  so  wird  man  auch  schreiben 
dürfen,  wenn  man  mit  r  den  im  Allgemeinen  willkürlich  zu  wählenden  Abstand  des 
Himmelskörpers  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  bezeichnet ; 

r  cos  b  cosw  =  r  cos  b'  cos  w'  \ 

■  r  cos  6  sin  w  =  r  cos  b'  sin  «'  cos/ —  r  sin  6'  sin/  /  5) 

r  sin»  =,r  cosi'  sin»'  sin/+r  sino'  cos/  J 

Wählt  man  nun  als  Fundamentalebene  die  Ebene  des  gestörten  Himmels- 
körpers zur  Zeit  der  OsculationBepoche  und  beachtet,  dass  die  polare  Ooordinate  L, 
(vergl.  II  pag.  144)  vom  aufsteigenden  Knoten  (q)  aus  gezählt  wird,  so  wird  man, 
wenn  man  mit  0  den  Abstand  des  aufsteigenden  Knotens  der  Bahnebene  des  stö- 
renden Planeten ,  in  der  Bahnebene  des  gestörten  Himmelskörpers,  gezählt  in  der 
liewegungsrichtung,  bezeichnet,   die  Relation: 

Z,  =  u  +  0 
haben,  und  weiter  wird  die  in  5)  durch  b   ausgedrückte  Coordinate   dann  identisch 
mit  der  am  oben  angeführten  Orte  mit  B\  bezeichneten  Grösse. 

Bezeichnet  man  mit  L  die  in  den  Ephemeriden  mitgetheilte,  auf  das  gewählte 
fixe  Aequinoctium  bezogene  Länge  in  der  Bahn ,  so  wird .  da  L  aus  der  Addition 
der  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  und  des  Argumentes  der  Breite  entsteht,  sein, 
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trenn  man  analog  wie  oben  durch  0'  den  Abstand  des  aufsteigenden  Knotens  der 
'Hahnebene  des  störenden  in  der  Hahnebene  des  gestörten  Planeten  vom  aufsteigen- 
den Knoten  der  Bahn  des  störenden  Körpers   "q'\  in  der  Ekliptik  darstellt; 

w'  =  L  —  (a*  +  **)  ; 

ausserdem  wird  die  in  5)  durch  b'  ausgedrückte  Grösse  offenbar  mit  Ba  identisch 
und  man  wird  den  Sinus  dieses  Bogens  mit  dem  Bogen  selbst  vertauschen,  dessen 
Cosinus  aber  der  Einheit  gleich  setzen  dürfen.  Demgemäss  hat  man  zur  Berechnung 
von  B,   und  /,,  das  Formelsystem: 

V  =  L  —  [q'  4-  0'; 

COflS,  cos«  =  cosw' 
cos 2?,  sin«  =  sin«'  cos/ — _B„  sin  1"  sin  /  !■  6) 

sini?!  =  sin«'  sin/+50  sin  i"  cos/ 

L,  =  u  -+-  ©  .  I 

Hiermit  sind  die  Grössen  ß,  und  L,  bekannt  und  die  weitere  Rechnung 
nach  den  Formeln  4)   (pag.   157)  hat  keine  Schwierigkeit)  da  wie  oben: 

1=  V+to„  +  Ja 
anzunehmen  ist. 

Die  aus  Bg  in  den  Formeln  6)  resultirenden  Correctionen  können  sehr  leicht 
mit  Hilfe  der  Additions-  und  Subtractionslogarithmen  in  Rechnung  gebracht  wer- 
den, doch  kann  es  unter  Umständen  bequem  sein,  vorerst  u  und  i?,  ohne  Rücksicht 
auf_B,>  zu  rechnen.  Werthe,  die  ich  beziehungsweise  mit  14,  und  B^  bezeichnen  will, 
und  nachträglich  den  Unterschied  « — «,,  auf  differentiellem  Wege  zu  bestimmen;  ans 
der  Differentiation  der  Gleichungen  6)  erhält  man  leicht  nach  einigen  offenkundigen 
Redtictionen : 

u —  W(i  = =-  sin/  Ä, 


b,-b,>=   ~^47b,.  '      7) 

Wiewohl  demnach  die  Berechnung  der  Grössen  Lt  und  B,  nunmehr  wenig 
an  Bequemlichkeit  zu  wünschen  übrig  lässt,  so  lässt  sich  doch  noch  eine  für  viele 
Fälle  'wesentlich  bequemere  Form  angeben.  Ist  nämlich  die  gegenseitige  Neigung 
der  in  Betracht  kommenden  Ebenen  [J]  eine  massige  Grösse,  wie  dies  in  der  That 
für  die  meisten  Planeten  der  Fall  ist,  so  kann  man  zuerst  B0  ganz  ausser  Acht 
lassen,  indem  man  die  daraus  entstehenden  Correctionen  einer  nachträglichen  Be- 
rücksichtigung mittelst  der  Formeln  7)  vorbehält  und  man  erhält  dann  durch  Divi- 
sion der  beiden  ersten  Gleichungen  6) : 

tangttg  =  tangu'  cos/; 
wendet  man  auf  diesen  Ausdruck,  in  welchem  der  Voraussetzung  gemäss  cos/  wenig 
von  der  Einheit  verschieden  ist,  die  im   ersten  Bande  (pag.  28)  angeführte   Reihen- 
entwickelung an,  und  beachtet,  dass: 
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ist.  bo  wird  sein,  wenn  man  die  erste  Gleichung  in  7)   (pag.  159'  sofort  heranzieht: 

« = "'  -  Str  ainJ- B'  -  ^¥~ si»2"'  +  t£^  ,ini"'  -  ■  •  •      * 

Die  Benützung  dieser  Reihe  kann  von  Fall  zu  Fall  durch  Anwendung  einer 
kleinen  Hilfstafel  wesentlich  erleichtert  werden. 

Für  die  Durchrechnung  der  Formeln  ist  nicht  die  Kenntniss  des  Rogens  B, 
nöthig,  sondern  nur  die  Kenntnis»  der  Werthe  von  sin  Bt  und  cos  Bx ;  für  die  Be- 
rechnung des  Sinus  wird  aus  6;   (pag.  159)  folgen: 

sinS,  =  sin«'  sin/  +  Ba  sini"  cos/  ;  10} 

da  sini?!  der  Voraussetzung  nach  nicht  gross  ist,  so  wird  man  auch  stets  sicher 
den  Uebergang  auf  den  Cosinus  machen-  können,,  dessen  Kenntnis»  man  für  t  dir 
Formel  g)  und  für  die  spätere  Rechnung  bedarf. 

Die  Anwendung  der  eben  entwickelten  Ausdrücke  setzt  noch  die  Kenntniss 
der  Grössen  0,  0'  und  /  voraus.  Aus  der  Betrachtung  des  sphärischen  Dreieckes, 
welches  die  Ekliptik  mit  den  Bahnebenen  des  gestörten  und  des  störenden  Planeten 
bildet,  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  die  diesbezüglichen  aufsteigenden  Knoten  und 
Neigungen  beziehungsweise  mit  Q,  Q'  und  i,  t*  bezeichnet,  durch  Anwendung  der 
Gauss'  sehen  Gleichungen : 

sin|/sin|  (0  +  0*)  =  sin|(Q'  — q)  sin-J  (1*  +  1) 
sin^/cos^  (0  +  0')  =cosJ(q'  —  Q)  sin^(i"  —  1) 
cos)/ sin  £  (0  —  0')  =  sin)  (a'  —  Q)  cos)  (tv  +  1) 
cos)/cos|  (0 —  0')  =  cos)(q' — 0)  cos|(t"  —  T  ,  | 

welche  Formeln  die  erforderlichen  drei  Grössen  J,  0  und  0'  unzweideutig  bestim- 
men; dabei  wird  man  zweckmässig  die  an  sich  willkürliche  Voraussetzung  machen 
dürfen,  dass  /kleiner  als  1800  angenommen  wird,  also  sin)/  und  cos)  /  stete  positiv 
sind,  wodurch  sich  die  Quadranten  für  die  Winkel  )(0  +  0')  und  J  (© —  01  er- 
geben. Die  so  ermittelten  3  Grössen  wird  man  so  lange  unverändert  beibehalten 
können,  ab  die  Elemente  a,  Q.  ■  i  und  t  keine  Aenderung  erfahren;  da  dies 
nach  der  vorliegenden  Methode  mindestens  für  ein  Jahrzehent  ohne  Unbequemlich- 
keit geschehen  darf,  so  wird  die  Berechnung  dieses  sphärischen  Dreieckes  selten 
genug  auszuführen  sein  und  kann  demnach  den  vorbereitenden  Rechnungen  ange- 
schlossen werden. 

Es  ist  klar,  dass  bei  der  vorliegenden  Methode  der  Störungsrechnung,  da  die 
StÖrungscoordinaten  auf  eine  fixe  "Ebene  bezogen  sind,  eine  Aenderung  des  Aequi- 
noctiums  auf  dieselbe  ohne  Einfluss  ist;  nur  muss  darauf  geachtet  werden,  dass 
auf  diese  Aenderung  bei  der  Berechnung  der  Koordinaten  gehörig  Rücksicht  ge- 
nommen wird.  Man  wird  demgemass  in  den  Elementen  die  durch  die  Präcession 
im  Knoten,  in  der  Neigung  und  im  Abstände  des  Ferihets  vom  Knoten  bewirkten 
Aenderungen  in  Rechnung  ziehen  (I  pag.  81]  und  mit  den  auf  dasselbe  Aequinocthun 
bezogenen  Koordinaten  des  störenden  Planeten  verbinden;  da  aber  voraussichtlich  im 
Berliner  Jahrbuch  zu  jenen  Epochen,  wo  eine  Aenderung  des  Aequinoctiums  eintritt. 
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auch  eine  Aenderung  der  Grossen  q'  und  i*  vorgenommen  werden  wird ,  bo  wird . 
man  die  Berechnung  der  Formeln  1 1 )  stets  auf  die  Epoche  dieser  Aenderungen  be- 
schränken dürfen. 

Schliesslich  dürfte  es  passend  sein,  an  dieser  Stelle  zu  erwähnen,  wie  man 
die  nach  dieser  Methode  erlangten  Störungswerthe  zur  Berechnung  einer  strengen 
Ephemeride  verwerthen  kann. 

Man  wird  sich  zu  dem  Ende  aus  den  Störangstabellen  für  die  Epochen  der 
Ephemeride  die  Werthe  J M,  J  w,  v  und  z  ermitteln.  Es  wird  hierbei  zweckmässig 
sein,  für  einige  der  Ephemeride  nahe  liegende  Störungsepochen  und  für  die  Mitte 
derselben  die  Störangswerthe  zu  bestimmen,  und  mit  Hilfe  der  so  gebildeten  kleinen 
S to m n gs tafeln  die  Z  wisch  enwerthe  zu  interpolirei] ;  es  wird  sich  dieses  Verfahren, 
bei  welchem  man  eine  Reihe  von  Werthen  braucht,  etwas  kürzer  erweisen ,  als  die  ' 
directe  Rechnung  fÜT  jeden  einzelnen  Werth  mit  Hilfe  der  P-  und  Q-Coefficienten 
[vergl.  Tafel  VI— IX). 

Man  gelangt  mit  Hilfe  der  Formeln  V)  und  VI}   (pag.  145J  zur  Kenntniss  der 
Coordinaten  des  Planeten  in  der  ungestörten  Bahnlage ;  es  ist  also  zu  rechnen : 
M  =  10* -{- ft*t  +  J M 
M=  E — e0"  sin_E 
((r))  sin  V  =  «g  cosoj0  siniS 
((r))  cos  V  =  <*o  (cosi?—  e0) 
/=  V+  w0  +Jto 
M  =  (W)  (1  -M 

Um  nun  z  bei  der  Berechnung  der  rechtwinkeligen  Aequatoreal-  Coordinaten 
zu  berücksichtigen,  denke  man  sich  zwei  rechtwinkelige  Coordinatensysteme  mit  einem 
gemeinsamen  Anfangspunkt  und  mit  gemeinsamer  X-Achse,  welche  letztere  mit 
der  Knotenlinie  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik  (q„)  zusammenfallen  soll ;  die 
X  y-Ebene  möge  die  gewählte  fixe  Ekliptik  Bein,  die  Xt  Yj-Ebene  aber  soll  der  un- 
gestörten Bahnlage  entsprechen  und  die  diesbezüglichen  Z-Coordinaten  sollen  in  der 
üblichen  Weise  gezählt  werden.  Bezeichnet  man  mit  i0  die  Neigung  der  unge- 
störten  Bahnebene  gegen   die  Ekliptik,   so  hat  man  sofort  die  Relationen: 

X  =  Xi 

y  =  yt  cos*, — zt  srai„ 
z  =  t/i  sin%  +  s,cos%,   . 

Setzt  man  für  xlt  y,  die  polaren  Coordinaten,  so  werden  die  ekliptikalen  auf  Q„  als 
Ausgangspunkt  bezogenen  Coordinaten : 

x  =  (r)  cos  l 

y  =  (r)  sin/  cosii — zt  sini^ 

z  =  (r)  sin  /  sin  ^  -f-  Z\  cos  1^  . 
Verlegt  man  nun  den  Ausgangspunkt  der  Zählung   auf  den  Frühjahrspunkt, 
so  wird  sein : 

Oppolx',  B*hnbt  Mim  mannen.  II.  21 
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=  arco8Q„  — y  sinQo 
=  ar  BinQo-f-y  cobQo 


und  die  Substitution  ergibt: 

x{  =  (r)  {  cos/ cos  0,  —  sin/sinao  cosii,}  +»i  sina>  sini« 
yt  =s  (r)  {  cos  /sin  ßo  +  sin  /  cos  Qo  cos  %, }  —  zx  cos  Qg  sin  tj, 
*f  =  M  ■*»'  ^»o  +  «i  cos%  ; 
verwandelt  man  diese  Ekliptikalcoordinaten  mit  Hilfe  der  im  ersten  Bande  (pag.  12) 
angesetzten  Transformation  »form  ebi,  so  wird  man  leicht  finden: 
x  =  (r)  {  cos/cobQ,,  —  sin/ sin Qg  cos^  J  +  zK  einQ0  sinti, 
y'  =  (r)  {  cos/  sinQ0  cose  +  sin/  cos Q,,  cosi^  cose  —  sin/  sini^  sine  } 

—  zi    {  cosQ0  sini|)  cose  +  cob^,  sine  J 
z'  =  (r)  {  cos/  sin Qo  sin s  +  sin /  cosq„  cos%,  sine  -+-  sin/ sin i^  cos«  } 
+  Zy    {  —  cos  Qo  sint0  sine  +  cos^  cose  }  . 
Die  Einführung  einiger  Hilfsgrö'ssen  wird   die  Berechnung   dieser   Ausdrucke 
erleichtern  ; vergl.  I  pag.  1 6)  ;  setzt  man  nämlich : 
n  sin  N  =  sin  t „ 
n  cos  N  =  cos  Qo  cos  i$ 
m  smM=  cos  Qn  sin  i0 
m  cos  M  =  cos  i,, 
sina  «iiiA  =  COS  Qg 
sin«  cos  .4  s=  —  sin  Od  cosio 
sin A  sin ß  =  sin Q,  cose  j.        13) 

sin  b  cos  B  =  n  cos(iV-f-  *) 
sin  c  sin  0  =  sin  flu  sin  e 
sine  cos  C  =  »  sin  (iV  +  e) 
cos  a  =  sin  Qo  ein  ^ 
cos  i  =  —  m  sin  (Jf  -f-  e) 
cos  c  =  m  oos  [M  -\-  e) 
so  ist,  wenn  man  statt  2,    den  Buchstaben  z  schreibt  und   darunter  die  Störung  in 
der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  Coordinate  versteht: 

x  =  (r)  sin  a  sin  (A  +  l)  +  *  oos «  1 

y'  =  (r)  sin  ö  sin  (fi  + /}  +  «  cos 4  i         j.i 

8  =  [r)  sine  sin  ((?+/)  +2  cose  .  | 

Als  Probe  für  die  Richtigkeit  dieser  Constanten  kann  benützt  werden  {vergl. 
I  pag.  17}: 

t«r .■  —     *i*b  ünoiin  jC-B) 
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%  4.    Uebergang  auf  oscnIiren.de  Element«  nach  Hansen-Ttetjen's  Methode. 

Das  Bedüj-foiss  des  Ueberganges  auf  osculirende  Elemente  tritt  bei  dieser 
Methode  aus  ähnlichen  Ursachen  ein,  wie  bei  Encke's  Methode ;  nur  werden  im  All- 
gemeinen die  Störungen  weit  mehr  anwachsen  können,  als  bei  der  letzteren  Me- 
thode, bevor  es  nothwendig  wird,  diesen  Uebergang  zu  machen. 

Um  nun  diese  Uebertragung,  falls  sie  aus  irgend  einer  Ursache  wünschenswerth 
erscheinen  sollte,  ausführen  zu  können,  bedarf  man  geeigneter  Formeln  und  ich  werde 
ähnlich,  wie  früher,  zwei  Arten  des  Ueberganges  vornehmen,  nämlich  vorerst  jene 
Methode,  nach  der  man  die  Unterschiede  der  gestörten  und  ungestörten  Elemente 
ermittelt,  nnd  welche  einer  grösseren  Genauigkeit  fähig  ist,  ohne  allzugrosse  loga- 
rithmische Tafeln  anwenden  zu  müssen,  und  dann  jene,  in  der  man  aua  den  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  unmittelbar  die  Elemente  ableitet. 

Aus  der  Störungsrechnung  sind  für  die  gewählte  Osculationsepoche  zu  bestim- 
men:  JM,    Jta,  v,  ~ ,  z,  -jr  und  iSVdt;  die  erste  Aufgabe,   die  zu  lösen  ist, 

besteht  dann  wieder  darin,  J(r),  J  j^j  und  J  (Vp)  (vergl.,über  die  Bedeutung  die- 
ser Symbole  pag.  89)  zu  ermitteln,    da  dann   die  Herleitung  der  Elemente  wie  bei 
Encke's  Methode  möglich  ist. 
Man  hat  vorerst: 

' -  M  ('+»):  co. S=(M)  (.+»)(.  +  -;£f5-)  ') 

wobei  der  Winkel  b  bestimmt  ist  durch  die  Relation : 

tangJ-=^j-  2) 

Es  soll  also  zunächst  der  Unterschied: 

(M) -«» 

ermittelt  werden.     Es  ist: 

J/ö  +  JM=  E—e»  sin£ 
also  findet  sich  der  Unterschied  der  exceutrischen  Anomalien  durch  die  Gleichung : 
JM={E—Ea)  —  2etBm\[B—Efl)  cm^iE+E^  .  3) 

Da  aber  durch  eine  vorausgehende  Rechnung  sowohl  E,  als  auch  E„  mit 
einem  hohen  Grade  der  Annäherung  bekannt  ist.  so  kann  eine  fast  directe  Be- 
stimmung von  E — Ex,  leicht  genug  ausgeführt  werden.    Setzt  man  nämlich: 

41»-*]       "~P 
wo  ß  die  Bogenverwandlung  ist,  welche  Grosse  sich  fast  ohne  Mühe  aus  den  loga- 
rithmischen Tafeln  ergibt  und  bei  der  Kleinheit  von  [E — £„)  im  Allgemeinen  wenig 
von  der  Einheit  verschieden  ist,  so  wird: 


V  Google 


46t     

B-B,  =     V--^-,^ifETW  $ 

Nun  bestehen  die  Gleichungen: 
([*■))  sin  V=Oq  cos<jp0  sin£  =  r0  sint>0  +  20,  cosy0  sini(£— £0)  cos±  {E  +  E<,) 
((r))cosr=*o  (cos£-e0)  =  n,cost>0  -  2flo  sin±(.E—  3,)  sini(£+£^)   ; 
setzt  man  also: 

eoa  (pü  cos  ^  [E  -\-  E,,)  =  n'  cos  iV 

smUE  +  EJ^n'ünN  5) 

20,»'  8inJ(£—  ^)  =  o^ßri  (E  — JR,)  sin  1*  =  « 


so  wird : 


-co«(JV— Pol 

tang  (K— 1>0)  =  -^ 

1  —  —  «in(W—  üo) 


M-w 


coitfF— »0) 


Man   kann  aber   V — f„  und  ((r)) — r„   auch  in   anderer  Weise  ableiten,    die 
mit  Vortheil  als  Controle  angewendet  werden  kann;  es  ist: 
(W)  =a»  {1— «iCObEJ 
»0  =  «II  (1— *oc,»s-#i>) 
also  wird : 

((r))  -  r0  =  200*0  sin*  {E-E,)  Bin\(E+E0)  = 

=  a0etß{E-E»)  sini"  sinj  [B+  BJ  ja) 

Um  eine  andere  Form  für  die  Berechnung  von   V— 1>0  zu  erhalten,    erinnere 
man  sich  an  die  bekannten  Gleichungen: 

VÜÄ)  siniT-  Voo(.+Co}sini£ 

V(M)  <*«*  F=  >V(7^}  cos|£  ; 

multipUcirt  man  die  erste  Gleichung  links  mit  >  >0  cos  ^  p0 ,  rechts  mit  dem  äquiva- 


lenten Werthe  fa^  (1  —  e0)  cos  |  JSi)   un^   ähnlich   die  zweite  Gleichung  beziehungs- 
weise mit  Vf^8ini»o  un,l  V'h  (>  +  *to)  flin^Ü^  und  subtrahirt,  so  folgt  sofort: 

Der  Uebergang  von    ((r))  auf  (r)    macht  sich  sehr  einfach,    da  die  Relation 
besteht : 

M-(W)  (■+*): 

es  ist  also: 

M  — (M)-(M)»i  8) 

schliesslich  folgt  aus  1)   (pag.  163)  unmittelbar: 


-  (r)  =  2  (r) 


ain*j& 
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so  wird: 

'(>)-•—•* -(«)->»  + (Wir  ">) 

wobei  (fr)) — re  nach  6)  oder  7a)  zu  berechnen  Bein  wird, 
Um     (^  —  ^1  zu  erhalten,  beachte  man,  dass : 
r>=(r)»  +  *> 
ist,  woraus  durch  Differentiation  nach  der  Zeit: 

rii  =  w  -s*-  +  *rf* 

folgt,   da  nun: 

rcosfi  =  (r) 
ist,  so  kann  man  schreiben: 

dr  ,  d[r)        ,     .  ,    dz  . 

aus  der  Gleichung  7)   [pag.  146)  folgt : 

iä.  —  IIA)  —  +    k***r    ■ 

man  hat  also  die  Gleichungen : 

dr  ,  1 ,  1 ,  d  v  ktn  sin  V  ,    dz 

dfo  „__i  _  iw.„,i IttQiiaVf,     ,     irä*jj     *«oaiitco 

und  durch  Subtraction  folgt  hieraus: 

(£ - £) «» =  (W)  £ + ^,{"h"r-,t7'"r+,,J  - 

führt  man  hier  nach  Gleichung  9)  den  Wetth  von  y  ein,  so  resultirt  endlich: 

+  7^3?}-  ") 

Die  Bestimmung  von  ^/  (V^>)  kann  leicht  mit  der  Bestimmung  des  Knotens 
Äfl ,  and  der  Neigung  /  der  gestörten  Bahn  in  der  ungestörten  Bahnebene  ver- 
bunden werden. 

Die  Coordmaten  und  Geschwindigkeiten  sind  dargestellt  durch: 
x  =  (r)  cos  / 
y  =  (r)  sin  / 
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Man  erhält  also: 
A  y£  cos/  =  s  Jf  —  y  Jj  «  (r)  *  £ 

i    i/~     ■       xr  T  dt  du  ,   ,        .      ,   dt  ,   ,  ,dl  .      ,    rflf 

AV>8inJr0Bin/   =  ys--*J=(r)  am/  -  —  «(rjcoa^— *  sin/  -^ 

k  Vp  cos  ff",  nnj   =zJ7~iJ7==  M  c°8'  j7  +  *{*")  8'n' 37  —  *  cos'  ■jjj 

Zählt  man  alle  Längen  vom  Punkte  l  au»  und  beachtet,  dass  nach  Gleichung 
1}  pag.   141 : 

ist,  so  erhält  man: 

*yp~cos/  =  iVft  +fsüdt 

i  VpsiniS^-li  sin/  =  —  ^{*  V^  +/*  tV<  } 

i  Vp-cnM-ri  sin/=  (r)  £  -  f^jl  . 

Beachtet  man  nun  (vergl.  Gleichung  7)  pag.  146)  : 


bo  findet  sich: 


-ÜÜ-    =   (Ml   ^-t-t«""ir 


sin(/ — Äi)  tang/  = 


cos  (l — K^  tang/  =   • 


hfä+fxVM 

womit  Ä"3  und  /  bestimmt  erscheinen ;  dabei  wird  /  erhalten  durch  die  Gleichung : 
1=  V+  ia„  -t-Jv  .  16) 

Aus 

kVp  =  [kyto+f2Vdt  )  secJ 
folgt  weiter: 

4{Vp)=Vp~-VÄ>  ={-yf2Udt  +  2Vp~ft*m*\j}*ecJ  17) 

und 

4(p)"=p-p*  =  \*Yp»  +  J(Vp)}  J{Vp~).  18) 
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Es  erscheint  angemessen,  gleich  hier  den  TJebergang  von  J^  und  /  auf  a  —  'A> 
und  t  — 10  aufzuweisen ,  wobei  sich  die  Bestimmung  von  10  —  w0  unter  Einem 
durchführen  lässt. 

Nennt  man  das  Argument  der  Breite  des  Planeten  in  der  gestörten  Bahn  in 
Bezug  auf  die  ungestörte  (u),  so  ist: 

tang  («)  =  tang  (l —  Kq)  sec  J . 
Erinnert  man  räch,  dass  Ausdrucke  von  der  Form: 
tang  t^  =  n  tangiy 
sich  in  die  bekannte  Reihe  (vergl.  I  pag.  28) : 

v— v  =  ^tBin2v  +  ti^y  Bin4'p  +  ■■■■  +i(sri)"Bm3W,9>+  ••• 

auflösen  lassen,  so  wird  man  mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit  von  /zweckmässig  erhalten : 
</(„)  =  (.)  -  (*_jg  --*£¥■  "in*  (»-«  +  4^^'  ™4  (I-*)  +  •■     .9) 

Um  nun  die  Aenderung  des  Knotens,  der  Neigung  und  des  Arguments  der 
Breite  in  Bezug  auf  die  Ekliptik  zu  finden ,  wird  die  Betrachtung  des  bezüglichen 
sphärischen  Dreieckes  leicht  die  ver- 
langten Relationen  finden  lassen. 
Die  Durchschnitte  der  in  Betracht 
kommenden  Ebenen  mit  der  Him- 
melskugel seien  durch  Kreise  dar- 
gestellt, hei  P  befinde  sich  der  Pla- 
net zur  Zeit  der  gewählten  neuen 
Osculationsepoche,  die  punktirte  Li- 
nie stelle  das  sphärische  Perpendikel 
vom  Punkte  P  auf  den  die  unge- 
stÖrteBahnlage  darstellenden  grämten 
Kreis  vor ;  die  Bedeutung  der  Seiten 
und  Winkel  ist  unmittelbar  in  die  Figur  eingesetzt  und  bedarf  daher  keiner  näheren 
Erläuterung. 

Setzt  man  also  als  Seiten : 

b  =  S 

c  =  Q  — Qo 


so  geben  die  Neper'schen  Gleichungen: 

1                 tang  — i^  =  tang  \a 
tang =  tang  J -a 


•inj  [B-Cj 
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welche  Formeln  man  zur  Bestimmung  von  JTund  (9 — Qg)  benützen  kann.  Ist  aber 
^  nicht  gar  zu  klein  (nur  wenige  Bogenminuten),  so  wird  man  mit  V ortheil  von 
den  folgenden  Reihenentwicklungen  Gebrauch  machen,  die  man  wohl  stets  bei  den 
in  der  Regel  stattfindenden  Verhältnissen  wird  benützen  können.  Wendet  man 
die  oben  in  Erinnerung  gebrachte  Reihenentwickel  im  g  auf  die  Gleichung  20)  an,  so 
findet  sich  leicht: 
i(K+  (Q  -  O,)}  -  i  X,  =  -ÜSS^Ml«  „in  Jj;  +  i  WgsW   8in  ,  jj;  + 

+  i  '""".ffi"»1'  ,u,3  *■„  +  ..=  1 

i  {k-  (a-o,))  -  iä, -  -  i"".ly*.m^+^"""^yw'»n^- 

und  man  hat: 

^{ir)  =  ir-Äi  =  i  +  ir  1 

*/(ö)  =  a-a0  =i-n.  [       "' 

Weiter  ist  in  der  ungestörten  Bahn: 

ti>„  =  It,  —  oB 
dagegen  der  Abstand  des  Ferihels  vom  Knoten  in  der  gestörten  Bahn: 

w  =  («)  +  K—i  =  {l—Kjj  +  J(u)  +  K-v  j 
die  Subtraction  der  letzteren  Gleichungen  ergibt : 

«i-a,0  =  J[K}+  J{u)  +  (/— 4)  -  (t — «J  ; 
man  hat  aber  zu  beachten,  dass  ist: 

k  =  o„  +  w0 
/  =  F+ w„  +•  Jot 
demnach  ist: 

l—l„  =  (V—v1l)  -\-J<a 
und  man  wird  daher  haben: 

o,-w,  =  J[K)+Jtu)+Ju+{(V-vt)—  {»— «„))    j  2 

«  —  «0  =  {*"—  wo)  +  (0— Qe)  |  ' 

wobei    die   Bestimmung  von    v  —  va   noch   nöthig  ist,    die   weiter  unten  vorgenom- 
men wird. 

Aus  der  Neper'schen  Gleichung: 

folgt  sofort: 

womit  1 — ^  bestimmt  erscheint. 
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Zur  Bestmunmung  von  (o —  e0} ,  (« — e0) ,  {e2 — e0*),  [<p  —  tp„),  {"  — ^0)  und 
(M — M0)  wird  man  dieselben  Formeln  verwenden  können,  welche  früher  für  den 
Uebergang  auf  osculirende  Elemente  bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  aufgestellt 
wurden  (pag.  102,  103) ,  bo  dass  hiermit  die  Entwickelung  der  Formeln  für  die  erate 
Form  des  Uebergangs  erledigt  ist. 

Will  man  aber  unmittelbar  die  gestörten  Elemente  erhalten,  so  lassen  sich 
auch  hierfür  recht  bequeme  Formeln  angeben,  deren  Berechnung  mit  Vortheil  dazu 
benützt  werden  kann,  um  die  aus  den  eben  entwickelten  Formeln  erhaltenen  Re- 
sultate zu  controliren. 

Zur  Berechnung  der  gestörten  ßahnlage  gegen  die  ungestörte  Bahn  wird  man 
die  Formeln   15)    (pag.  1 66)  benützen  und  weiter  rechnen: 

Vp  —  |*  Vp\  +f2Udt)  secJ  | 

1=  V+uto  +  Jv  \  25) 

tang(u)  =tang(/ — JT0)  aecJ,  \ 

hierauf  wird  man  die  Formeln  20)  und  24)   (pag.   1 68)  heranziehen,  um  daraus  a,  i 
und  K  zu  erhalten. 

Die  Excentricität  und  die  wahre  Anomalie  resultiren  aus  (vergl.  pag.  8g) : 

Bin  (p  COS  V  =  -*■ I 

wobei  -g-  zu  berechnen  sein  wird  aus  (pag.   165) : 

dt  r        dt    ^   r      dt    '  2?J 


nach  Formel  14)    (pag.  166)  leicht  zu  erhalten;  ferner  ist  nach  pag.  168: 

—  H+*-      l  "  l8,  . 

Weiter  ist: 

t»ngä£  =  t«ng4i>cotg(45  +  i(|i)         | 

K  =  B-^rAiE  f  ">] 

und: 

Ich  werde  nun  die  für  die  Rechnung  nöthigen  Formeln  hier  zusammentragen. 
Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  für  die  neue  Osculationsepoche  aus  der  Störungs- 
rechming  entlehnt  sind  die  Werthe  von: 

JM,  ,,»,  ,,  £,,,  %™l$2Vdt. 

Oppolic,  R*bnk«itiBmnn«eii.  II.  22 
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Man  wird  hierbei  den  Umstand  zu  berück  sichtigen  haben,  dass  für  t  als  Ein- 
heit der  Sonnentag  gilt,  wenn  man  für  die  Constante  des  Sonnensystems  k  den 
im  ersten  Hände  pag.  45  angeführten  Werth  benützt.  Um  aber  aus  den  Summatäons- 
tabellen  mit  möglichster  Bequemlichkeit  die  Integral werthe  entlehnen  zu  können, 
wird  es  sich  empfehlen,'  als  Zeiteinheit  das  hei  der  Störungsrechnung  benützte  Zeit- 
intervall w  zu  wählen ,  man  wird  demnach  in  den  folgenden  Formeln  überall  dort, 
wo  die  Grosse  k  erscheint,  sofort  [wk]  annehmen  und  kann  dann  w,  soweit  es  bei 
den  einfachen  und  doppelten  Integralen  in  Betracht  kommt,  der  Einheit  gleich  setzen. 

Zunächst  bestimmt  man: 


M0  =  Mn  -f-  a 


I) 


wo  Mw  die  mittlere  Anomalie  der  Ausgangs elemente  ist,  t  die  Zeit  (in  Einheiten  des 
mittleren  Sonnentages)  die  zwischen  der  Epoche  dieser  Elemente  und  der  gewählten 
neuen  Osculationsepoche  verflossen  ist.  Bezeichnet  man  mit  £w  die  zur  mittleren 
Anomalie  M0,  dagegen  mit  E9  die  zu  (JM„  +  JM)  gehörende  escentrische  Anomalie, 
so  hat  man  zu  rechnen: 


Ma 

=  -Eon  — 

fl„"  sin  E$0 

, 

M,  +JM  = 

Eo 

—  Bn"« 

n£0 

r<> 

einc0 

=  «0  COS 

<pa  sin  Ew 

(fr))  «■> 

v  = 

«0 

COSi)n0 

*in  Ea 

r<> 

cosp0 

=  Oo  (COS £50  —  60)   , 

(W)oos 

V  = 

"0 

COS^u 

—  *t) 

IM)  (■  +  "i 

r  = 

(r)  secÖ 

tgS  = 

"m 

dir) 

dt    ~ 

IM 

dv 

dt 

,     {»*)*> 

sin  V 

+    (.  +  r 

tfw 

Hierauf  berechnet  man: 

n  (l—X,)  tg/ 

=  ~^i 

«  II —  ITA 

aj. 

1 

>£- 

rffr] 
'dt 

(wA)  ytv-S-jzVdt 
l  =  V  +  u,  +  Jm 

■*  f?)  ={thff-ndl  + 2  Vi*  ,iu' i  J\ 8ec ' 
<l  (/>)=-{ '  Vä,  +  J  (V£) )  J  iVp) 


(«)=- 


-  sin  4  (/—  ÜT0)  -(-  . 


I») 


I  —  - 
11  =  —  - 


tg{Jc<Xg{i,  =  i 
»  JT,  +  j^,  .in  2  ü;  +  ; 
1  Jfo  +  -Z-^nnlK,,—  ■ 


^sui3JT0  +  .  .  . 
i-.8in3Ä,  +  .  .  . 


IV) 
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J[K)  = 


tgii. 


i  +  ii 
i  —  ii 


w 


Hierauf  schreitet  man  zur  Bestimmung  von  J  (r)  und  J  \TA  .   bezeichnet  man 
mit  /T  die  zu  sinJIJS — ^j)  gehörige  Bogenverwandlung  also: 

logjtf  =  S  —  log  sin  l" 
wobei  iS  die  bekannte  Hilfsgrösse  zur  Berechnung  des  Logarithmus   des   Sinus   der 
kleinen  Bogen  darstellt,  so  wird  sein : 

n'  cosJV  = 
n  sin  N  = 


J1U_ 

^cotUEv  +  E,,) 
sini  [E,  +  Et,) 
=  n'at[l[Ea  —  Evtl  sin l" 

_  »  COS  jjf—  Ppl 

r0— nsinliT— ro) 
_    .«n(.ff-i<r  +  »i>, 


»,lf-n,| 


tg(r-»„)  = 
(Hl-'!-- 

Zur  Controle  rechne  man: 

(('))  -',  —  «.•./)(«,— jtW  sini-sinJÄ  +  £»„) 

*  Vro  (M) 
Man  findet  dann: 

*  +  ..in*  i^ 


VI) 


-'•-((M)-<i)  +  (M)r 


w 


■  + 


nJ(K-»0)cosl(F+»,)  -yonr.J  +  ^i- £]] 


>  vnj 


Zur  Bestimmung  der  Exceutricität  und  der  wahren  Anomalie  hat  man : 

rfrn  _      {wkj  . 

"  ~    Vit    "•""' 


g  cos  G  = 
tg(r— p0)  = 


»IQ  — Ml 


..+»■00.(0- 
^  (.)=.-«,=  ""'  °-«'  +  M)J. 


!•  viii) 


sin  to  =  et  -+-  ^/  (e) 


sinlfoi— rpt)  -- 


■*!•) 


ico.J(9  +  yo) 
Um  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  anzugeben,  hat  man: 
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(a)  =  2sin  J(tt— 1>0)  coa^fc  +  c,,)  cosy  — 
W  =  ■*(«)  —  2»ini(»  —  •>)  sinjlu-f-»,,) 
W=-J?»08O 

J'  »in  G'  =  (1)  sinii,  +  {«)  JL. 

y'cosG'  =  (J)C08^  +  M  -£. 

taug  (i—  J^,) 


172     — 

—  2sin$  (( 


}  sin^(y  +  <p0)  sinpfl 


-üd 


M—M,  =  (S— jy  _  ^L  ,i„  J  LE-.E,,)  cos  J  (W-JW  - 

Weiter  ist : 

cu— 0),  =  ^  (if)  +  J  (u)  +  A)  +  (T— n,)  — 

re— tt0  =  (ai— w„)  +  (a— Qo) . 


IX) 


X) 


Zur  Bestimmung  des  letzten  Elementes  u  hat  man : 

*  i{po— "l.^(«Slj  I 

?  als  Argument  für  die  /-Tafel  (Tafel  XI)  }      XI) 

f— ft  =  — /{"o  I 

Zur  Controle  der  Richtigkeit  der  Rechnung   wird  man    die   Elemente   durch 
die  direete  Rechnung  bestimmen  und  haben,  indem  man  vorerst  die  Fonnelsysteme 
I)  und  II}   (pag.  170)  wie  oben  erledigt: 
sin  (l—  E,)  t$J  = 


'  1') 


cos(Z—  Kü)  tgj  = 


*T- 


dl 


[wi)  Vpv  +  iz  Vit 

[«*)  Vp—  j(i»i)  Vp.+fsüdt  j  See/ 
tg(«)  =  tg  (*-£-,)  sec/. 


tgt(i-+(Q-a,)}« 

tgifjr-  (ß-o,)}  = 


Dann  ist  zu  rechnen : 


IV) 


._y?  & 

(wX)     ((( 


V) 
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a  =  [»)  +  K—  o 
7C  =  w  4-  ü  ■ 
Schliesslich  ist: 

tang£.E  =  tang^e  cotg  (45°+ W) 
M  =  E  —  ^^  sin  E 


VI) 


|  5.     Rechnnngsbeispiel  zn  Hansen-Tletjen's  Methode. 

Es  sollen,  um  die  voranstehenden  Entwickelnden  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, die  Störungen  ermittelt  werden,  die  der  Planet  ©  Erato  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet,  und  zwar  innerhalb  desselben 
Intervalle«  und  mit  Annahme  derselben  Elemente,  dje  zur  Ermittelung  der  Störungen 
nach  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  gedient  haben,  um  Anhaltspunkte  zur  Ver- 
gleichung  der  Resultate,  die  nach  verschiedenen  Methoden  erhalten  wurden,  zu  ge- 
winnen. Indem  ich  betreffs  der  allgemeinen  Bemerkungen,  über  die  Wahl  der  Inter- 
valle des  fixen  Aequinoctiums  etc.  auf  den  §  5  der  Encke'  sehen  Methode  (pag.  105) 
verweise,  setze  ich  nochmals  die  der  Störungarechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente 
hier  an : 

(5)  Erato 
Epoche  und  Osculation  1874  Decbr.  26,0  mittlere  Berliner  Zeit, 
mittl.  Aeq.  1870,0 
La  =  219°  8'  6  "8 
M$  =  180  40  48.9 
na  =  38  27  17.9 
Q0    -=  12542  39-7 

4,    =     2 12  23.9 

9>o   =      9  59  14-9 
Uo    =  640" 89605 
logöo  =  0-4954793  ■ 
Auf  den  unteren  Kand  eines   Zettels   schreibt  man   vorerst  jene  constanten 
Logarithmen  hin,  die  im  Verlaufe  der  Störungsrechnung  auftreten ;  hierbei  hat  man 
zu  beachten,  dass : 

Pq    =  aa  cosJy„ 
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ist.     Mit  Rücksicht  auf  die   voranstellenden  Elemente  und  Maasenannahmen   [vergl. 
Tafel  XII)  der  störenden  Planeten  hat  man: 


log«,"  =4-553  550 

log|(wUi)  107=6.851 

loyeo  =9.239  >3i 

^2*10^)^  =  7.379778 

logoo  cos^p0  =  0.488  847 

log2Ä  Vp0  =  0.379  778 

log«o  =  0.495  479 

log(wU-S)  ioT  =  6.675  283 

(j  =  272°44'38"2 

logl2  =   I.079   l8l 

og  (wU5|  m4  =  3.654  972     [w  = 

\o]                   log  [ — |U0)  =  2„8o6  788 

°g  (w**1)  »f  =  3-i310^ 

logio-' :  sini"  =  8.314  425 

wobei  die  Zahlen  so  angesetzt  sind,  dass  die  in  Einheiten  des  Radius  verstandenen 
Störungsgrössen  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale ,  *  die  im  Bogenmaass  ange- 
setzten in  Einheiten  der  Bogensekunde  erscheinen. 

Hieran  schliesst  sich  die  Rechnung  der  Grössen : 
Af  =  jtf<,  +  &t  +  AM 
M=E  —  e0"  siaE 
(fr))  sin  F"=  «o  noecfn  sinB 
((r))cos  V  *s=  Oq  (cosi? — e0; 

i^  v+  wo  +  jw 

M=({r))(i+r) 

t=  10' (»*#")  :  (r;3 

Hei  den  zwei  der  Osculationsepoche  vorangehenden  und  folgenden  Intervallen 
kann  man,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  die  Grössen  J  M,  iw  und 
v  der  Null  gleich  setzen;  man  übergeht  dadurch  nur  Glieder  zweiter  Ordnung  in 
Bezug  auf  die  Störungen,  die  bei  der  grossen  Nähe  der  Osculationsepoche  wohl  stets 
unmerklich  sein  werden.  Hat  aber  die  Rechnung  bereits  die  AnfangsintervaUe  über- 
schritten, so  bildet  man,  je  nachdem  die  Rechnung  der  Zeit  nach  fortschreitet  oder 
nach  rückwärts  fortgesetzt  wird,  die  Grössen  JM  und  Jui  mit  Benützung  der  dies- 
bezüglichen Integraltafeln  [vergl.  pag.  68  Formel  2)  und  3))  durch  die  Formeln: 
bei  Rechnung  nach  Vorwärts: 
„+[(+.]* 
ff(x)dx  =  'f(a+[i-i-{}w}+  ±/(a  +  ,-w)+^  [lo/- («+[1-1]»} + 

+  9f"  («  +  [•-!]»)  +  8/"'  («+[•-*]«■)  +   -■■] 
und  bei  Durchführung  der  Rechnung  nach  rückwärts: 

.+„-„. 

-9/"  (•+[<+']»)  +8/'»  (.+  [.•  +  «»)  -  ...] 

Für  v  und  die  später  erforderliche  Grosse  z  hat  man  Doppelintegrale  nöthig.  Man 
bildet  also,    je  nachdem   die  Rechnung  mit  der  Zeit  vor-   oder  rück  schreitet. 
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nach  vorwärts: 

/(«+[.•+!]«)  ='/(o+f«)  +f  («  +  [,•_!]«,)  4-/» («+[,-_,]„]  + 
+  /»'(»+ [•'-«  »)+•■■ 

nach  rückwärts: 
/(„+[,■_,]„)  =/(»+,-„)_/.  (,+  [■+«■)  +/"  («  +  [.■+!]»)   - 
-/'"    («  +  [•■+«»]  +  ...   , 
und  bat  damit  die  folgende  für  diese  Zwecke  genügende  Annäherung : 
a+Ai  . 

j(/>(«l<l«'  =  »/'a+[i±i]«)  +  i/(«  +  [.-±i]»)    . 

Nun  kann  an  die  Berechnung  der  störenden  Kräfte  geschritten  werden;  da 
das  Berliner  Jahrbuch  für  das  hier  in  Betracht  kommende  Intervall  der  Störunge- 
rechnung  die  auf  pag.  158  ff.  erwähnten  erleichternden  Hilfsmittel  noch  nicht  gibt, 
so  wird  es  am  zweckmässigsten  sein,  unmittelbar  aus  den  heliocen  Irischen  auf  das  fixe 
mittlere  Aequinoctium  bezogenen  Längen  (Vi  und  Breiten  (ßB')  der  störenden  Planeten 
(über  die  Ermittelung  dieser  Angaben  vergl.  pag.  82,  83,  156)  und  deren  Badien- 
vectOTen,  die  nöthigen  Grössen  nach  den  Formeln  2)  und  3)  pag.  157  zu  berechnen. 
Man  hat  dann: 

g  sin  Q   =  sin  ßü' 
q  cos  Q  =  cos  (ttr  sin  (V —  Q,} 
cos  Bt  cos  Lx  =  cos  fia'  cos  [X,,'  —  Q0) 
cos  B%  sin  Li  =  q  cos  (Q  —  %) 
sin  fi,  =  y  sin  (Q  —  v 
Da  aber  die  in  diesem  Paragraphen  enthaltene  Zusammenstellung   der  Formeln  hei 
der  practischen  Verwendung  als  Leitfaden  dienen  soll,  so  muss  hier  auch  die  zweite 
Formelgruppe   aufgeführt  werden,  die  auf  pag.  15g  und  160    erläutert  ist,    und  die 
allenfalls  ohne   erheblichen  Irrtimm   angewendet  werden  kann ,  wenn  man  genähert 
richtige  Annahmen  über  die  Hahnlage  des  störenden  Planeten  macht  und  B,  der  Null 
gleich  setzt.     Man  hat  so  vorerst  zu  rechnen : 

6m\Jsm\[0-\-0')  =  sin$(Q'—  Q}nn  £(■*+•) 
ein  {  /cos  \{0  +  0')  =  cos  £  (Q  —  Q]  sin  $  (»'  —  i] 
cos\J&ia\{0 — 0')  =  sin£(Q' — a)co8^(i*  +  *) 
cos^/cos  J  (0>— 0')  =  oos£(Q'—  Q)cos$(i'  —  i), 
welche  Rechnung  zu  den  Vorbereitungsrechnungen  gezählt  werden  kann. 

Ist  nun  L  die  Länge  in  der  Bahn  bezogen  auf  das  fixe  Aequinoctium,  B0  die 
Breite  über  der  durch  ü'  und  1"  bestimmten  Bahnebene,   so  ist  zu  rechnen: 

M'  =  £— (a'-t-a>') 

cos  B\  cos  u  =  cos  u' 

cos  Bt  sin  w  =  sin  «'  cos  /  —  B0  sin  1"  sin  / 
sin  Ät  =  sin  w'  sin  /  +  Ä0  sin  1"  cos  / 
i,  =  u  +  0  , 
wodurch  By  und  Li  bestimmt  erscheinen. 
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Nun  gestaltet  sich  die  Rechnung  für  beide  Methoden  gleichmässig  in  folgender 
Weise : 

§!  7=  rt  cos  B)  cos  [Lx  —  l) 
jj,  =  r,  cos  Bt  sin  [L,  — fl 
£,  =  rt  sin  Bt 
q  cos  #  cos  0  =  f ,  —  (r) 
£  cos  3  sin  0  =  17, 

e  sin  #  =  Ci  — * 

E7  =  (wU»)  m,  io1^,  (f) 
£  =    (töJ**)m1io'Ä'-|ij 

FT,  =   (w»*J) «,  io'JCi 

W,    =      (ufikty  fft,   lO7  -j    . 

Die  Werthe  (w^k*)  m,  ioT  sind  in  der  Tafel  XII  für  die  verschiedenen  Planeten 
aufgenommen.  Die  Rechnung  nach  den  voranstellenden  Formeln  ist  für  jeden  stö- 
renden Planeten  gesondert  durchzuführen;  bei  Beginn  der  Rechnung  wird  man  für 
die  beiden  der  Osculationsepoche  vorangehenden  und  folgenden  Intervalle  wieder 
ohne  Nachtheil  z  =  o  setzen  dürfen ;  bei  der  Rechnung  der  Grössen  U,  R,  Wt  und 
w,  wird  man  sich  auf  die  zweite  Decimale  der  siebenten  Stelle  beschränken  können 
und  dem  entsprechend  ist  die  Rechnung  für  das  folgende  Beispiel  durchgeführt. 

Bezeichnet  man  die  für  die  verschiedenen  störenden  Planeten  erhaltenen 
Werthe  von  XJ,  R,  IV,  und  wt  durch  die  entsprechenden  Indices,  so  bildet  man 
jetzt : 

2  u  =  U%  +  U^  -f-  v3  +  us  +  •  ■  • 
2  R  =  Ä*  +  Äf  +  %  +  .fi5  +  . . . 
2  Wx=  Wl%+  W^+  Wt6+  JFl5  +  ... 

-wl=  wl3l     +    Wlt,    +    WI(J    +  W,g    +   .  .  .    . 

Ist  die  Störung  in  z  schon  beträchtlich  angewachsen,  was  übrigens  erst  im  wei- 
teren Verlaufe  der  Rechnung  eintreten  wird,  und  jedenfalls  bei  den  Werthen  in  der  Nähe 
der  Osculationsepoche  nicht  in  Betracht  kommt,  so  wird  man  zur  Berücksichtigung 
des  Einflusses  der  höheren  Potenzen  von  z  auf  die  Störungen  noch  zu  rechnen  haben  : 


J2R   =i(M>U*)io' 


»in«» 


wobei   z  näherungsweise   für   die  geforderte    Epoche    ohne   Schwierigkeit   aus    dem 
doppelt  summirten  Werthe  erhalten   wird;    in   diesen  Ausdrücken  wird  man  unbe- 
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ileiiklich  —  der  Einheit  gleich  setzen  dürfen;  sollte  diese  Annahme,  was  wohl  kaum 
je  eintreten  wird,  nicht  genügend  genau  sein,  so  entlehne  man  mit  dem  Ar- 
gumente: 

aus  der  E n c k e ' sehen  /  Tafel  (Tafel  XI)  den  Werth  von/. 

Sobald  der  Werth  2  V  bekannt  ist,  bildet  man  das  Integral  f  2  V  dt;  für 
die  Anfangsconstante  und  den  Integral wertli  gelten  die  folgenden  Formeln  (vergl. 
Y»8-   35)= 

•f  (m-M  =  -  ±  /'  (a-J  w)  +  ^  /'"  («-*«)  -  . . . 

//(x)rf*  =  y(B  +  H-^/'{8  +  i«)+^/- («+•»)-  -.. 

wobei  die  Funktionsweise  aus  der  f/-Tafel  zu  entnehmen  sind,  die  in  dem  unten 
folgenden  Beispiele  mitgetheilt  ist.  Die  Bestimmung  der  Anfangsconstante  hat 
keine  Schwierigkeit,  da  sofort  nach  der  Anlage  der  Kechnung  vier  Werthe  für  2  U 
bekannt  sind.  Bei  der  Bildung  der  Integrale  hat  man  zu  beachten,  dass  die 
Funktions werthe  arithmetische  Mittel  sind  und  dass  man  die  bei  der  Rechnung  feh- 
lenden Differenzwerthe  nach  dem  Gange  der  Funktion  bestimmen  muss.  Die  An- 
nahme für  f"  [a  -f- 1  w)  kann  wegen  des  vcrhaltnissinässig  kleinen  Factors 
—  leicht  genug  Überschlags  weise  gemacht  werden,  die  lterechnung  von  /'  (fl  +  »'w| 
aber  muss  genauer  durchgeführt  werden.  Man  erhält  leicht,  wenn  man  auf  die  Be- 
deutung von  / '  [a  + 1 w)  zurückgeht  und  nur  auf  jene  Differenzwerthe  Rücksicht 
nimmt,  die  in  völliger  Strenge  gegeben  sind  (vergl.  nag.  67)  bei  der  Kechnung: 
nach  vorwärts : 

/■;«+.»)  =/'!«+[•'-!]»)  +  y  [/"!«+[••-  0"i  +/'"(o+i''-|]»!  + 

+  /"!0  +  (i-2]»)+...       j 

nach  rückwärts: 
/■  («  +  H  =/'  («+[» +  41*)  +  }-\f"  {a  +  [i+i]u>)  -/•"  /«  +  [,-+|]W)  + 
+  fr{a  +  [i+2)u>)  -  ...       ] 

In  dem  für  die  Summation  von  V  bestimmten  Bogen  setzt  man  nun  in  die 
entsprechende  Columne  log  12  U  dt  und  log  /  V  dt,  wobei  man  sich  zu  erinnern 
hat.    dass: 

f  V  d't  =  {  1  +  -J1--d^=  \  [2  Udt 

0(poli«.  BaBBttatlBmiigH.  11.  23 
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ist.  Sind  die  störenden  Kräfte  sehr  bedeutend,  so  wird  stete  eine  grosse  Unsicher- 
heit in  der  Berechnung  von  /  TT  dt  in  den  letzten  Stellen  übrig  bleiben ,  doch  hat 
dieses  auf  das  Resultat  keine  sehr  schädigende  Wirkung,  weil  dieses  Integral 
schliesslich  mit  dem  bei  StörungBrechnungen  stets  kleinen  Factor  — n*»  zu  mu'~ 
trpliciren  ist. 

Hieran  schliesst  sich  die  Berechnung  der  Formeln: 

H1  =  ZR-Iu>,+J2R 
Hii  =  Ht  4-  Hi 

A'  =  - 


Nunmehr  hat  die  Berechnung  des  zweiten  Differentialquotienten  von  v  keine 
Schwierigkeit;  wie  derselbe  für  die  ersten  Intervalle  erlangt  wird,  iht  oben 
ipng.  151  ff.  ausführlich  auseinandergesetzt  worden;  ist  die  Rechnung  einmal  im 
Gange ,  so  geben  die  doppelt  summirten  Werthe  —r^ ,  die  aus  dem  v-Bogen  zu  ent- 
nehmen sind,  sofort: 

■S»  =  "/  («+•'»)  -  i  /"  («+•'»)  +  ~  H. 

wobei  der  im  Allgemeinen  fast  unmerkliche  Werth  von  —  f"  {a  -\-  iw)    in    Bezug 
auf/""  (a+iw)  nach  dem  Gange  der  Funktion  zu  extrapnlircn  ist. 

Nun  rechnet  man.  da  jetzt /((i+i»)  =  -777 bekannt  ist  genau: 

wobei  jetzt  über  den  Werth  von  f"  [a  + 1" y>)  eine  wesentlich  genauere  Annahme  mög- 
lich ist,   da  es  sich  nunmehr  bloss  um  eine  Extrapolation  um  ein  Intervall  handelt. 
Weiter  hat  man : 

d4M 


dt 


=  —  [tllov  , 


wobei  0  mit  dem  Argumente  v  aus  der  Tafel  XIII  zu  entlehnen  ist;  in  dieser  Tafel 
ist  die  Constante  w  gleich  40  Tagen  bereits  in  die  Grösse  a  mit  aufgenommen. 
Wollte  man  zur  Ermittelung  von  a  nicht  die  Tafel  benützen,  so  würde  sich  die 
Rechnung  mit  Hilfe  der  Addition slogarithmen  am  einfachsten  in  der  Form  gestalten  : 

dJM  ,         .      v      I       .        y    \ 

-TT=-    («n,)-r-    1   +  t— ;      ■ 
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Die  Summation  dieser  Werthe  nebst  derjenigen,  die  eich  späterhin  für  — j— 
ergeben,  führe  ich  auf  einem  und  demselben  bogen  aus;  zur  Bestimmung  der  An - 
fangsconstante  für  diese  einfachen  Quadraturen  wird  man  wieder  haben: 

/{»-M  =  -  £/> [»-4»)  +  -|t/«(«_»  _  . . . 

Man  hat  nun,  um  zur  Kenntnis«  von  -«-  zu  gelangen,  zu  rechnen : 

W0  =  2  W,  +  J  2  W 

[w]  =  3  +  2  W, 

aus  dem  «-Bogen  wird  man  erhalten  : 

s.  =  y['+»)-i/,('+»l  +  ir,1 


s  _  w.  -  M  s„ 


wird.     Schliesslich  ist  noch: 


wobei  zu  beachten  ist,  dass  man  in  diesem  Ausdrucke  nicht  irrthümlicher  Weise  den 
früher  benutzten  Werth  von  /  D"  dt  verwendet. 

Ich  habe  nun  ausführlich  die  diessbezügliche  Rechnung  für  Erato  hier  auf- 
genommen, und  es  bedarf  dieselbe  nur  einiger  erläuternder  Worte, 

Vorerst  ist  zu  beachten ,  dass  die  vier  ersten  Orte  entsprechend  den  auf 
pag.  151  ff.  gemachten  Auseinandersetzungen  durchgeführt  sind,  demnach  von  dem 
allgemeinen  Rechnungsschema  abweichen ;  sonst  ist  Alles  gleichmässig  durchgeführt. 
Die  Rechnung  ist  so  abgetheilt ,  dass  die  mit  ®  überschri ebenen  Bogen  wesentlich 
Grössen,  die  von  dem  Orte  des  gestörten  Planeten  in  der  Bahn  abhängig  sind,  ent- 
halten, während  auf  den  mit  5).  und  "£  bezeichneten  Bogen  die  Berechnung  der 
störenden  Kräfte  für  jeden  einzelnen  dieser  Planeten  aufgenommen  ist.  Ucberdies 
sind  auf  den  3f.- Bogen  die  Summirungen  der  störenden  Kräfte  und  der  von 
z1  und  z'1  abhängigen  Correctionen  ausgeführt,  welch'  letztere  Correctionen  je- 
doch für  das  vorliegende  Beispiel  innerhalb  des  behandelten  Zeitintervalles  un- 
merklich bleiben,  da  dieselben  niemals  den  Werth  0.005  der  siebenten  Decimale 
erreichen. 

Die  Berechnung  der  Annahmen  für  JM,  du.  v  und  z  für  das  jeweilige 
nächste  Intervall,  nebst  den  Zwischenwerthen,.  die  zur  Keimtniss  von  /  V dt  führen, 
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ist  stets  auf  einem  Nebenpapiere  ausgeführt ;  ich  werde  aber,  um  die  in  obiger  Zu- 
sammenstellung enthaltenen  Formeln  durch  ein  Heispiel  zu  erläutern,  hier  eine  solche 
Bestimmung  ausführlich  durchnehmen,  und,  um  keinen  Zweifel  übrig  zu  lassen, 
mehr  Zahlen  hinschreiben,  als  man  sonst  mitzunehmen  gezwungen  ist. 

Da  die  Rechnung  nach  rückwärts  fortschreitet,  so  sind  der  obigen  Zusammen- 
stellung die  diesbezüglichen  Formeln  zu  entlehnen. 

Die  Rechnung  sei  etwa  bis  187z  März  11  vorgeschritten,  und  man  habe  die 
StörungMverthe  für  1872  Januar  31  zu  berechnen.  Wenn  man  also  nur  jene  Sum- 
mations-  und  Differenzwerthe  in  Betracht  zieht,  die  in  dieser  Phase  der  Rechnung 
schon  bekannt  sind,  und  die  Werthe  von  J  M  und  du  auf  Zehnthaile  der  Bogen- 
sekunde,  den  Werth  von  v  auf  die  sechste  Decimale  und  jenen  von  x  auf  die  siebente 
Decimale  genau  zu  erhalten  wünscht,  so  wird  man  haben : 


färJM 

für  jju 

■f 

(«+[.•-,]»> 

+  52'38"99 

—  l''i"9' 

f 

[a  +  im) 

-     3'J|.88 

+      >3-2? 

f 

(«+[•+«») 

—        "7-48 

—        0.10 

f" 

(a+[i+i]«) 

+          4-85 

+           O.II 

/" 

[«  +  [••+«») 

■4-          0.22 

4-        0.04 

r 

(o+[.'+j]») 

—          0.23 

—         O.Ol 

an  findet  also  leicht,  wenn  man  rechnet: 

!"-ii  m-f  («+['+«»)-«/■(•+ [•■+']»)+v™  (■+[•+«»)  - 
-7/"  («+[1+2]«)   [ 


äM 

Jio 

/(«+['•-«») 

+  52'38"99 

—  7'23"92 

-1/(0+1») 

+     140-94 

—       ».63 

r 

—          8.96 

—       0.08 

JM 

=  +  54'n"o     -^w 

=  —  7'3°"»  ■ 

ür  v  und  z  wird  man 

nach 

den  betreffenden  Summationsbogen  haben : 

"f    [„  +  [,■_,]„) 

+  35354 

—  447-  < 

/    [a  +  itö] 

—       870 

+     20.7 

/'  («+[■  +  «•! 

-         89 

+       8.4 

/»  (•  +  !•'+ ■]») 

+        45 

—     '-4 ; 

setzt  man  wieder: 


•  =  nf/l»+*' 
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so  wird: 

V  * 

af{a+[i—i\w)  +        35354  —  447-" 

x  —  61  +  0.9 

1  -\-p  +   1,003529  z  =  —  0,0000446 

womit  alle  Werthe  gegeben  Bind ,   deren  man  zur  Berechnung  der  störenden  Kräfte 
für  1872  Januar  31   bedarf. 

Im  Verlaufe  der  Rechnung  tritt  noch  die  Notwendigkeit  hervor,  den  Werth 
von  I  V  dt  für  dieses  Datum  zu  berechnen.  Auf  dem  U~ Bogen  sind  die  dies- 
bezüglichen Zahlen: 

'/    ("  +  <"«>)  =  £  (4404  45  +  43°5ZI)  =  4-  44'4  83 

/'  (<*  +  [t  +  iH  =  +  57-09 

f»  (a+[»+i]w)  =  +  n.05 

f"  («+[•+*]»)  =  +     0.83 

f»   {a+[i+2]w)  =  —    0.21   . 

Man  findet  also  aus  diesen  Zahlen  (vergl.  pag.  177)  : 

/>  (a  +  tw)    =  +  52.09. 
Für  f"  [a\-iw)  wird  man   schätzungsweise  +  0.95   annehmen   können;   der 
genaue  Werth  hierfür  ist,  wie  sich  später  zeigt  +  0.99.     Nunmehr  hat  man: 

'/(a+iw)       —  ^f  («  +  H        +  j^  /'"{a  +  H 

J 2  Udt    =  +  44"4-83  —  4-34  +  0.01     =  -4-  44'°-50  , 

womit  der  für  die  weitere  Rechnung  nöthige  Integralwerth  bekannt  ist. 

Für  die  Berechnung  von  S^  und  Sw  wird  man  haben,  wenn  man  fuif"  (a  -+-  tw) 
dem  Gange  der  Funktion  entsprechend  beziehungsweise  -+-  31  und  —  0.3  annimmt 
(die  genauen  Werthe  dieser  zweiten  Differenzen  sind  beziehungsweise  -|-  28.64  und 

—  0.22). 


/(«+•'«) 

+   3535387 

—  447,15 

H, 

+         "7"7 

-  ir0    —     0.04 

;/>' {«  +  '») 

—          0.13 

0.00 

'S» 

=  +  3537°-9' 

««,  =  —  447- >9 

Als  Anhang  für  die  voranstehende  Rechnung  habe  ich  für  die  Zeit  von  1860, 
Sept.  1  bis  1877  Dec.  30,  mit  Ausschluss  der  bereits  im  Beispiel  enthaltenen  Zahlen 
die  einfach   summirten  Werthe  1 
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Werthe  von  tt  und  -j4   mitgetheilt ,  weil  diese  Werthe    bei  dem  unten  folgenden 
Beispiele  der  Ableitung  der  Erato-Elemente  nothwendig  sind. 

Schliesslich  will  ich  noch  erwähnen,  dass  man  als  Probe  für  die  Richtigkeit 
der  Rechnung  den  regelmässigen  Gang  der  Differenzen  verwerthen  kann.  Man  wird 
diese  Prüfung  durch  Differenzen  auch  im  Verlaufe  der  Rechnung  mehrfach  vornehmen 
können,  um  etwa  vorhandene  Fehler  sofort  zu  erkennen  und-  zu  verbessern,  ehe  die- 
selben in  das  Resultat  übergehen.  Ich  prüfe  demgemäas  stets  die  Werthe  /,  log  r, 
l°g  £3.  und  log  pf,  durch  Differenzen ;  ausserdem  wird  es  sich  empfehlen,  auch  die 
Differenzwerthe  von  E  zu  bilden;  man  wird  daraus  leicht  einen  sehr  nahe  richtigen 
Schluss  auf  die  folgende  excentrische  Anomalie  machen  können  und  dadurch  die 
Auflösung  der  transcendenten  Gleichuug  (vergl.  I  pag.  49)  wesentlich  erleichtern. 
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0.351128 
9.999787 
8.847941 

0.204991 
9.869829 
0.1 61197 
0. 335'6* 
9.999B00 
8.8.7399 

0.222810 
9.902891 
0.098422 
0.319919 

9.999817 
8.783165 

o.*19578 
9-93*446 
0.010677 
0.30713* 
9.999837 
8.7446I6 

9.957-c; 
9.9*'  i". 
0.19-ü- 
9. 999861 

l.JQOtll 

Subtract. 

9 -590J44 

8.771031 
7.790175 
9.951051 
8.713083 

8.830195 

7 . 789804 
9.958507 

8.78S701 

9.619139 

8.8877»? 
7.789516 
9-963900 
8.851617 

9-647559 

8.94*677 
7.7894f4 
9968359 
8.911016 

9.664638        9.679898 
8.993914'      9-039694 
7-78949S 1     7.789759 
9.971991  i     9-974860 
8.965905  i      9.014554 

9.692705 
9.07B115 

7.790209 
9.977021 
9.055136 

9.70Jii: 
9.10MW 

9.9-850; 
9.0*54« 

f«0  £}*«•)   I07  JE 

"71  1» 
U 
R 

0.133919 

1.378055 

0.906321 

—    1914.76 

+      3*5-o8 

0.139911 

2.443674 

0.869603 

—  1057. 20 

+     383-35 

0.145888 

1.506589 

0.818065 

—  1160.99 

+      449-24 

0. .5.887 

1.566008 

0.780490 

—  1110.74 

+     5***7 

O.I579S51      0.164116 
2.610877        1.669516 

0.725071 !    0.659216 
—  2217.93;—  2131-83 
+    600.94'+    681.78 

0.170361 

1.710108 

0.578701 

—    1944.51 

+      7S9-40 

o,+-fc4<. 

—  1646.:; 

(Di 

—       '9-94 
4-     166.69 

—      "-05 
+     305.6" 

—       14.09 
+      348.89 

—       25.94 

+     395-96 

—       *7-43 
+     445-54 

-      28-17 
4-     49S-07 

-        18.51 
+      540.86 

-Tu 

2  W, 

+     3*5-09 

+     167.83 
—        '9-9" 

+     383.4» 
+     306.68 

+■     449-39 
4-     149-89 
—       1405 

+     5« -53 
4-     196.90 

-       15-89 

+     601.31 

+     446,43 
-        17.38 

+     682.28 

4-  495 ■ 9* 
-    28.11 

+     760.04:4-    8ir,K 
4-     541.67  14-    57I.-I 
-       18.45!-      ■■■!] 

{r)6 

' 

' 

" 

° 

—              77 

—      153 

-          256 

J*4 

.£  fi  —  J  *, 

+       57-16 

+       76-74 

-+-       99-5" 

+     HS-63 

4-1 54 .88 

4-  186.36 

4.     118.37 

+     *4<-' 

JSW 

0 

0 

■ 

0 

.,,  n 

IOO  \(* 

■ 

■  SM 

1«71 

April  ic        |        Min  . 

.    _'»» 

D*.<i 

Not.  1        [      Sapt.  ■*      j       Aug.  13       |         Jmll  4     .  |        il.i  23       |       April  15 

T-l0.7'w"7l+lol6'29"o 
l-8Vl9"»|i7J0iS'*4"> 

«"54'39"S|   49°  5*' 44" 5 
9.901839!      9-88J483 
9.999890,      9.999B91 
9-'8ojS7]      9.809158 

+  i"i5'i4"6 

(7i"ll'ii"4 
46"so,ji"7 
9 . 863008 
9.999896 
9.835065 

4-1°  14'   7"o 
i69°jo  J7"4 
43°47'57"7 
9.840191 
9.999899 
9.858398 

4-iuii'36"6+i°io'53"6 

i66D27'j9"3  i6lui4'i4"1 
4O044'59"6     17"4i'34"5 
9.814751       9.786346 
9.999903       9.999908 
9.879411       9-89834« 

4-1°  VsVU 

14°17'l9"4 
9-754511 
9.999913 
9-9151*7 

4-1°   6'jo"B 
I57°l5'5i"6 
li°33'n"9 

9.718744 
9.999918 
9.910518 

4-1°   Vli"* 
i;4°io'4B^3 

9.678*31 
9.999914 
9.944016 

4-1°    1'   o"o 
151"   S'  7"i 
*50ii  *7"4 
9.631981 
9-9999*9 
9-95594* 

8.35*11* 

9-9998*7 
9.901719 

I"36's7"i 
-o"JS'i6"8 

8-147157 
9.999816 

9.881375 
i°4o'  o"5 

— 0°J2'1J"4 

8.34"*' 
9.999804 
9.861904 
i°4j'il"7 

-o°i9'   i"i 

B. 313608 
9.999790 
9 . 840090 
i°47'   4"° 
— 0°i5'i9"9 

8.324690 
9-999771 
9.814655 

8.314301 
9-999751 
9.786*54 

inSS'S5"» 
-oul6'*8"7 

8.30137S 
9.999729 
9-7S444S 
1°    l'io"8 
— oün'  3"i 

8.188778 
9  999700 
9.718661 
1"    7'4*"0 
— o°    4'4i"9 

.8   *7319S 
9.999663 

9.678155 
ieij'i7"* 
0°   i'j3"9 

8.156094 
9.99961; 
9.631910 
*°*4'36"7 
o°ii'i*"B 

8,011194 
9   901901 

9-  999977 

7*974" 1' 
9.8815J9 
9.999981 

-„91666» 
9.86I100 
9.999985 

7,867386 
9.999988 

7,78975» 
9.814B82 
9.999991 

7,680617 
9.786501 
9-99999S 

7,507153 
9-754716 
9.999998 

7,' 35670 
9.718961 

6.9*5875 
9.67849* 

7-5S05S9 
9.631195 
9-999997 

9.901879 
9  901894 

9- 780147 
Ji"S5'>l"7 

9.883540 
9.B83551 

9 . 809050 
49°5l'ij"i 

9.863085 
9.861091 
9  834959 
46"ji'i4"S 

9.840188 
9.858103 

9.858197 
43"48'44"S 

9.814874 

9- 8791*7 
9.879314 
40°45'S0"9 

9.786496 
9.898*50 
9.898*49 

37u4i'3°"o 

9-7547» 4 
9.915140 
9.915140 

14ul8'l9"i 

9.718961 
9.930436 
9.930436 
Ii"l4'i5"5 

9.67B49* 
9-943949 
9.943950 
i8°i9'is"7 

9.631*91 

9-9SS871 
9-955*71 

*S"*1'37"6 

99999*5 
0.736113 
-„915196 

9.999988 

o.73578o 
7,857690 

9.999991 
0.7351*7 
7,789768 

9.999994 

o- 714934 
7,707686 

9.999997 

0-714417 
7,604634 

9.999999 
0-711864 

7,467118 

O. 731*46 

o.71*574 
6,854631 

0.731849 
6.604167 

0.731074 

7.181854 

lSl"3l'44"6 
9-997111 

0.736098 

I56"    2'4l"l 

9.998964 
0.735768 
8,858676 

]58"39'l6"0 
9.999881 

0.715379 
f. 369 841 

i°25'  8"!]     4°«'  7"3 
9.999867       9.998746 
0. 714918  1      0.714414 
8.393806  |      B. 880151 

7°  i8'44"o 

9.996190 
0.71J863 

9.114480 

ion49'*l"o 
9.991x05 

0.731*46 
■  9.171641 

I4°*4'3*"l 
9.9861*0 
o.73»574 
9-1959*3 

i8°iS'4o"i 
9-9775S8 

o.73'849 
9.496018 

llu14'l4"8 
9.965916 
0.71IO74 

9.5810B0 

°73115' 
0.550360 

9-7>9149 

0.734711 
0. 5454*4 
9-717JO! 

0.735160 
0.519915 
9-7S43I7 

0. 714795 
0.533694 
9.770054 

o.731'70 
0.526814 

9.7B40B9 

0.730153 
O.519309 

9-7958S5 

o.7»545i 
0.511111 
9 . 804603 

0.718694 
9.809162 

0 . 709407 
o- 493517 
9.B08B05 

0.696990 
0.4B4114 

9. Bonn 

8,651309 
S»71oo.. 
9-999479 

8,59347° 
5,8506.. 
9.999114 

8,S*515S 
5.9518.. 

9-99B819 

8,441620 
6,0374. ■ 
9.998188 

8,339061 
6,1096.. 

9-997431 

8,101002 

6,1697.. 
9.995940 

7,9951 'S 

6,118796 
9.992669 

6*158398 
9-979138 

7.H6216 
6,188910 
0.037199 

7.911928 

6,310906 

0.169709 
9-97779* 
9-78?786 
0.191917 
9-999B87 
»„6507t* 

0.18*787 
9.991837 
9.574444 
0.190950 
9.999913 
8,,  591684 

0.194141 
9.999091 
9,105111 

0.19S150 
9-999918 

8,513994 

0-1O3748 
9-999013 
9.118734 
0. 30471 J 
9.999959 
8,440908 

0.310903 
9.991381 
9-614575 
0.3195*1 

9.999977 
8,33649* 

0.315164 
9.976069 

9- «4« 141 
o- 119095 
9.999989 
8,196942 

0.315815 

9.95  3104 

0  006887 
0. 1617*1 
9.999996 

7,987784 

0.311968 
9-9**193 
0.118497 

0-389575 

7,566344 

0.10*341 
9-883541 
0.127877 
O.418801 

0 . 000000 
7-3715"S 

0.185*35 

9.86*5*B 
0.31*154 
0.4496*6 
9.999998 
7.914628 

9.707970 
9.113910 
7-79'66l 
9   979306 
9.IOJI16 

9.708963 
9.116S89 
7 . 791660 
9 ■ 979401 

9.70478g 
9.114I64 
7.791839 
9.978716 
9.093090 

9.695244 
9.085731 
7.795198 
9.977164 
9.061896 

9.680455 
9041I6S 

7.796719 
9-974543 
9.01J90B 

9.660S94 
8.9816B2 
7.79840B 
9.970615 
8-951*97 

9.617*75 
8.911815 

9.965039 
8.876B64 

9.610415 
8.831*75 

9-957148 
8.7886*1 

9.581199 
8-741597 
7.804453 
9.946913 
8.690510 

9.55037* 
8.651116 
7.806778 
9.931916 
8.584041 

0.181991 

1.75818B 
o„ji6i46 

4-     «73  31 

0.189148 
1.76116I 
0,119918 

+      891! 10 

o.l9513S 

1.748061 

9,645 '45 

—     147.19 

+      877.80 

2.717868 

9.662418 

4-     140.05 

+      829.79 

1.670880 

0.14IJ89 

+     649.04 

+     753.76 

0.367652 
+     946.06 
+     659.35 

0.1141*9 

1.531836 

0.518109 

4-   1111.88 

+     557. *7 

0.116088 

*.44159S 

0.631103 

+  1187.68 

+     4S6.75 

0.115870 

1 - 14549* 

0.7*1414 

■4-  1166.56 

4-     364.** 

0.111876 

1.139014 

O.79616B 

4-   1084.6] 

4-     *83.o7 

—       15.67 
+     6o,.o, 

-        M.<] 

-t-     605.15 

—        18.76 

+     S«7-94 

—        14-47 
+■     550.41 

—            IO. 2J 
+       496.98 

—         6.41 
+     414- '6 

<-         J-16 
+     368.80 

—         1.07 
+     106.17 

+         0.4« 
+     *50-l6 

+           1-4* 
4-      101.14 

+-     874.18 
+     601.75 

+     «91-41 
+     605.86 

—        11.57 

+     B79.08 
+     5*8.61 
—       18.69 

4-      831.24 
4-     55'.  10 
—       14.40 

+        755.38 
+       497-63 
—           IO.I6 

4-     661.14 
+     414-80 
—          6.38 

+     559.** 
+-     169.43 
-        1*9 

4-     4S8-86 
+      106.99 

4-      366.46 
4-      150.98 
4-          0.55 

+      *85-41 
4-     *o*.96 
+         1-49 

—           517 

—            709 

«95 

1090 

—              1*87 

-           1478 

-        1655 

-          181] 

—          1945 

-          *o46 

+     *7*-51 

+     *«7-55 

4-     190.45 

4-     180.14 

+     *57-75 

+      216.34 

4-      189.79 

rf      151.87 

4-     115-48 

4-        82.47 

• 

* 

0 

■ 

« 

0 

0 

°c 

l 

;oog| 

V Oo 

■in  (V-Oo) 

CM*«' 

1873 

187* 

llsn  6 

+on59'!7"4 
'47g58'4S"j 
21° 16'  s"6 
9-S7S574 
9-999935 
9-966339 

-t-o°56'il"4 
i44°5l'4o"o 
19*  9'  o"3 
9.51593* 
9.999941 
9-97SI77 

Doc.  16 

-|-o0s3'i8"8 
i4i°43'48"6 
16°    1'  8"9 
9-440844 
9.999948 
9.981800 

Hot.  6 

+o°5o'  3"6 
ilB°35'  8"5 
n°5i'i8"8 
9 ■ 34795* 
9-999954 
9.988941 

8apt.iT      |      A»B-  >» 

+o°46'38"4+o°43'  3"8 
l35D*5'37"6i3ini5'l3"8 
9°4*'57"9      6°ji'34"i 
9.117185       9.056697 
9.999960  '     9 .999966 
9-9937*6       9.99716» 

+o°39'*o"i 
1190    J'54"8 
j'ai'ic"! 
8.767118 
9.999971 
9  999*55 

Uli,, 

+0°ä5'.r: 

0°   !>": 
7-41T''; 
9.999»-- 
9. 9990b. 

«in  /V  " 

•in  Q  oder  cos  Q 

co.  £,'  .in  (V— Oo) 

Q 

8.X366B6 
9-99955' 
9-57B509 

o°»j'58"j 

8.114909 
9-999457 

9.515874 
i°5l'46"* 

o°39'""3 

B.190S45 
9-9993'5 
9-44079* 
3°  13'  o"4 
i°   o'36"5 

8.163*01 

9-999075 
9.347906 

3°44'll"8 
"°3i'S7"9 

8.13*47' 
9.998601 
9**7*45 

4*35'47"o 
i°i3'*3"i 

8.09781* 
9-99739" 
9.056663 
6°i6'*6"i 

4U   4'  *"3 

8-058495 
9.991849 
B. 767190 
11«    3'56"7 
8°5i'3i"B 

8.oij;j-. 
9.9l*4'p. 

7sV'3''> 
73"l4>'< 

»in  (Q-V 
if 

co.  (Q-«o} 

7.8434" 
9.578958 
9.999989 

8. 058900 
9.516417 

9.999971 

8.146136 

9.441477 
9-99993* 

8-4*7*97 
9.348831 
9.999844 

9.11B644 
9.99961* 

8.850819 
9.059171 
9.998905 

9.187536 

8.775341 
9  99478B 

9.981*1- 

8. 0.7040 

9.4511-. 

co.  fl,  «in  /-, 
sin  L\  oder  cos  /-i 

9-57*947 
9.966176 

9.966174 
H°l7'l8"7 

9.516389 
9-975«' 

9.975219 

9.441409 
9-981751 
9.981748 
16°   *'*6"7 

9.348675 
9.988904 
9.988B96 

Ji053'4a"i 

9.118166 
9.993696 

9.993686 
9°44'i8"6 

9.058177 
9.99714* 
9.997118 
6°33'ss"6 

8.770119 
9.99924s 
9   999**7 
S°ll'36"9 

7.4713» 

9.999«' 
9-99*,>"1 

cosB, 
sia  7/i 

9  ■  999998 
0-730150 
74**379 

9.999998 
o.7*93>o 

7.575317 

9-999995 

0.7*8465 
7.687713 

9.999991 

0.7*7507 
7.776118 

9.999990        9-999986 

0.7*6509        o.7*5473 
7.848748]      7.910091 

9.999981 
0.7*4406 
7.961877 

9.9909-1 

0.7133" 

L,-l 
eo.(A-fl 
r,  co.  4, 

.in  f£,-fl 

*6"jl'37"l 
9.950419 

0.730*48 
9.654961 

3i°38'56"* 
9.93007* 
o.7*9378 
9-7199« 

36" 47'-  l"4 
9-903579 

0.7*8460 
9-777*79 

41°1b'ii"]!   480   6'   7"7 

9.869114 1     9.814650 
o.7*7499(     0.716499 
9-817771]     9.87"770 

54al5'38"i 
9-766487 
o.7*5459 
9.909386 

6on4*'3i"5 
9.689530 
0.7*4388 

9.940588 

W*l'pi"- 

9-5»4-<4 
0  7*1"' 
9.9651-' 

6 

M 
Subtract. 

0.680667 
0.474465 

9.783681 

0659450 
0.464757 
9-75*543 

0.631039 
0.4551B6 

9.701*5* 

o.S967»3 
0-445994 

9.6I795S 

0.55H49 

0.437450 
9.476061 

0.491946 
0  4*9853 

9.186677 

0.413918 
0.413500 

8-34*455 

9-4ni4i= 

Subtract. 

8.151619 

6^314694 

8 . 304697 
6„ J 30008 

0  004579 

8.41617B 
6.3*654' 
0.003519 

8503635 
6,313656 

0.001795 

B.S7S*S7 
6„i90035 

8.635564 
6^154064 
0.001800 

8.687283 
6,10176t 
0.001421 

8.73«'! 
6,13.6,. 

Si-lC] 
■in  Ö  oder  co.  ö 

'«ST.* 

esin  » 

0.158147 
9-903851 
0.385*10 
0.481358 
9-999995 
8.159036 

0.117300 
9.935871 
O.4493O0 
0.5134*8 
9  99999* 
8.309*76 

0.156438 
9.960378 

0.505739 
0.545361 
9-999988 

8.419697 

0.063949 
9978500 
0-555*70 

0576770 
9.999984 

8.506430 

9.913511 
9-990919 
0.598*69 

0.607350 
9-999981 
8.577503 

9.616530 
9.998013 
0.634845 
0.636831 
9.999978 
8.637364 

«■76*373 
9- 999966 
0 . 664976 
0.665010 
9.999976 
8.688704 

9,770»  1; 
9.99b«:' 
o.6»!;w 
0.69.-I' 
9.9999-1 

8.7333-; 

Subtract. 

9- 5'8637 
8.555911 

7-809150 
9  914*37 
8.47014B 

9.486564 
8.45969* 
7.811860 
9.B89306 
8.348998 

9.4546*7 
8.363881 

7-814605 
9-855938 
8.119819 

9-4*3*14 
8.169641 
7.817479 
9.810870 
8.080511 

9.391631 
8.177893 
7.8*0473 

7.916766 

9.363146 

8. 089438 
7.8*3581 
9.916J5» 

7-7SOI33 

9.334966 
8.004898 

7-826781 
9.705015 

7-5J1797 

7.914%- 

7.83»-' 
9.JI6**-. 
7.1169»: 

fi  :  ff) 
"7.  (rj 

1.115110 

0.859675 

+■     965.59 

+     »4-45 

0.194693 
1 . 00 3970 

0.914O57 
+      8*7.99 
+■      158.00 

0.176853 

1.874791 

0.960915 

4-     685.04 

4-      111.63 

0.150719 
I-7354B4 
1.001164 

+     S45-44 
+       76.9s 

0.113699 

1.581738 

1.035719 

4-    414.44 

+       49-59 

1.405105 

1 .064698 

+     194 -99 

+       »9-3* 

9.99041* 

1.186769 

1 .088476 

+     188.47 

+       1504 

9.8804c} 
•.17193- 

+      95-1J 

+        S" 

+■         '9o 
4-      161.51 

-+-          1.04 
+      130.» 

4-         i-9S 
4-      104-44 

+         1-73 

■4-        84.06 

+         1-44 
-(-       68.06 

4-         l.IO 
+       55-51 

+         0.75 
+      45-70 

+       3'« 

£  IT, 

+      116.89 
+      163.13 
+■          ".97 

+      160.48 
+      130.B5 
+            *.10 

+      "Sog 
+      105.08 

+        79-34 
+        84-71 
+         '-79 

+       51-83 
+        68.74 
+          l.fü 

+       31-34 
+       S6.11 
+         »-15 

+       16.77 
+       46-45 
+          O.Bo 

+        7.« 
4-        38. "» 

+             0.44 

-     «38 

—         1059 

—          19SO 

—         179S 

—         1595 

—         i3i' 

JSR 
E  Jt  —  Stci 

+                 0 

+■        53-76 

+     19-63 

—         5-37 

.6.9t 

—       14.88 

—       19.68 

—      3I-6J. 

*  :  fr)» 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

■■ 

■  e72 

187" 

April» 

Hin  11 

Jn.  31 

DK.n 

No..  .. 

Oel.3 

An*  M         1        J»U  «S 

Janis 

+  °*V'27"t 

m^j-i 

356°5S'4l"S 
8.718984 
9  - 99998* 
9.999176 

H9ni4'  6"7 

353°4i'*7"o 

9.040971 

9.999986 

9.997301 

+  0°*3'  6"7 

11 6°  8'48"o 

350°26'  8"3 

9***0514 

9. .999990 
9.993920 

+  o°i8'46"7 

ti*05*'*5"3 

347°  9'4Sn6 

9.346712 

9999993 

9.989007 

+  o0i4'ii"8 

'o9°34'57"4 

343°S*'i7"7 

9*4437 »9 

9.999996 

9.98256z 

+0"  9^5*"5 

14on33'43"j 
9,522165 
9.999998 
9-974513 

+o"  5'i9"6 
lo»0s6'4l"4 

337°i4r  i"7 
9*587679 
9.999999 

9 ■ 964774 

-+-o"  o'44"i 
99nJ5'5i"5 

113n53'ii"8 
9.643599 
0.000000 
9.953*40 

—  0*  l'5l"> 

9*"il'53"4 

33o°3i'i3"7 

9,69*064 

9.939784 

7.9615*5 
9« 993753 

8,728966 
!7onl8'ii"l 

1680  s'57"» 

7.900546 
9a998866 
9-040957 

i7sVl7"6 
I73"39'i3"7 

7.827554 
9.99964S 

9 „120504 
177°40'J8"6 
I75"i8'34"7 

7.737381 
9.1999*69 
9.146705 

I78"ls'i9"9 
176-23'  6"o 

9n99995i 

9.4417  "5 

1790  8'l7"9 

i76"55'54"o 

7.458*63 
9*9999*4 
9.5**163 

I79V'19"6 
!77ni7'5S"7 

7.190181 

9.999996 

9.58767! 

179V'  14"! 

i77"lj'So"i 

6.330014 

9*641599 

I79"S*''9"8 
177°45'55"9 

7*0S3i 1 7 
A.999999 
9,692064 

1*0"  7'S3"7 
i77'55'*9"8 

9-3141*5 
8.715*11 
9*9905*4 

9.043501 

9.042091 
9*99731' 

8.896919 
9.110859 

9.99*645 

8.799697 
9.146*36 
9„999i35 

8.71857* 
9-443764 
9*999377 

8.673173 
9.522179 
9.99951* 

8.618434 
9.5*7681 

9.999607 

8 . 590941 
9-641599 

9*999670 

8.55*813 
9 . 692065 
9*999715 

8.7*5777 
9.999384 
9-999358 
JS6VV3 

9.039411 
9.997380 
9-997347 

35jV'46"5 

9.1*19504 
9.993948 
9.993910 

35o"i7'26"o 

9.14597 > 
9.989043 
9.989000 
347°!i'i"t 

9.443HI 

9.982605 

9.9**55* 

343"53'30"4 

9*5*1697 
9-974S64 

9.974511 
340°34'S*"8 

9.587*89 
9.964<1* 
9-964773 
337Ä15'7"6 

9**41**9 

9  9S3304 

9-953*40 

333n54'i3"9 

9,691780 

9-9J9*S4 

9-919784 

JJ0°j*'ll"4 

9-999974 
8.049538 

9.999967 
0.7» 1018 
8.085593 

9 ■ 99996i 

0.719*51 
8.117778 

9-999957 
0.718657 
8.146533 

99999S3 
0.71744* 
8.17*336 

9-999947 
0.716*31 
8.19545* 

9.999941 
0.715006 
8.116116 

999993* 

0.713777 
8. 234541 

9-999910 
0.71*551 

8.15087B 

74""4'ji"9 

9-433*«4 
0.711154 
9.983364 

Si°io'ii"7 
9.185986 
O.720995 

9.994816 

88°  s'34"l 
8.5**179 
o.7!98U 

9-999759 

94"S4'37"8 
8*93*471 
0.718614 
9.998403 

toln3*'»4"8 

9,301151 
0.717401 
9.99»3» 

lo7n54'l*"6 
9«4*7»S5 
0.716178 
9.978419 

ii3°57'l*"6 
9,608644 
0.714947 
9.960861 

i<9n39'*3"o 
9**944*7 

0.713713 
9.939014 

ii4°s8'17"s 
9*758313 
0.712481 
9.913501 

0.156038 
0.415616 
9.911718 

9.906981 
0-414474 
9.838334 

9.14199* 
0.415313 

9.969838 

9.651085 
0.068556 

0,01855* 
o.i44375 

0**04033 
0.428796 

0,3*1591 
0.436225 
0.248354 

0-408140 
0.444647 

0*470794 
0.453761 
0.292597 

8-77'7«8 
6.03*619 
0.000791 

8.S066H 
5.887617 
0.0005*3 

8. 837619 
5*649115 

8.865190 

5„o 374*6 

8.889784 
5.363611 
9-999*7i 

8.911683 
5-751*79 
9.999699 

8.9111** 
5-9454*9 
9-999551 

8.9483t« 

6.070776 
9.9994*4 

8.963419 
6.160168 
9.999316 

0.068756 '        onj;i«o8 
9.988731 1        9.975668 
0.70S518J       0.715811 
0.7167B7         O.7401J3 
9.999972         9999970 
8.77»J09|       8. 807144 

0.385151 

9-9578*5 
0-719S7* 
0.761747 
9.999969 
8.837910 

0.486647 
9-935454 
0.717017 
0.781563 
9- 999968 
8. 865154 

0.567033 ;       0.631B26 
9.908907         9.878615 
0.708532         0.694607 
0.79962s!       0.815992 
9.999967 |       9.999966 
8.889655]       8.91138» 

0.684579 
9.853816 
0.675809 
0.830753 
9.999965 
8930673 

0.727807  '       0,763391 
9.883791 .       9,907497 
0.651737'       0.6*5981 
0.844015!       0.855894 
9.999965 1       9999964 
8.947742  ,       8.96*745 

9.183185 

7.849555 
7.833460 
B. 576973 
6.410433 

9.2J9817 
7-77945» 
7.B36916 
9.150667 
6.930118 

9.238212 

7.714666 
7 . B40447 
9-5*6238 
7.240904 

9.118405 
7-655*"5 
7 . 844019 
9.736071 
7.391186 

9.100342 
7.601026 

7.847656 
9.883398 
7.484424 

9.183974'       9.169111 
7.551922,       7.507636 
7.*5"107         7.8549** 
9.996704         0,088165 
7,54*626  |       7*S958oi 

9.155950 
7.467850 
7.858669 
0.1641 5I 

7,63*008 

9.144070 

7.432210 
7 . 862347 
9.79836* 

7.660709 

9.740422 

0.065405 

1.111134 

+       '5-17 

4-        0.64 

9.492507 

0.585090 

1.130295 

—       Si-93 

8.826679 
0.895876 
1.134885 

—  107.34 

-  0.53 

9.» 3*994 

1,046258 

1.135108 

-     151*1 

+         1.90 

9*595*94 
i*"39196 
I.IIM90 

—      186.46 
+         5-44 

9*775*37 

1.203598 

1.123403 

—     211.31 

+         9-5* 

9.887366 

l**S0773 

1.1 11034 

—     130.57 

+       13-74 

9*9*1493 
1,286980 

1.097384 
—     *4*-ll 
+        17-80 

0,017033 

. .315681 

1.079743 

—     *4*-S6 

+       ».51 

+        0.07 
+       Ji  9S 

—         0.25 
+       27.19 

—         0.54 
+       »3.4* 

—      o.ai 

+        »0.41 

—         1.07 

+        .8.03 

—         1.10 
+       16.10 

~         1.5* 
+       14-54 

—          I.72 
+        U*7 

—         1.90 

+         i.*J 

+       l**o 
+         0.11 

-         0.56 
+       28.11 

+       *4-4! 

—         0.52 

+          >-99 

■+■       *i. SS 
—         0.80 

+  +I 

4-         9-57 
+       17-50 
—         1.30 

4-+I 

+       l*-54 
+       15-os 

—         1.75 

+           22.88 

+    14.*! 

—         1-95 

—         1078 

—           77» 

—           446 

-           109 

+           »31 

+           564 

+           81* 

+         1177 

+         144* 

—       Ji..«J 

—       28. 68 

—       *4-*4 

—       19.56 

—       13. 85 

—         7-93 

—         i.09 

+         3.49 

+         *.*5 

• 

• 

° 

• 

• 

• 

• 

° 

ILlOOgLt 

t>. 

Datum 

A.' 

V 

■in  iv— Ob) 

«*&' 

cwiV-ßu) 

1875 

"874 

—  in  a*»i" 

i»r»s'  j" 

9»3o"3 
9-  9999 3 
9h  99M] 

J.n.  15 

—  o°59'i6" 
316"  o'*7" 
19o°17'47" 
9.1511* 
9-99993 
9,99*95 

D»c.  6       |       Ott.  :■} 

-on56'*7"'-onsJ'27" 

3'4n45'S9"     3'3°3''39" 

1B90  3'19"|   l87n4«'S9" 

9»i9697  1      9-13354 

9.99994  1      999995 

9-994SS          9*99595 

B*!t.  ij 

1*1 

Jrnil»» 

M.i.-; 

—  oV  15" 

3ii°i7'*6" 

l86°34'46" 

9*059 '1 

999995 

9*99713 

—  o"47'*3" 
3110  3'*!'' 
i8s"io'4l" 

8*96917 
9.99996 
9-998i 1 

—  o°44'l9" 

jo9n49'*3" 

184°  6'43" 

8-8SS5S 

9.99996 

9.998*8 

-  0  41 1)' 

jofj,-^ 

9  Wff 

9.»*HJ 

«in  fc' 
sin  Q  oder  coh  Q 

cos  A/siulV— ß«) 
Q 

V5*77 
9,99«** 
9«30io6 
I8j"ii'  1" 
i8i°S8'38" 

»■»3773 
9*99798 
9**5115 
i8j"jl'lt" 
»8j"l9'  7" 

8,11537  !      8.19166 

9»99765  |      9*997"« 

9-19691   1      9«'3349 

i8su57'*4",   1*6*3 1'«" 

i83045'  0"     I«4°i8's7" 

B„i66z8 

9-99647 

9„osgo6 

l87nl7'4o" 

185".  5' 16" 

8.13934 
9*99530 

8*96913 

8ai io*e 
9-99309 
M5551 

i9o"n'3i" 
i87"S9'  8" 

8.0-914 
9,98-91 

193*»»'^ 

191*14  H1 

sin  (0-  ioJ 
? 

COS  (Q  — 1«) 

**7'549 
9. 30184 

9» 9994« 

«„76*59 

9-»S4l7 
9.99917 

8„8iS6o 
9.199*6 

9«99907 

8-87653 
913631 

9,99*77 

8„947«3 
9.06159 
9*99**8 

9.03410 
8.973*3 

9*99744 

9-14*7* 
S.B6*4* 
9-99577 

9.1'W 
g.-ij« 

cos  S,  sin  i, 

COS  5,   cos  /,, 

9nJO"S 
9«99'09 
9,99106 

191V14" 

9,*5344 

9-99*91 
9-99*88 

■9o"i9'35" 

9*'9g31 

9*99+5» 

9*99449 

189"  5'  4" 

9-1 JS08 

9-995 91 

9„99590 

187W 

9,06087 
9*997' 1 
9»997o* 

8*971*7 

9.99*09 

9.99807 

18  50** '15" 

8,85819 

9-99«*7 

9-99**4 

184"  •'!*" 

*.-«" 
9,99« 
9-99*" 

ili*»V 

COR    B, 

9  99997 
0. 99500 
8-01833 

9-99997 
0-99537 

«„01676 

9 ■ 99997 
0.99573 

8„oi486 

9 ■ 9999« 

8„0l*84 

9.99997 
0.9964* 

9.99998 
0.99676 

9 ■ 99997 

0.99708 

K°°"-: 

L,-l 

cos  ;£,  —  { 

neos  B, 
srnt/^-Z; 

90-41  '19" 
8.07984 
0 . 99497 
9-99997 

94n3*'5S" 
»„89930 
0. 99534 
9.99863 

98"*4'  3" 
9*16464 
0.99570 
9.9953* 

io*°i5'43" 
9*3*71» 

9.98998 

9*44431 
0.99639 
9.98*51 

non  5'  0" 
9*5357* 
0.99674 

9.97176 

114"  4'36" 

0.99705 
9.96047 

11*"  IV 

9>6"5": 
».»Vi* 
9-94!3- 

Subtract. 

9*0748 1 
0.56402 
0.01386 

9n89464 

0.56481 
0.08411 

0-16034 
0.5648« 
o.i44*S 

o„3*3>« 
0.564*3 
0.19701 

0-44070 
0.56*87 
0 • 144*3 

°„S3*5* 

0" 55801 
0.17691 

0,6-u- 

Sulitract. 

9-OI333 

9«<»*13 

9,01059 

9*0089* 

4*89- ■■ 
9.99997 

9.00479 
5.18s.. 
9-99993 

9„oo*l 8 
5,4o8i. 
9-999*9 

J.JI+J. 

9-»Ws> 

fl— {!■] 

■in  «  oder  co»  « 

•£; 

C«n»     . 

0,57788 
9.97031 
o.99494 
f. 01463 
9.99998 
9*0113} 

o„64«93 
9.95966 

0.99397 
1. 03431 
9.9999« 
9uolll3 

ob709'3         0-76115 
9.94758         9-934oi 
0.9910z         0.98604 
1.04344         1.05103 
9-9999*  .      9-9999« 
9*01059  '       9*0089* 

9.91881 
0.97*90 
1.06008 

9.99998 

0-8479* 
9.9018g 
0.96950 

9.99998 
9-00471 

0-8845* 
9.88191 
0.95751 
1.07461 
9-9999* 
9-oo*. 7 

9--J9*- 

r,-3 

Subtract. 

A" 

B. 97535 

7.01500 
9-35659 
6,18164 

8.96567 
6.89701 
7.01389 
9.48970 
6*3*671 

8. 95654  |      8.94795 
6.8696*  ,      6.84385 
7.01*81   |    .7.01176 
9.59169  I      9.6739S 
6„46i  3 1    |      6„5l7«o 

8.93990 
6.81970 
7.01074 
9.74*36 
6,56106 

8.93136 
6.79708 

7.0097* 
9.80051 

6-59759 

8-9*537 
6.77611 

7.00B76 
9.85041 
6,61653 

I.SlI*' 

7. oo-«: 
,,*9S-l 
6.6501: 

'wAj*  ui|  io1  A* 

8,51079 

9^1366 

.  .55896 

—        9-39 

9-31983 

9-51773 

1.55878 

—      "-93 

+        0.07 

9*595+6         9-7589S 

9*59*33   ;      9-6488* 

"■5559°  ,      "-550*7 

—      14.07    —      15.8* 

+        0.15    +        o.*6 

9-87783 
9-69 30 B 
1.54177 

+        o!37 

9-97171 

9*7iB6i 

1.53030 

-       18.15 

■4-       0.50 

0,04965 

9-7575S  ! 

1.51SS4  , 

—      l«.7S 

+        0.64  | 

0,116;' 
4-       o.-- 

+        0.03 

+        o.oj 

+          >-07 

+        0-04 

+        0.0s 
+        0.94 

+        0.05 
+       0.89 

+       0.05 

+       0.85 

+       0.06  '+      <>■<* 

+    0.81 1+    <>.-■ 

,  Google 


1874 

'873 

April  i°      |        Min  i 

In.« 

Dm.  11        |       Not.  1        |      Sept.  »      |       Aug.  13      j       Juli  4         |        Mmiij 

April  .5 

-  o°j8'  9" 

307°*»'4l" 

i8i«J9'  8" 

8,45988 

9-99997 

9,9998* 

-  <^3s;  3" 

i8o"»j'3o" 
7,87016 
9.99998 
9-99999 

-  o-ji's*" 
304n54'38" 
I79°ll'58" 
I-M5*S 
9.99998 
9,99996 

—  o°i8'48" 

303n4l'll" 

I77°S8'3i" 

8.54809 

9-99998 

9,99973 

—  oqi5'4o'   —  o°il'3l" 
3°l°i7'S3"     3<"°»4'39" 
I76°4s'i3"     I75°jl'jy 
8.75305         8.89145 
9-99999         9-99999 
9*9993°  ]      9,99868 

—  o°i9'n" 
300°  i'jo" 
I740i8'5o" 
8- 99598 
9-99999 
9,99786 

—  0°i6'i3"  —  o°i3'  1" 

I98°48'i7"l    I97°35'i9" 

173°  S'47"  1    I71V49" 

9.07990         9-14997 

9,99684         9,9956* 

-•,'»■ 

196°!*  36" 
170°39'56" 
9.11004 

9,994*1 

9,97000 

8,45985 

lOl"  J'   8" 

i98°SO'44" 

8„oo84i 

9,90776 

7,870*4 

»33°S7'5*" 

131°4S'*8" 

7b9°796 
9.91051 
8.145*3 
l»6eM'S4" 

3i4°io'3o" 

7,9*11 1 

9.9881» 
8.54807 
346°39r3o" 
344°*7'  6" 

71,87309 

9.99616 

8.75304 

3Si°i9  11" 

35o°i6'5B" 

7,81613 
9.99847 
8.89144 
3JS°ii'34" 
3Sl°S9''°" 

7,75078 
9.99930 

8-99597 
356°44'44" 
1S4°3»'io" 

7,67*69 
9.99967 
9.07990 
1S7°4S'  9" 
35S"l*'45" 

7,57934 
9.99984 
9-14997 
3S8"i?'38" 
3S6nl5'l4" 

7B45936 
9 ■ 99991 
9.11004 
%$*>$*' S*" 

3S6V34" 

9B5°9" 

8.4B985 
9«976o7 

^.89509 
9,79168 

9,76739 
8.1147* 
9.90891 

9,41811 
8-55995 
9.98381 

9,1*733 
8.75678 
9.99371 

9,08675 
8.89*97 
9.99674 

8,97850 
8.99667 
9.9980* 

8,8901t 
9 .99869 

8,8151s 
9.15013 

9.99907 

8,7Sooi 
9.11011 
9.99931 

8,46591 

9n999«' 

9„99979 

l8i"4o'j*" 

7,89*31 
9,99999 
9,99997 
iBo*i6'so" 

8.13364 
9,99996 
9«99994 
179°"3'"4" 

8.54376 
9B99971 

9,99971 
I77*59'44" 

8.75050 

9,9993' 

9,999*9 

I76°46'll" 

8.88971 
9,99869 

175*33'  3" 

8.99469 

SS.99787 
9,99785 
i74°l9'5o" 

9.07B91 
9,99685 

9,99684 
173"  6 '43" 

9.14910 
9.99J64 
9,9956* 
I71*S3'39" 

9.10941 

9b994*3 

9,99411 

170V4J" 

9.99998 
0.99770 
7,99907 

9.99998 
0.99B00 

7,99574 

9.9999B 

0.99819 
7n99*H 

9.99998 
0.99857 

7,98817 

9.99998 
0.99884 

7n984" 

9.99998 

0.99909 
7,9797* 

9.99998 
0.99934 

7,97517 

9.99999 

0.99958 
7,97044 

9.99998 
0.99981 
7,965*8 

9.99998 
7,96014 

mni9'   ]" 
9„7i8o4 
0.9976B 
9.91691 

9^77544 
0.99798 
9 . 90460 

131°  l'»(» 
9»8'7'5 

0.99817 
9.87761 

i35°36'  8" 
9,8540" 
0.99855 

9.84487 

i40°n'37" 
9,88653 
0.99881 
9.80479 

I45°i9'i7" 
9,91506 
0.99907 
9-755°9 

■5°°30'34" 
9n91973 
0.99931 

155°57'  0" 
9,96056 
0.99957 
9.61016 

161 V'  4" 

9,9771« 
0-99979 
9.49766 

167V10" 
9,98990 

9.31881 

oB7*I7i 
O.SSO36 
0.ZH14 

o,7 7 34» 
0.54548 
0.10185 

0,8154* 
O.53991 

O.18477 

0,85156 
0.53369 
0.170*3 

0,88535 

0.51681 
0.15775 

o,9Hl3 
0.51931 

0.1*70* 

o,91905 
0.51111 
0.13780 

0,96013 
0.11991 

0,97717 
0.49354 
0.11311 

0,98991 
0.48411 

O.H794 

81.996T7 
S..730O- 
9-99977 

8,99174 
5,8506. 
9.99969 

8,99040 
S,9Sl8. 
9.99960 

8,98674 

6,0374- 
9-99951 

8,98*95 
9-9994* 

8,97881 
6,1697. 
9-99933 

8,97451 
6,* 18 80 
9.999*4 

8,97001 
6,15840 
9.99916 

8,96509 
6,18891 

9.99908 

8,96017 
6,31091 

9.99901 

0,94786 
9„86oBi 
0.91459 
1. 08705 
999999 
8»99654 

o,975*7 
9,88280 
0.90158 
1 .09147 
9-99999 
8B99343 

1,00019 
9„90i86 
0.87589 
1.09713 
9-99999 
8,99000 

1,01179  j       1,04310 
9,9*115         9,93776 
0.8434z   ,      0. 80361 
1. 10164         i. 10534 
9-99999  1      9-99999 
8,98615         8,98137 

9,95*7* 
0.75416 
1 . 10843 
9-99999 
8,97814 

1,07685 
9,96599 
0.69153 

1. 11086 
9-99999 
8,97375 

9,97744 
0.60973 
1.11161 
9-99999 
8,9691 8 

9,98689 
0.49745 

9 ■ 99999 

8,96417 

1,10785 
9,99407 
0.3*884 
1.11378 
9.99999 
8,95919 

8.91194 
6.7388* 

9-93'I9 

8.90751 

9.96408 
6,68664 

6.70798 
7. 00  5-13 
9.99110 
6,70018 

8.89835 
6.69505 
7.00419 
0.01617 
6,7113* 

8.89465 

6.68395 
7.00348 
0.03614 
6,71019 

8.89156 
6.67468 

7.00173 
0.05*46 

6,71714 

8.88913 
6.66739 
7.00198 
0.06471 
6,73*10 

8.B8738 

7!ooii6 
0.07311 

6,73515 

8.88639 
6.65917 

7.00057 
0.07730 
6,73647 

8.8B611 
6.65863 
6.99991 

0.07708 
6,73571 

[0,17536 

9«8oii3 

■ -47495 

-       IB. 89 

+        o-9S 

o,**794 

9,81766 

1.44806 

—       '*-44 

■+■         I.II 

«W7550 
9,83110 
1.41581 

—      17.66 
+         L*8 

0,31887 

9,84*34 

1.37711 

-      i6.57 

+        i-45 

o„3S854 

9,85m 

1.3304* 

—      1519 

+        1.61 

0,3948* 

9,85816 

i-*7347 

—      13-54 

+        1-79 

0,4*783 

9,86311 

I.10175 

—      11.64 

+        1-95 

0,4575» 

9,86617 

1.11134 

—       9-5* 

+        1.1. 

0,48363 

9,86749 

0.99099 

—       7.11 

+        1.14 

0,50580 

9,86673 

0.8119s 

—       4-78 

+        *-36 

+■       0.06 
+        0.74 

+         0.06 
+         *.7i 

+         0.07 
+         0.69 

+        0.07 
+        0.67 

-+-       0.07 
+       0.6s 

+        0.07 
-+-       0.64 

+        0.07 

+        0.63 

+       0.07 
+        0.61 

+        0.07 
■+-        0.6* 

+        0.07 
+        0.61 

,  Google 


*94      

D_ 

i«73 

■87» 

Hin  6 

J»B.  is 

Dm.   16 

K-.. 

Se.t.  », 

An,.   ,8 

Juli  y 

+   o»iS'")" 

*86D4i'S4- 

■6oQJ9'U* 

9S'*93 

9*975*1 

Po 

V 

V— Qo 

sin  tV-Oo) 

cos  ,v-<W 

-  o°  6'44" 
*95°  9 V 
«69**7' .7" 
9*6*59 

9,99160 

—  o"  3' 34" 
*93°S7'  »" 
i68°t4'i2" 
9.30925 

9*99°79 

—  o°  o'is" 
i9»°44'll" 
167°  1*4*" 

9-35"7 

9»98877 

4-  o°  *'4S" 

*91°Ji'4S" 

'65*49'   S" 

9.389'7 

9,98656 

+  o°  S'54H 
290°!  9' 12' 
I64°3*'3»" 
9.42391 

9.98414 

+  o°  9'   3" 

1890  6'41' 

i6l"*4'  r 

9-45587 

9.98 >Ji 

+  o°i*'n" 
187*54'«  7" 
i6i°n'37' 
9-48544 

9.97868 

•inA' 

sin  I?  oder  cos  Q 

ei*  ,V  sin  (V— So) 

Q 

Q-io 

7„*9nj6 
9-9999* 
9.26259 
359°  *3'«  3" 
357°«  0*49' 

7*ol599 
9-99999 
9.30915 
359V'  3o" 
3S7n3o'  6" 

6*08351 

9-35"7 
359*58'  9" 

357D45'4S" 

6.90306 

9-18917 

o'ii'ij" 

357"5*'49" 

7-*34S8 
9-99999 
9.41391 
o"  1**14' 
358°  9'jo" 

7 -4*037 
9.99998 
9-4SS87 
cPji'41" 
358"  19'17" 

7  •  S4949 
»•99997 
9-48544 
0"  39'so' 
358°i7'*6' 

7.64889 
9-9999* 
•■*"**. 

358°  343-- 

■    linfQ— *,) 

8*69191 
9-99947 

8**3919 
9.30926 
9-99959 

8*59" 53 
9-35«"7 
9-99967 

8*54708 
9.389<T 
9-99971 

8*5057o 
9.4*391 
9.99978 

8.46676 
9-4SJ89 
9.99981 

8.410iJ> 
9-48547 
9.99984 

8.3950J 
9.5119- 
9-999" 

»in  /,|  oder  cd*  Z-, 
CO.  B,  cos  i. 

9,9926* 
9«99*6o 
i69uJ7'si'' 

9.30885 
9*99°8° 
9.99079 
l68°i5'  0" 

9-3J084 
9.98879 

9.98I77 
167°  »'14" 

9.38890 
9.98658 
9,98656 
i6s°49'36" 

9-4*37° 
9.98415 
9.98414 
l64°36'S7' 

9-45570 
9,98151 

9-98151 
l6j°*4'*5" 

9-4853' 
ft.97869 
9.97868 
r6*"u'55' 

9.5118. 

9.975*1 
9m97563 
l6o°59ith 

co.lf, 

9.9999* 
7.954S* 

9-99999 
1.00044 
7,94865 

9.99998 

7,94*70 

9.99998 
1.00081 

7,93625 

9.99999 

7*9*96* 

9.99999 
1. ooi 14 
7,9**65 

9-99999 
1.001*8 
7*9' 560 

9-9999* 

7*90801 

Z.-J 

co«  [Lt-t) 
r,  c<>«  £, 
«in  (£,-/) 

174"    l'  9" 
9*99764 

9.01664 

i8oq43'4o" 
9*99996 
1.00043 
8,10386 

l87°46'49n 
9*99398 

9*i3l54 

i95°n'S9" 
9,<9<453 
1.00079 
9,41860 

iol"  58-46" 
9*96409 
1.00097 
9*59" 5» 

11 1"   6'  8' 
9.93*60 
1. 00113 
9*7"1>» 

119°  31 'So' 
9.8 8 711 
1.001*7 
9.80379 

»*t»i*V 

9.8*373 

9-87*51 

Subtract 

o„99786 
o-4744* 
0.11*8* 

1,00039 
0. 46476 
0.11103 

o*99«59 
0.45519 
0. 10974 

o.9853» 
0-44S99 

0.96506 
o-41 745 
0.11*86 

o*91173 
0.4*985 
0. 11840 

0.88849 
o.4*3SO 

0.8151 J 
0.41868 
0. 14171 

C, 

Subtract. 

8,95476 
«„32469 
9.9989* 

«»94909 
6„!3ooi 
9.99896 

8*94313 
6*3*654 
9-99895 

8*93706 
6*3  »3« 

9.99897 

8,93060 
6.19003 
9.99901 

8*9*379 
9-99907 

8,91688 
9.99916 

».909*« 
6.13161 
9.999*- 

Ji-W 
«in  fc*  oder  co*  0 

Vor/ 

1,11168 

9.99860 
0.01686 

9-99999 

8.95374 

9.99998 
9,10419 
1.11144 
9-99999 

8H948os 

1,10633 
9*99757 
0,13*15 

9-99999 
8,94**8 

«*°955* 
9.99056 
o*4i939 
1. 10496 
9-99999 
8.93603 

1*0779* 
9*97794 
o*59»48 
1.09998 
9-99999 
8,9*961 

'.o5»'3 

9.95844 
0,714*5 
1.09369 
9.99999 
B*9ii86 

1.01649 
9.9304* 
0.80506 
1.08607 
9-99999 
8.9' 604 

0,96884 
9.89180 
0-8  7  39' 
8.07704 
9-9999» 
8,908: 1 

n-3 

Subtract. 

Ä' 

8.88691 
6.66073 
6.999*8 
0.07205 

6,73^78 

8. 88855 
6.66565 
6.99868 
0.06180 
6.7*745 

8.89113 
6.67369 
6.99B11 
0.04558 
6.719*7 

8.89503 

6.99757 
6,70770 

6.99706 
9.99196 
6*69199 

8.90630 
6.71890 
6.99658 
9.95197 

6.67087 

8.9139» 
6.74176 
6.99*'* 
9.9011* 
6.64188 

8.9119t 
6.76885 
6-99S-4 
9.8364c 
6.60515 

(wi)snii  «o' A" 

•?i  tri 
U 

s 

0,51340 
9,86380 
0.4913» 

—       2.27 
+       »-44 

9*85847 
9.S690S 

+■        0.17 
+        1.48 

°«54i*o 
9**50*9 

0^8734 
+        ».74 
-+-        2.46 

°n53937 

9,83871 

0.86538 

+       5-o6 

+       »-39 

0,51761 

9*8iJoi 

«.°*993 

+       7.13 

+        *-*4 

0,50388 

9*80189 

1,14410 

+       8.83 

+      a.o* 

0^6499 

9.77390 

t***8S6 

+      10.06 

+       '-73 

0*40645 

9.7l6i- 

1,19151 

+      10.69 

+         1.19 

+       0.07 
4-        0.62 

+        0.06 
+        0-63 

+        O.06 
+        O.64 

+       0.06 
+       0.65 

+        O.06 
+        0.68 

4-       o.os 
+      0.71 

4-       0.05 
+       0-7S 

+        0.« 
+         O.70 

,  Google 


.871 

1871 

April  w 

Hin  11 

Jh.  31 

Dk.  m 

KOT.    .. 

Ort.  3 

Aug.  M 

Juli  ij 

+  o"4l'  0" 

+  o-.g'ar" 

+  o"M'34" 

+   o°i4'4o" 

+  o°i7'46" 

-+-  o°  30'  50" 

+  o°Jj'S4" 

+  o°l6'57" 

+  o°19'S9" 

i85ni9'34" 

I84nl7'l6" 

1830    5'  0" 

l8l°5l'47" 

l8o°40'35" 

*79°*8'*S" 

I78°l6'i7" 

*7S"5i'    3" 

iJ9n46  54" 

I58°34'36" 

iS7nil'lo" 

.56°  IO'   7" 

iS4°57'S5" 

153"45'4J" 

I5»°3J'17" 

i5.°il'3o" 

150"   9-13" 

9-5J6J7 

9.56160 

9-S8S"7 

9.60643 

9.6*651 

9-&45S1 

9.66151 

9.68063 

9-99999 

9-99999 

9,99999 

9-99999 

9.99998 

9.99998 

9-99997 

9.99997 

9-99997 

9.97*3* 

9.96891 

9,96511 

9,96130 

9,95715 

9.95*78 

9.94817 

9.94311 

9,9l8n 

7.7*97* 

7-797S" 

7.8SJ8| 

7 ■ 907*4 

7-95*74 

7-9939* 

8.03133 

806559 

8.09718 

9-99995 

9-99994 

9-9999* 

9-99991 

9.99990 

9.99989 

9.99988 

9.99987 

9.99986 

9.53856 

9.56259 

9.58516 

9.61649 

9.64549 

9-66149 

9.68060 

9 . 69688 

onS3'*l' 

o°59'  *" 

i°   4'  6" 

1°    8 '43" 

i».i'Si" 

i°il'i4" 

3S8°4o'S9" 

358°46'lB" 

358°5>'4*" 

358«  56'!  9* 

3590  o'i?" 

359°  4'l6" 

359°   7'46" 

359°"'  0" 

359° 14'  0" 

8,16141 

M*919 

8,1981* 

8,*677J 

8.11859 

8,10981 

8,t 8 166 

8.1519' 

8.11647 

9.53861 

9.56265 

9.58514 

9.60651 

9.61659 

,9.64560 

9.66361 

9.68073 

9.69701 

9-999*9 

9  ■  99990 

9.9999. 

9.99993 

9. 99991 

9.99994 

9-99995 

9.99996 

9.99996 

9. 5JB50 

9.56155 

9-58515 

9 . 60644 

9.6i6ji 

9.64554 

9.66156 

9.68069 

9.69698 

9.97*38 

9,96891 

9,96511 

9,96130 

9.9571 5 

9.95*77 

9.948i6 

9.941*9 

9,9l8i9 

9.97*37 

9,96890 

9,96510 
157*1*'**" 

9  96119 
156*10'  4" 

9-95713 

i54°S7'5o" 

9.95*76 

9.94814 
.5^33'i6" 

9,941*8 
ijAi'u" 

9.91818 

iS9"47'  l" 

iS«"J4'4j" 

153"45'37" 

,5o°  9'  1" 

9-99999 

9.99999 

9-99999 

9.99999 

9-99998 

9-99999 

9.99998 

9-99999 

9.99999 

1.00155 

1.00166 

1. 00177 

1.00186 

1.00195 

1.0011B 

7,89184 

7,88336 

7.874*4 

7.8651 8 

7.85S5* 

7.84517 

7.814*4 

7,81349 

»37°   4'ji" 

1460   *'i8" 

*5S°  o'3o" 

ifij'jjV" 

1710  36'44" 

181°   5'i7" 

189015-57» 

1970   6'n" 

304°15'l8" 

9.715*3 

9,60866 

9,41176 

9,01676 

8.65874 

9.1840» 

9.51845 

9.65861 

9.75410 

■.00.54 

..0016s 

1.00176 

1.00185 

..00193 

1.00111 

1.00117 

9.9*39* 

9,96086 

9,98496 

9.99751 

9.99955 

9.99181 

9.97497 

9.94947 

9.91551 

o»73*77 

0,61031 

0,41451 

0.0186. 

9.66067 

0.18603 

0.5*051 

0.66074 

0.75617 

0.4156* 

0,4.447 

0.41531 

0*41809 

0.41880 

0.4161* 

0.44465 

0.45376 

0.16949 

01,406 

0.30063 

0.14856 

9.91751 

9.59019 

9-i3o8i 

9.80937 

0.00195 

8,9olS7 

8,89350 

8,88513 

8,87610 

8,86713 

8.85754 

x      8.847J5 

8.8 1678 

8.81567 

5,88761 

S.649II 

S.03741 

5.36361 

5.75118 

,5-94547 

6.07078 

6.16017 

9-9994' 

9-99957 

9-99975 

9-99994 

0.00014 

0.00034 

0.00054 

0.00074 

0.00094 

0,90626 

o.8*437 

o»7i594 

0,56*65 

0,34017 

9,876ia 

9.76704 

0.15401 

0.45671 

9,85890 

9»9077S 

9,94515 

9.971*5 

9.98991 

9.99874 

9.999' 8 

9,99'43 

9.97545 

°.9*S50 

0,9615» 

0,98671 

0,9993« 

1,00148 

o,9938l 

o.977oi 

0.95160 

0,91770 

1.05476 

1.04157 

1.0*713 

1.01157 

0.99509 

0.97785 

0.96017 

0.94115 

9-99999 

9-99999 

9-99999 

9.99999 

9-99999 

9-99999- 

9.99999 

9-99999 

9.99999 

8,90098 

8.B9107 

8,88488 

8,87604 

8,867*7 

8,85788 

8.84789 

8.83751 

8.81661 

8.91339 

8.945*3 

8.95841 

8.97*86 

8.98841 

9.00490 

9.01114 

9.03981 

9-05774 

6.83569 

6.87516 

6.91858 

6.96516 

7.01470 

7.11946 

7.17311 

6- 9953 S 

6.99501 

6.99469 

6.99441 

6.99415 

6-99194 

6.99376 

6-99358 

6.99346 

9-75189 

9.50041 

9.18059 

8. 83749 

8.68987 

9-16035 

9-5*663 

9-70989 

6.554o6 

6,48130 

6-17567 

6.19917 

5,80*75 

S.6818. 

6.15411 

6.51011 

6.70J35 

o.3*"S 

0,19584 

9*999" 

9,6.051 

9.13801 

9-857*3 

0.08419 

0.1.609 

0.30*51 

9,68508 

9»6«H* 

9,50669 

9,lloi9 

8,91377 

8.81483 

918511 

9.65113 

9-81417 

"■14"* 

.„37698 

■■40103 

1.41747 

1,4*414 

1.4***3 

i.4'3*5 

1,196*5 

1,17146 

+     10.61 

+       9-7« 

+       8.10 

+       5-59 

+       1.18 

—       1-7J 

—     11.16 

—     .6. 06 

-f-         I.Ol 

+       0.64 

+       0.3» 

+       0.09 

—      0.01 

+       0.05 

+       0.19 

+       0.74 

+        1-17 

4"    0.04 

+       0.03 

+       0.01 

+         0.0* 

+       0.01 

0.00 

-          O.Ol 

—       0.03 

—       0.05 

+       o.Bj 

+      °-91 

+      1.01 

+  .    I.M 

+      i-*5 

+       '40 

+       '-58 

+       1.78 

+        l.O. 

.Google 


Datum 

/"           /'"      •      /"            /' 

SU 

•f 

fzudt 

logßudt 

\ogfcdt 

1B71  Juni     5 

'+    "-'S 

—  264.61 

+  5499  iS 

+  5630.84 

3-750573 

3-750675 

Juli    lj 

+ 

0.74 

+     J-4* 

+  16.61 

—  »53-47 

+  5*45-78 

+  537I-36 

3.730084 
+    97 

3.730181 

Aug.  14 

+  0.1» 

+     6.20 

—  236.86 

+  S»*5-7S 

3-709757 

3-709850 

+ 

0.B6 

+  12.81 

+  5008.92 

+    93 

Oot.     3 

+  ° 

'S 

+ 

I.Ol 

+     7.06 

+  *9-87 

—  114. 05 

+  4794-87 

+  4899-71 

3.690170 
+    89 

3.690259 

Nov.  12 

—  0 

01 

+ 

0.99 

+     8.07 

+  37-94 

-   184.18 

+  4610.69 

+   4699-97 

3.671095 
+    8s 

3.672.80 

Dec.  11 

+  0 

04 

+ 

1.03 

+     9°* 

+  47.oo 

—  146.24 

+  4464-45 

+  45 34- OS 

3.656486 
+    81 

3.65656! 

1871  Jan.    31 

—  0 

°7 

+ 

0.96 

-t-  10.09 

+  S7-09 

—    99- 24 

+  4365.1" 

+  4410.50 

3.644488 
+    80 

3.64456! 

Man  1 1 

—  0 

'3 

+ 

0.83 

+  11. 01 

+  68.14 

—     4215 

+  43*3  06 

+  4338.91 

3637381 
+    79 

3.637460 

April« 

—  0 

" 

+ 

0.61 

+  it.88 

+  80.02 

+      »S-99 

+  4349-oS 

+  43*9-89 

3.636477 
+    78 

1-636555 

Mai    30 

—  0 

3* 

+ 

0.17 

4-  12.50 

+  92.51 

+   106. ot 

+  4455-06 

+  4394-87 

3.641946 
+    80 

3.643016 

Juli     9 

—  0 

58 

_ 

0.3. 

4-  12.77 

+  105.19 

+   "98  53 

+  4653.59 

+  4S46.09 

3-657638 
+    83 

3.6577*1 

Aug.  18 

—  0 

97 

_ 

1.18 

+  1146 

+  ■17-75 

+  3»3-8* 

+  4957-41 

+  4796.11 

3.680898 

+    87 

3.68098; 

Sept.  17 

—  1 

55 

_ 

2.83 

+  n. t8 

+118.93 

+  4»"-57 

+  5378.98 

+  5157.88 

3.711471 

+      94 

3.711565 

Not.    6 

"~~  2 

3» 

_ 

S-15 

+     8-35 

+  137.28 

+  SSO-So 

+  59»9-48 

+  5643.» 

3-7S1S19 
+   101 

3.751611 

Dec.  16 

—  J 

47 

_ 

8.62 

+     3-« 

+140.48 

+  687.78 

4-  6617.16 

+  6161.70 

3.796691 
+  »3 

3.796805 

1873  J»n.   ij 

_4 

49 

_ 

13." 

—     S-4» 

+135.06 

+  828.26 

+  7445.51 

+  7019.73 

3.846311 
+    1*7 

3.84644K 

Min    6 

—  S 

40 

_ 

18.51 

-  18-53 

+"6. 53 

+  963.3* 

+  8408.84 

+  79"6.5o 

3-898533 
+   144 

1  898677 

April  is 

—  s 

12 

_ 

»3.6j 

—  37.04 

+  79-49 

+  1079.85 

+  9488.69 

+  8940.13 

3.9S1348 
+    161 

3.951510 

Mai    iS 

-  * 

44 

_ 

26. 07 

—  60.67 

+  18.82 

+  "59-34 

+10648.03 

+10063.98 

4.001770 
+   181 

4.001952 

Juli      4 

+  3 

Ol 

_ 

23.06 

—  86.74 

—  67.92 

+ir7B.i6 

+11816.19 

+11*38.75 

4.050718 
+  104 

4.050922 

Aug.  1 3 

+11 

9' 

_ 

II. Ij 

-,09.80 

—177.72 

+1110.24 

+11936.43 

+  1*391-3* 

4.093"7 

+   114 

4.093341 

Sept.  1* 

+20 

40 

+ 

9.2; 

—  110.95 

—298.67 

+  931-5* 

+  13868.95 

+134*1.51 

4.127834 
+  *43 

4.118077 

Nov.    1 

+24 

19 

+ 

33-64 

—1 1 1 .  70 

-410.37 

+  633-85 

+14502.80 

+14115.76 

4.15*770 
+  »57 

4.15301- 

Dec.  11 

+1« 

70 

+ 

5». 34 

—  78.06 

-488-43 

+  «3.48 

+14716.28 

+  14651.59 

4.1659,5 
+  *6S 

4.166180 

1874  'an.    10 

+  s 

>3 

+ 

57-47 

—  25.72 

—  SI4-IS 

—  »64.95 

+14461.33 

+  14636.44 

4- 1*5435 
+  *6S 

4.165700 

Man   1 

55 

4-  31-75 

—  779.io 

+14"3.93 

4.149648 

4.149904 

+  46. 9* 

+13682.23 

+  *S6 

April  io 

—19 

89 

+ 

27.03 

4-  78.67 

—403.73 

-1161.  JO 

+12410.73 

+13088.96 

4.116905 
+  *17 

4.117141 

Mai  20 

— »I 

4* 

+ 

;.6i 

+  105.70 

—198.03 

-1665.13 

+10755  So 

+11617.61 

4.065117 
+  1,1 

4.065318 

Juni  29 

—'S 

32 

__ 

9.71 

+  111. 31 

—  186.72 

—  1963.16 

+  8791.14 

+  9793-95 

3.990958 

+   177 

3-991135 

Aug.    8 

—  8 

'3 

_ 

1794 

+  101.60 

-     8S12 

—1149.98 

+  6642.26 

+  77*B.4o 

3.888090 

3.888230 

Sept.  17 

— .* 

76 

_ 

10.70 

+  83.66 

-      1.46 

— 2235. to 

+  4407.16 

+  SS18.36 

3.74*596 

3.741696 

Üct.    17 

+  * 

17 

_ 

'8.J3 

+  62.96 

+  61.50 

—1*36.56 

+  2,70.60 

+  3*86. 00 

3.516668 

+     60 

3.516728 

Dec.    6 

+  3 

'S 

+  44-43 

— H7S.06 

+  1075-85 

I-0317SI 

1-031771 

15.38 

+  IOS-93 

-       '4-46 

+      19 

1875  Jsd.   is 

+  *9°5 

+  134-98 

-2069.  ,3 

—  2073-59 

—  1049.30 

; „020900 

—   19  ! 

3.020881 

Febr.14 

—1934.15 

—  305*.73 

3-484688 

3»48463J 

—    SS 

„,„ 

f" 

fm 

f 

r 

<P* 

de 

'/ 

"/ 

l87<  Juni     5 

134.34 

+  «a.94 

+  6178.89 

—       385.75 

Juli    »s 

+ 

4.84 

—  "9-97 

_ 

"54-31 

4-      88.6o 

+  6367.49 

+     5893.14 

Aug.  14 

+ 

3.08 

+ 

7-91 

—  >5->3 

_ 

169.44 

—     6J.7I 

+630.. 78 

■+-  12260.63 

Oct     j 

+ 

1.91 

+ 

10.83 

— '    7-*i 

- 

176.63 

—  »IS- "5 

+  6066.63 

+  18561.41 

Not.  ii 

+ 

1.76 

+ 

l*-59 

+     3-6* 

_ 

'73-03 

—  411.80 

+  565483 

■+■  14619.04 

Uec.  21 

— 

0.16 

+ 

"-43 

+  16.21 

_ 

156.81 

-584.83 

+  5070.00 

4-  301B3.87 

1B7*  Jan.   31 

— 

1.31 

+ 

10.12 

+  »8. 64 

_ 

128.18 

—  741.65 

+  43*8.35 

+^35353.87 

Mann 

— 

4.16 

+ 

5. 86 

+  38.76 

_ 

89. 42 

-  869.83 

+  3458.5* 

+  39681.22 

April  20 

— 

4.&J 

+ 

1.03 

+  44-62 

44-8o 

—  959- »5 

+  »499- »7 

+  43'40.74 

Mai    30 

— ' 

4.53 

_ 

3- lo 

+  45-63 

+ 

o.8S 

— 1004.05 

+  I49S-" 

+  45640.01 

Juli      9 

— 

3-3* 

_ 

6.82 

4-  41.15 

+ 

43.00 

-1003.20 

4-     492.02 

+  471 15 -»3 

Aug.  18 

— 

1-37 

_ 

8..9 

+  15-11 

+ 

78.33 

-  960.10 

—     468.18 

+  47627 .25 

Sept.  37 

— 

□  .18 

_ 

8.47 

+  27.14 

+ 

105 -47 

—  881.87 

—  'JS0-05 

+  47159-07 

Nov.    6 

+ 

1.14 

_ 

7-33 

+  18.67 

+ 

114.14 

—  77-6  40 

—  2126.45 

+  45809.01 

Dec.   16 

+ 

1.23 

_ 

6,10 

+  11-34 

+ 

135-48 

-  651.16 

—  »778.71 

+  41681.57 

1873  J»">-    *5 

+ 

'-3° 

_ 

4.80 

+     S-*4 

+ 

140.7» 

—  516.78 

—  1*95-49 

-|-  40903.86 

Man  6 

+ 

0.88 

_ 

3.92 

+    0-44 

+ 

141.16 

-  376.06 

—  3671.55 

+  37608.37 

April,  j 

+ 

0.32 

_ 

3.60 

-     J.48 

+ 

137.68 

—  *34-90 

—  3906.45 

+  13936.82 

Mai    15 

— 

0.22 

_ 

3.82 

-      7-o8 

+ 

.30.60 

—     97-»» 

—  4003.67 

+  30030.37 

JuU      4 

— 

"■54 

__ 

4.16 

—   IO.90 

+ 

119.70 

+     33-3* 

—  397o.i9 

+  16026.70 

Aug.  13 

— 

"■39 

_ 

4-7S 

-  15. *6 

+ 

104.44 

+  'S3-08 

-3817.»' 

+  11056.41 

Sept.  21 

+ 

0.51 

_ 

4.24 

—  20.01 

+ 

84-43 

+  »57-5» 

—  3559-69 

+  18139.10 

Nu».     1 

+ 

l-Sl 

_ 

1.71 

—  *4-*S 

+ 

60.18 

+  341-95 

-   3*17-74 

4-   14679.51 

Dec.  n 

+ 

2.76 

+ 

0.05 

—  16.96 

+ 

33.12 

+  40*.i3 

—  1815.61 

4-   1146.. 77 

1874  Jan.   20 

+ 

2.96 

+ 

3.01 

-  26.9. 

+ 

6.J. 

+  431-35 

—  1380.26 

4-      8646.16 

Man    1 

+ 

2.19 

+ 

S.20 

-  '1-9° 

_ 

'7-59 

4-  441-66 

—  193B.60 

4-     6265.90 

April  10 

+ 

0.91 

+ 

6.11 

-    18.70 

_ 

36.29 

+  4*4-07 

—  1514-53 

+    43»7-3° 

Mai    10 

— 

0.35 

+ 

576 

—  "59 

_ 

48.88 

+  187.7! 

—  1116.75 

4-     »812.77 

Jum  »9 

— 

1.22 

+ 

4-54 

-    6.83 

_ 

51-71 

+  338.00 

—     787.85 

4-      1686.01 

Aug.    8 

— 

'■43 

+ 

3,11 

—    a.19 

_ 

58.00 

+  »81.19 

-     504.66 

+        898.17 

Sept.  17 

— 

,.18 

+ 

'•93 

+    0.81 

_ 

57-18 

+  *»S-19 

-rr     »79-47 

+       191-51 

Oct.   17 

— 

1.03 

+ 

0.90 

+     »-75 

_ 

54-43 

4-  168.01 

-     .11.46 

+       114.04 

Uec.    6 

— 

o.57 

+ 

0.33 

+     3-65 

_ 

50.78 

+  »IS« 

+         1.11 

+           »-58 

187s  Jan.    15 

+     3-98 

46.80 

4-     61.80 

+      64-9» 

+            4-70 

Fab.  14 

+     ,6.00 

+       80.92 

4-          69.62 
+        ISO-54 

^eocGO 

»._ 

/" 

/"'    1  /» 

/' 

dp 

/ 

+   i+48.63 

t*7»  Juni     5 

_ 

3' -75 

+ 

4   ,6 

—  »6I.74 

Juli    15 

,      OM 

+ 

..38 

+ 

5 

54 

— 

27.59 

—  *9<>-31 

+  "79-89 

Aug.  14 

-    0..1 

—    0 

'9 

+ 

..40 

+ 

6 

94 

— 

22.05 

—  318.38 

+     «S. 3* 

Ott.     J 

—    0.15 

—    0 

34 

+ 

i.ai 

+ 

8 

'S 

~ 

IJ.M 

—  333-49 

+     s*S.i« 

Nov.  11 

—    0.14 

—    0 

48 

+ 

0.87 

+ 

g 

01 

— 

6.96 

—  340-45 

+     *3»-69 

Dec.  2* 

—    0.13 

—     0 

61 

+ 

0.39 

+ 

9 

4t 

+ 

2.06 

—  338-39 

—     108.76 

187*  Jan.    )l 

0 

—    0 

61 

— 

"•" 

+ 

9 

'9 

+ 

11.47 

—  3*6-9* 

—    447-"5 

Min.. 

+■    0.07 

—    0 

54 

*~ 

0.83 

+ 

8 

36 

+ 

10.66 

-  306.26 

—     774- 07 

April  10 

+    °.*3 

—     0 

3' 

— 

'■37 

+ 

6 

99 

+ 

29.02 

—  277-M 

—  1080.33 

Mai    je 

+    0.1s 

—     0 

16 

— 

1.68 

+ 

s 

3' 

+ 

36.0. 

—  *4'.*3 

—  »357-57 

Juli     9 

+     0.J3 

+    0 

07 

_ 

1.B4 

+ 

3 

+ 

41.32 

—  199-9" 

—  iS98-«o 

Aug.  18 

+     0.07 

4-    0 

>4 

— 

'■77 

+ 

i 

70 

+ 

44-79 

—  'SS-'* 

—  1798.71 

Sept.  17 

+     0,16 

+     0 

30 

— 

..63 

+ 

0 

o? 

+ 

46.49 

—  108.63 

—  »953.83 

Nov.    6 

—    0.0s 

+     * 

*5 

— 

'•33 

, 

16 

+ 

46.56 

-    62.07 

-  xo6»-46 

Dec.  16 

—      O.OJ 

+     0 

■1 

~ 

1.08 

_ 

j 

34 

+ 

45.3o 

—     '6.77 

—  ».»4.53 

1873  Jan.   »s 

—     0.04 

+     0 

14 

— 

0.90 

__ 

3 

24 

+ 

42.96 

+     »6.19 

—  »141.30 

Märe  6 

—     0.05 

4-     0 

09 

~ 

0.76 

_ 

4 

00 

+ 

39  72 

+     65.91 

—  »uj.ii 

April  15 

—     0.09. 

0 

~ 

0.67 

_ 

+ 

67 

+ 

35.71 

+  .0..6J 

—  1049.10 

Mai    25 

0 

0 

~ 

0.67 

_ 

5 

34 

+ 

3i-°5 

+  13«. 68 

—  1947-57 

Juli      4 

+     0.0* 

+      O.O! 

— 

0.67 

_ 

6 

Ol 

+ 

25.71 

+  .s&.« 

—  1814.89 

Aug.  13 

4-     0.16 

+      O 

18 

~ 

0.6s 

_ 

6 

66 

+ 

19.70 

+  17B.09 

"   l6S6'S° 

Sept.  22 

+       O.II 

+      O 

19 

— 

o.47 

_ 

7 

'3 

+ 

'3-04 

4-   191.1 5 

—  "478.41 

Nov.  ■  1 

+  0.14 

+      0 

43 

~ 

0.18 

_ 

7 

3" 

+ 

5  9' 

+  197-04 

—  1*17.28 

Dec.  11 

4-    0.06 

+  0 

49 

+ 

0.25 

_ 

7 

06 

— 

1.40 

+  '95-64 

—  1090. *4 

.874  J«n.  »0 

— ■    0.03 

+    0 

46 

+ 

0.74 

— 

6 

3» 

- 

8.46 

4-  .87.18 

—     894.60 

Hbf    1 

—     o.*6 

+  0 

20 

+ 

I.M 

_ 

5 

11 

— 

14.78 

+  17* -40 

—      707 .41 

April  .0 

—    0.13 

+  0 

07 

+ 

1.40 

_ 

3 

71 

— 

19.90 

+  "5*5° 

—     3J5-0» 

Hai    10 

—     0.13 

—    0 

16 

+ 

1-47 

_ 

»5 

- 

23.62 

+  128.88 

—     382.5* 

Juni  19 

—     0.03 

—  0 

'9 

+ 

1.3' 

_ 

0 

94 

— 

25.87 

4-  103.01 

—     »53-64 

Aug.    8 

—      O.II 

—   0 

3° 

+ 

..1» 

+ 

„ 

18 

— 

26.81 

+     76.20 

—    ijo. 63 

Sept.  17 

+    0-09 

—   0 

+ 

0.B1 

+ 

, 

Oü 

— 

26.63 

+     49-57 

—       74-43 

Oot.  17 

4-    0.0* 

—    0 

19 

+ 

0.61 

+ 

, 

61 

— 

25.63 

+     »1-94 

—      24.86 

Dec.    6 

+    0.06 

-  0 

13 

+ 

0.41 

+ 

, 

t>3 

— 

»4.02 

—       0.08 

—         0.91 

1875  Jan.  15 

+ 

0.19 

+ 

, 

3* 

~ 

21.99 

—     «.07 

—         1.00 

Febr.  14 

— 

19.67 

—    4'. 74 

—      »3.07 

-      64.8. 

199 
JM 


—, 

f" 

/'" 

/" 

/' 

dt 

y 

+ 

0  3 '»4*810 

H71  Juni    5 

_ 

J2"l09 

+ 

i"88i 

+ 

"  3'i6"69i 

Mi  is 

-  o"3«J 

jo"il7 

+  o"78S 

— 

3" -49* 

+ 

0  i's6"46j 

Aug.  14 

+  °"<>7S 

+  0402 

1»  i"7I9 

+  0.860 

32.090 

+ 

0  1 's  3"  746 

Ort.     j 

+  0.023 

+  > 

2ä2 

1 '34"  809 

+  0 

883 

30.828 

+ 

0  0-18*937 

Nov.  ix 

—  0 

019 

+  0 

B64 

+  » 

145 

_ 

18.683 

~ 

»'  s"637 

+ 

S8'i3"3oo 

Dec.  is 

—  0 

090 

+  0 

774 

+  1 

009 

_ 

»S ■ 674 

— 

l'j4*3«o 

+ 

5  j' 38*98° 

1871  Jan.    31 

—  0 

142 

+  0 

632 

+  J 

783 

_ 

»1.891 

_ 

i'S9H994 

+ 

si'jBVe 

Min  11 

—  0 

19I 

+  0 

434 

+  4 

4"5 

_ 

17.476 

~~ 

3-21*885 

+ 

49'l7"i°" 

April  20 

—  0 

117 

+  •> 

117 

+  4 

849 

_ 

i».6*7 

_ 

3'39"36i 

+ 

4S'37"74° 

Mai    3° 

—  0 

227 

+  5 

066 

_ 

7-5*1 

_. 

3-51-988 

+ 

4l'4S"7S* 

Juli      9 

_o 

10« 

—  0 

118 

+  J 

056 

_ 

»■5°S 

— 

3'I9"S49 

+ 

17'46"»o3 

Aug.  18 

—  0 

171 

—  0 

389 

+  4 

838 

+ 

2-333 

"~ 

4'  l"oS4 

+ 

33-44*149 

1 

—  0 

'37 

—  0 

J26 

+  4 

449 

+ 

6.7K 

~~ 

3'S9"7»i 

+ 

19-44*418 

/              Nov.    6 

—  0 

091 

—  0 

617 

+  3 

923 

+ 

10. 70s 

— 

j'S  2*919 

+ 

2S'S'"4B9 

Dec.  16 

-  0 

060 

0 

677 

+  1 

306 

+ 

14.011 

— 

j'4*"234 

+ 

11'  9"»SS 

■  873    J»D.   IJ 

—  0 

017 

—  0 

70+ 

+  * 

629 

+ 

.6.640 

"~ 

3*28"  223 

+ 

1 8-41*011 

Hin   6 

—  0 

007 

ft 

7" 

+  * 

9»5 

+ 

lt. 565 

— 

3'ii"S«3 

+ 

iS'»9"449 

April  15 

+  * 

019 

—  0 

+  » 

114 

+ 

»f. 779 

— 

i'j3*ol8 

+ 

l*'36"43l 

Hm!    *s 

+  » 

0.8 

-  0 

664 

+  0 

521 

+ 

20  301 

— 

l'33"»39 

+ 

10'  3"l9» 

Juli     4 

+  0 

056 

—  0 

fioa 

—  0 

142 

+ 

■0.159 

— 

»'1**938 

+ 

7's°"»54 

Aug.  13 

+  0 

074 

—  0 

S34 

—  • 

75° 

+ 

19.409 

- 

''!2"779 

+ 

S'S7"47J 

Sept.  11 

+  0 

101 

—  • 

433 

—  * 

284 

+ 

18...S 

— 

i'jj"J70 

+ 

4'»4"'°S 

Nov.    1 

+  0 

.20 

0 

3'3 

—  1 

Ti7 

+ 

16.408 

"~ 

1-15*245 

+ 

3'  8"86o 

Dec.   11 

+  • 

«39 

—  0 

'74 

—  s 

030 

+ 

14.378 

— 

S8-837 

+ 

.'10-0.3 

1 8?4   Jan.  20 

+  •» 

'35 

—  0 

°39 

—  > 

204 

+ 

11. 174 

— 

44"4S9 

+ 

t'*S"5&4 

Mira    1 

+  0 

114 

+  0 

085 

-2 

243 

+ 

9-93« 

_ 

3 »"285 

+ 

o'S  1*179 

April  10 

+  « 

094 

+  0 

'79 

—  * 

15I 

+ 

7-773 

— 

»»"354 

+ 

30*911 

Mai    10 

+  0 

068 

+  0 

247 

—   ' 

979 

+ 

5-794 

~~ 

I4"SBI 

+ 

i6n344 

Juni   29 

+  0 

0J4 

+  * 

28t 

—    I 

732 

+ 

4.062 

~ 

8"7a7 

+ 

7"5S7 

Aug.    8 

+  * 

017 

+  0 

298 

_    , 

45' 

+ 

a.6n 

~ 

4"7IS 

+ 

1*832 

1               Sept.  17 

—  0 

0C9 

+  ° 

1K9 

—    I 

'53 

+ 

■  458 

~ 

2",, 4 

+ 

o"7l8 

l              Ort.  27 

—  0 

008 

+  0 

281 

—   O 

864 

+ 

0-S94 

~ 

0*656 

+ 

o"06l 

(             Dec.'  6 

583 

0*06» 

\ 

+  0 

2*9 

+ 

\      '»7S  Jan.  is 

—   O 

3*4 

_ 

0-051 

1 

0.313 

o"osi 

1            Febr.  24 

~ 

o"364 

- 

0*415 

L.l 

itizedbyVj 

200 
du 


Datum 

r 

f" 

f" 

r 

dt 

'f 

—   9'  i"7l8 

1871    Juni     5 

+ 

14"  37i 

075 

—    8'47"347 

Juli    15 

—  o"o39 

+ 

14.296 

114 

—    8'33"osi 

Aug.  »4 

+  o"oo9 

+ 

14.181 

+  0.008 

'5+ 

—    8'i8"869 

Oct.     3 

+  0.00s 

—  0.031 

+ 

+    O.OIJ 

186 

—    8'  4"84l 

Not.  ii 

+  0.01t 

—  0.019 

+ 

13.842 

+  0.0*4 

205 

—    7'5°"999 

Dm.  11 

+  0.004 

+  0.0x8 

+  0.005 

0 

+ 

13.637 

—    7'37"36i 

1871  Jan.  31 

+  0.009 

+  0.033 

+ 

13-437 

+  0  037 

.67 

—    7'i3"9»5 

M&rc  11 

+  0.070 

+ 

1 3 . 170 

+  0.037 

097 

—   7'>o"6ss 

+0.107 

+ 

'3-«73 

+  0.037 

+ 

—    6's7"48i 

Mai    30 

4-  0.144 

+ 

13.183 

+   O.OJO 

+ 

'54 

—    6'44"*99 

Juli      9 

—  0 

007 

+  0.013 

4-0.174 

+ 

•0 

328 

-t- 

'3-337 

-    6'3o"96i 

Aug.  18 

—  0 

009 

+  0.014 

+  0..97 

+ 

0 

52S 

+ 

13.665 

—    6'l7"i97 

Sept.  17 

—  0 

Oll 

+   Ö.OOJ 

+  0.111 

+ 

„ 

736 

+ 

14.190 

—    6'  3"!  07 

Nov.    6 

—  0 

Oll 

—  0.009 

4-  0.214 

+ 

0 

95^ 

+ 

14.9*6 

—    s'48"i8i 

Dec.    16 

—  0 

01s 

—  0.024 

+  0.105 

+ 

, 

"55 

+ 

15.876 

—   S'3»"jöS 

1873   Jan.  15 

—  0 

010 

—  0.044 

4-  0.181 

+ 

, 

136 

+ 

17.031 

—    S'lS"*74 

März   6 

—  0 

010 

-0.064 

+  0.137 

+ 

, 

473 

4- 

18.367 

—    4*5°V7 

April  15 

—  0 

036 

4-  0.073 

+ 

, 

546 

+ 

19.840 

—    4'37"o67 

M»i    15 

—  0 

025 

—  0.115 

—  0.017 

+ 

, 

5*9 

+ 

,..386 

—    4'ls"68l 

Juli      4 

—  0 

031 

—  O.IJ7 

—  0.152 

+ 

! 

367 

+ 

11.905 

—    3'5*"776 

Aug.  13 

-  0 

006 

-  0.163 

—  0.309 

+ 

, 

058 

+ 

14.172 

—    3'i8"so4 

Sept.  12 

+  0 

Oll 

—  0.151 

—  0.471 

+ 

0 

586 

+ 

25.330 

—    3'  3""74 

No».    1 

+  * 

051 

—  0.613 

0 

037 

+ 

15.916 

—    i'37"258 

Dec.  it 

+  0 

074 

-  0.0,6 

—  0.713 

Q 

+ 

15.879 

-    i'll"379 

1874  Jan.  10 

+  0 

084 

+  0.051 

—  0.749 

_ 

, 

S°9 

4- 

15.119 

-    ,'46"i6o 

Min    1 

+  0 

063 

+    0.111 

-  °'691 

_ 

^ 

+ 

13.610 

-   .'»"650 

April  10 

+  0 

043 

+  0.164 

—  0.570 

_' 

, 

770 

+ 

11.410 

-    .'   ,»240 

Mai    20 

+  0 

002 

+  0.166 

-0.406 

3 

176 

+ 

18.640 

—       4i"6oo 

Juni  29 

-  O 

°" 

+  0.144 

—  0.140 

3 

416 

4- 

15.464 

-           27"! 36 

Aug.    8 

—  O 

030 

+  0.114 

-  0.096 

3 

511 

+ 

11.048 

—       1 5*088 

Sept.  17 

—  O 

034 

4-  0.080 

4-  0.018 

3 

494 

+ 

8.536 

—         6"55» 

Oct.   17 

—  O 

°14 

+  0.046 

+0.098 

~ 

i 

396 

+ 

5.041 

—            t"S10 

Dec.     6 

4-  0.144 

+ 

1.646 

+  0.025 

3 

252 

+         o"i36 

187s   Jan.  15 

+0.169 

J 

081 

~ 

1.606 

—          l"47o 

Febr.  24 

4-689 

-          6"i59 

c,  Google 


Datum 

v  dJM 
*      dt 

v  dJn 

"     dt 

"dp 

■^  <Pz 

~  dp' 

1I60    Juni        1* 

+ 

1°  7'i6"749 

—    39/»S"4SO 

—    59171.01 

+ 

1844.6a 

Ang.         1 

+ 

1*1 1'    J"J45 

—    J9'n"*78 

-     44051*97 

+ 

7708.41 

Sept.       10 

+ 

J°ij'as"j66 

—    J8'57"a88 

—    »7615.01 

+ 

6384. 95 

Oct.        ao 

+ 

jDi4'i7"la4 

—   3B'43"6i5 

—     10157 -»7 

+ 

4899. ai 

Nov.       19 

+ 

l»ij'ja»g,8 

—    l8'30B383 

+       7614.36 

+ 

3184-51 

1I61    Jen.          11 

+ 

l°u'»8"7»9 

—    J8'i  7"694 

+     »S509.36 

+ 

158t. aB 

Febr.      17 

+ 

3°  7'5o"448 

—    38'  j"6n 

4-     4*9*7  36 

~ 

165.17 

Min      29 

+ 

3°  *'49"*47 

—    37r54".5* 

+     593*5-" 

_ 

1907- S> 

Mai           8 

+ 

»056'3»*4l9 

—    37'4j"a8j 

+     74449-** 

~ 

1599-63 

Juni        ,7 

■f 

i°49'  9"*  «9 

—   3?'3»"9*3 

+     87761.10  ■ 

— 

5-99-S* 

Juli           *7 

+ 

a°4o'49"T« - 

-    37'aa"94« 

+     99051-77 

_ 

6671.46 

Bept.         5 

+ 

a°ji'44"99i 

-    37'i30ao. 

+  108155.1* 

7987.18 

Oot         15 

+ 

»•»'  6-405 

—    17'  3"499 

+  114983.78 

*" 

9-16-67 

Not.        m 

+ 

a°ia'  s"a49 

—    36'S3"«4S 

+  119537.17 

— 

10076.78 

1861    Jan.            3 

+ 

*D  i'j»"47J 

—    36'43"4J" 

+  «1877.04 

— 

10831.36 

Febr.       11 

+ 

l"ji'jg"46j 

—    3*'j*"644 

+  iaaii4-3j 

"" 

11389.70 

Min       h 

+ 

■°4i')alB] 

—    36'n"o66 

+  i*oJ95-5* 

— 

11755-SO 

Mai            ] 

+ 

,«j,  '44-S69 

-    3«*  >"47! 

+  116890.99 

— 

H93J.88 

Juni        1a 

+ 

—    3S'i4"6s8 

+  111785-97 

~~ 

"940.54 

/  r  ■■ 

+ 

i°ij'jo"6U 

—    3S'39"3>3  ' 

■+-  105*73-76 

— 

11781.08 

Aug.       ji 

+ 

i°  s'i8"io7 

—   J5'm*4JO 

+     97551.0a 

"~ 

11470.55 

Oct         10 

+ 

0°S7'49"o75 

—   35'  3"576 

+     818 14. 59 

~ 

.10.3.08 

Noy.        .9 

+ 

°°5»'  7"739 

—    34'4i"6o6 

+     79*59-63 

~ 

10453.71 

Dec       29 

+ 

o°4S'l7"3«l 

—    34'I9"3I7 

+     69078,57 

" 

9778 ■*? 

'«3    Febr.        7 

+ 

oV'*o"357 

—    ll'Si'SU 

+     58460.57 

~ 

9013.36 

Hin       19 

+ 

Oaj6'i8"io8 

—   J!F»s"»»i 

+     47591-Jo 

—. 

8176.34 

April       aB 

+ 

o°33'll"l67 

—  3*'54"oi3 

+    36651. 5" 

— 

7185.3a 

Juni          7 

•  + 

o"jo'S9"'70 

—   3*'ao"a34 

+    158*1. *j 

— 

6359.08 

Jili       17 

+ 

0°a9,4OH87B 

—    3''4l"933 

+     .5168. a8 

~ 

5416.83 

Aug.       a6 

+ 

o°a9'l4"*"l 

—   3"'  S"401 

+       S'55.57 

~ 

4477-77 

Oct.          5 

+ 

o029'i6B3io 

—    3o'ij"09j 

—       4367.18 

~ 

3S60.43 

1                  Not.         i4 

+ 

o°jo'43"596 

—   i9'43"6o3 

—     13167.19 

~ 

1681.78 

\               Dee.        14 

+ 

oP]a'|i"l9i 

—   a«'  i"6a8 

—    »uja.ji 

1B56.31 

,  Google 


Datum 

^.dJM 
dt 

x  dJm 
"dt 

iJ  dl* 

"4k 

1864    Febr.        1 

+    o°]4'56"sj4 

—   a>'i9"9ii 

- 

■OOj.Sj 

Man       13 

+     O°J7Vj0* 

—   iftf'ill 

—     34»Jt>.37 

— 

406.. 0 

April       »1 

+    öV'14"«« 

—  »7'  o"oo8 

—     39261 . 96 

+ 

»07.30 

Juni 

+    o°44'S7"29* 

—    i6'x2"9ia 

—    43*11-31 

+ 

744-*8 

Juli          11 

+    o°48'js"j6j 

—   a$'48"i9j 

—    46197- "2 

+ 

l»o6.49 

Aug.       20 

+    o°S3'  J"J!J 

—    »s'i6"oi3 

-     48io9-97 

+ 

1597.03 

Sept.       29 

+    o°J7'i6"o»7 

—    i4'46"4t)2 

—    4900B.37 

+ 

1919.65 

Nov.         B 

+     i"  i'»S*jm 

-    »4'l9''a86 

—    48916.09 

+ 

»178.15 

Dec.        18 

+     i°  S'35"o8o 

—   23'54"Si7 

—    47860.6t 

+ 

»375.96 

1865    Jan.        17 

+     i°  9V"5i* 

—   aj'ji"l97 

—    45871.8» 

+ 

»515.97 

Mira         8 

+     i°i3'ii"98o 

—    i3'u"i97 

—    41987.54 

+ 

1600.48 

April       17 

+     i°i6'is"036 

•-    a»'S2»i69 

—     39*44-94 

+ 

2631.16 

Mai         ,7 

+     i°19'3J"5'5 

—   **'34"5S» 

—     34692-46 

+ 

1609.68 

Juli           6 

+     iDM'4"s6i 

—    »»'i8"io6 

—     *93>7-*6 

+ 

*5J6.I9 

Aug.        15 

+     iD24'  4"696 

-    «'  »"558 

—     * 339*. 97 

+ 

»414-07 

Sept.       24 

+     i°iS'30"9o* 

—   »1 '47*663 

—     16811.5* 

+ 

»»41.66 

Not.         1 

+     id26'»'»707 

—   ai'jj"i7< 

-       9730.85 

+ 

101466 

Dec.        i] 

+       1°26'32"288 

—   21  '18-874 

—       »277.01 

+ 

1761.93 

1866    Jan.        11 

+     l°»6'  4B57I 

—    11'  4*538 

+       5404.8* 

+ 

1461.46 

Mira         3 

+     tV5J"l»« 

—   »'49"98j 

+     13150.61 

+ 

ti»i.6i 

April       ., 

+    i°aj'ii**si 

—   *o'3S"oS7 

+     »0779.1* 

+ 

761  - 15 

Hat         ia 

+     i°io'47"99S 

-    *o'i9"6so 

+     »8099.94 

+ 

379-7* 

Juli           1 

+    i°l7'St>""72 

—   20'  3*701 

+     349*o-7l 

~* 

11.36 

Aug.       10 

+     I°14'ti"»9i 

—    I9'47"n>* 

+    41060.70 

403.54 

Sept.       19 

+    l°lo'2S"6Js 

—    >9'Jo"i94 

+     46361.97 

~ 

783.1* 

Ort.        29 

+    i°  6'  8"o9* 

-f-     50700.16 

— 

■140. 84 

Dec.          8 

+    '"  ''»"«1 

—    i8'ss"oii 

+     5399" -7t 

— 

1467.57 

1867    Jan.         17 

+    o056'48''6e9 

-  i»'3T"«>7J 

+     56196.56 

— 

1755-79 

Febr.      »6 

■f     o0si'S7"768 

—    i8'i9"o7i 

+     573"*. "8 

— 

1999.93 

April        7 

+    o°47'  6"456 

-   18'  1*1*3 

+     57388.03 

— 

1196.43 

Mai          .7 

+    o°4»'i9"69S 

—    '7'«"3*7 

+     56477.94 

— 

*34 3- 61 

Jum       »6 

+    o"3742"ooi 

—   «7'*S*7*J 

+    54671. >s 

— 

*44l -49 

Aug.         j 

+    o8i3'l7'*402 

-    17'  «"488 

4-     51067.96 

»491-34 

,  Google 


Datum 

^  dJM 
"     dt 

"      dt 

"    dfi 

2 

dfi 

1I67    Sept. 

'4 

+    fl°*9'  9*4» 

—    i6'ji"j4i 

+     4«770-6' 

- 

2495.59 

Oct. 

»4 

+    o°is'*i"°*4 

—    i6'J4"944 

+    44885.04 

— 

1457.00 

Deo. 

3 

+  rti'sVj» 

-    i6'i8"To6 

+     40SI4  <H 

~~ 

»379-34 

i868    Jan. 

12 

+     o°i8's2"49S 

—    16'  a"8ii 

+     35755-66 

~ 

2266.17 

Febr. 

11 

+    o"i6'i5"894 

—    »5'47"aSs 

+     10701.94 

~~ 

2121.68 

April 

1 

-+-    o"i4'  6"oi9 

—    is'3i"o7S 

+     »5438-35 

~~ 

1949.46 

Hai 

11 

+    o°i»'*j"sS5 

—   Ij'l7"l7°    , 

■+-     2004}. 66 

— 

1753-44 

Juni 

z° 

+    o°n'  l"9Jt 

—    ij'  1*546 

+     14590»' 

~ 

IS17-14 

Juli 

jo 

+    o*W»i"o89 

—    I4'4*""7J 

+      9'44-l» 

" 

1304-75 

Sept. 

8 

+-    o'io'  i»714 

—    14*)4W<»8 

+       3766.80 

~ 

1059.14 

Oct. 

ig 

+    o*io'io"iSi 

-    I4'io"o76 

—       1486.47 

~~ 

803.80 

Not. 

17 

+    o°io'4j"874 

—    14'  6B289 

—      6564.03 

— 

541.89 

1M9    Jan. 

6 

+    o°ii'4i"4°! 

—    U'S*"*37 

—     11418.JO 

— 

276.45 

Febr. 

IS 

+    o°ij'  4"s»9 

—    «j'l9"o9* 

—     16005.12 

— 

10-39 

Hin 

17 

+    o0i4'+8''69J 

-    .j'.S"6»a 

—    2028].!» 

+ 

»53-50 

Hai 

6 

+    o°i6'sj"iia 

_    „i,^, 

—    »4214-15 

+ 

5l*-S3 

Juni 

'S 

+   o°i9'i5"887 

—    I2's8"8o4 

—     27762.01 

+ 

764.08 

Juli 

»S 

+    0*21 '5  4"  Bio 

—    "'4S"404 

—     10892.18 

+ 

,»5-6o 

Sept. 

3 

+    o°»4'47*6l6 

—    ii'ji"979 

—     3JS7»-7l 

+ 

1234.62 

Oct. 

■3 

-[-    O»i7'ji"8oa 

—    i2'i8"so9 

—     35773.36 

+ 

"448-71 

Not. 

" 

+    o°jl'  4H749 

—    11'  4B977 

—     17465-*l 

+ 

1645.56 

.870    Jan. 

* 

+    oV'l"<9» 

—    n'5i"j7o 

—     38623.81 

+ 

1822.78 

Febr. 

10 

+    o°J7'4S"73ä 

—    ii'J7"677 

—     39223.40 

+ 

1978.11 

Hin 

11 

+    o°4l'  7"»76 

—    n'23"89i 

—     39*43-30 

+ 

1109.ll 

Hai 

1 

+    o^'*?"»'» 

—     Il'l0"012 

—     38665.44 

+ 

I114.II 

Juni 

I» 

+    o°47'J9"97* 

-    io'S6"o38 

—     37475-65 

+ 

2290.71 

Juli 

10 

+     oV'43"$41 

—    I0'4l"97» 

-     35664.S3 

+ 

2116.81 

Aug. 

»9 

+     o°S3'34H496 

—    io'»7"8m> 

—     H218.57 

+ 

2350.64 

Oct. 

8 

+    o°s6'  9*631 

—    io'ij"s9o 

—     J0171.S4 

+ 

2130. jl 

Not. 

'7 

+    o'sS'ij"«!! 

_      9'j9"»9i 

—     26506.10 

+ 

1175.03 

Dec. 

*7 

+    i°  o'io^B 

—      9'44w936 

—     11255-75 

+ 

»183.09 

»871    Febr. 

S 

+    i°  i'49"fi0S 

—      9'3*"S4l 

—     1 7457.1° 

+ 

1054-09 

Hin 

17 

+    i°  »'si"894 

9.6,26 

—     11161.34 

+ 

1888.01 
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»-. 

^dJM 

v  dJ» 

~     dt 

~z  dp 

a 

dt* 

t*7"     April       »6 

+ 

,.,„-... 

-     9'  i"7H 

- 

6441.70 

+ 

1685.61 

Juni          5 

+ 

l»  3'?, 6 "691 

—      8'47"347 

— 

385.7s 

+ 

"448.63 

Juli          t5 

+ 

i°  *''s*-4*5 

—     !'33"°S" 

+ 

5*93- "4 

+ 

"179*9 

Aug.        14 

+ 

1°  i'S3"746 

—      B'iB"869 

+ 

""~M 

+ 

Blj.56 

,.„    ta.        ,s 

o"ojt 

—           1*470 

+ 

4.70 

" 

..oo 

Febr.      14 

_ 

«■Vs 

—           &"' 59 

+ 

69.61 

- 

13.07 

April        S 

_ 

1*175 

—         13*756 

+ 

1 50. 54 

— 

64. Si 

Mai          is 

_ 

»"196 

—         14"095 

+ 

104.58 

— 

«3-74 

■  Juni         14 

_ 

l"l» 

—         17*011 

+ 

"9*-53 

— 

197.16 

Aug.         3 

_ 

j"484 

—         S*"l7S 

+ 

78.56 

__ 

18.. 71 

Sept.       11 

*"54> 

—      > '10*060 

l  — 

170.05 

— 

377-39 

Oct.            11 

+' 

0*530 

-      i'siVC 

- 

583.14 

— 

478.57 

Dec.           < 

+ 

6"?  "3 

—      ■ '51*011 

— 

11I7.79 

— 

58].49 

1B76    J«n.        10 

+ 

"7"i"S 

-      i'.6"i3i 

— 

100B.31 

_ 

689.36 

Febr.      19 

+ 

3* -95* 

—     »'4»"»77 

_ 

3066.08 

— 

793 -36 

Hin       30 

+ 

55"S3S 

—      3'">"414 

— 

4179U 

— 

891.64 

Mai            9 

+ 

—      sV5"9 

— 

5961.13 

— 

98433 

Juni        18 

+ 

*'  6"S4" 

—      4'"»"S7J 

_ 

7814.98 

~ 

1065. s* 

Juli         18 

+ 

*'57"867 

—      4'46"S7o 

— 

9971.04 

— 

11».  s» 

Sept.         6 

+ 

4'  i"686 

-      S'*iH488 

— 

11401.39 

— 

1184.86 

Oct.         16 

+ 

5'i  9*406 

-      6'  0*301 

— 

15103.00 

»17.16 

Nov.       15 

+ 

6'5i"jj6 

—     6' 3  9*966 

- 

18057.18 

.~ 

ml.  13 

1877    J*n-         4 

+ 

8 '41  "618 

—      7'*<"399 

— 

«*33-47 

*"~ 

1115.17 

Febr.      i] 

+ 

io'4l*ns 

-      8'  4*47* 

— 

14588.09 

— 

1176.35 

Min       15 

+ 

13' 11*733 

—      8 '48*991 

— 

18063.85 

1110.57 

Mai          4 

+ 

iS'SSn4S3 

—      9'14"697 

~ 

31589.19 

~~ 

1017.47 

Juni        11 

+ 

iB's6"ioB 

-    lo'n"l39 

— 

35079-7" 

— 

897.73 

Juli            1} 

+ 

ii'l4*33« 

—    11'  8*103 

— 

38439.78 

— 

7SJ."7 

Sept.          1 

+ 

*S'48"6s8 

—    H'S5""3* 

~ 

41568.16 

— 

586. ti 

Oct          11 

+ 

*9'3T"4IT 

—    li'4i"s50 

— 

44363. 85 

— 

401.74 

Nov.         10 

+ 

33'3B"S39 

—    13 '17*011 

~ 

46733-46 

— 

105.91 

Dec.        30 

+ 

J7'49"»94 

—    14'f  1*119 

— 

48594.19 

— 

i.79 

~ 

49899.81 

+ 

104.11 
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Als  Beispiel  zu  den  Formeln  zum  Uebergang  auf  osculirende  Elemente 
leite  ich  die  osculirenden  Elemente  für  1871  Sept.  13  ab.  Es  tritt  zwar,  wie 
die  im  obigen  Heispiele  ausgeführte  Störungsrechnung  erweist,  durchaus  nicht 
die  Notwendigkeit  auf,  die  Störungen  auf  die  Elemente  zu  übertragen,  da  der 
Gang  der  Störungen  noch  hinreichend  regelmässig  ist  und  selbst  bei  der  Fortführung 
der  Rechnung  bis  zum  Jahre  1860  zurück,  vom  Anfang  187;  ausgehend,  niemals 
allzu  unregelmässig  wird.  Der  Uebergang  wird  also  hier  nur  als  Beispiel  aufzu- 
fassen sein,  welches  vergleichende  Anhaltspunkte  für  die  Leistungsfähigkeit  deT  ver- 
schiedenen Methoden  der  Störungsrechnung  abgeben  soll ;  denn  für  dieselbe  Epoche 
wurden  bereits  osculirende  Elemente  abgeleitet  bei  dem  Beispiele  der  Störungs- 
rechnung nach  den  rechtwinkeligen  Co  ordinale  n,  wobei  jedoch  für  diese  letztere  Me- 
thode der  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  dringend  nothwendig  war.  Die  Ele- 
mente, welche  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  liegen,    Bind  wie  oben  (pag.  173]  : 

(g)  Erato 

Epoche,  Osculation  1874  Dec.  26,0  mittl.  Berl.  Zeit 

mittl.  Aeq.  1870,0 

£0  =  219°    8'  6"8 

jtf„  =  180    40  48.9 

«0=    38    27  17.9 

Qj=  125     42  39.7 

*,=        2      12  23.9 

?•  =      9    59    14-9 
uo  =  640"  89605 
log  Oo  =  0.495  4793  ■ 

Wählt  man  wieder  als  Zeiteinheit  das  Intervall  der  Störungsrechnung  (40  Tage, 
also  für  h  überall  40&,  für  w  aber  die  Einheit  einzusetzen),  so  finden  sich  die  der 
Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  einfachen  und  Doppelintegrale,  weil  die  neue 
Osculationsepoche  in  die  Mitte  eines  Störungsintervalles  fällt,  nach  den  Formeln 
[vergl.  pag.   35,   53)  : 

jf{z)dx  =  /(«  +  [•+  *H  +  ±f  («  +  [t  +  *M  -jjzf™  [*+[•'+  iM  + 

fpW  **  = '/(«+  (»+*»  -  £/(«+ P+tM  +  -£,/"  (<■  +  ['+il«4  - 

und  man  findet  demnach  unter  Zugrundelegung  der  beim  obigen  Beispiele'  erhalte- 
nen Integral  tafeln ,  zunächst  für  die  einfachen  Integrale  leicht : 
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4M  Ja  dv.dt        dz:  dt     fzUdt 

;/(«+[»  +  4H  +i°i'53"746  — 8'i8"869  +6301.78  —318.38  +5008.92 

+  -^-f   (fl+[*+iW      -  i"337   —     0.006    —        7.06  +     0.29+         0.95 

— -äg/^fc+P-HH      —        °°°3 °   —      Q-W  o ° 

jf[x)dx  +i°i'5z"406  — 8'i8"875  +6294.70  —318.09  +5009.87 

und  für  die  Doppelintegrale: 


'/(«+[•■+«») 

+  "54"-52 

+  724-37 

-xr-/  («+[<+««) 

+           6.27 

+      0.77 

-JJr  /»(.+[••+««) 

—          0. 10 

+          O.Oi 

^  /-(.+[••+«») 

—               O.Ol 

0.00 

.■H.T.I- 

]jf(x)dx*  +15417.68              +    725-15 

Die  Rechnung  noch  dem  Formelsystem  II)  (pag.  170)  führe  ich  7Stellig  durch, 

weil  man  die  aus  derselben  resultirenden  Zahlen  später  bei  der  Controlrechmmg   mit 
grösserer  Genauigkeit  braucht,  als  dies  die  6stellige  Rechnung  gewähren  kann  : 

&o    327°2'53"Ö4  M  3280  4'46"°5 

Ew    320°45'45M99  Eg  32i057'2O,'o9 

sini^o    9„8oi  0829  sin  Ei  9,^89  7726 

i:osi?0(i    9.889  0403  cos  E0  9.896  2688 

Subtr.    o.  110  0930  Subtr.  0.108  0295 

COSjJ^— «fc      9.778   9473  COB^,— «0  9.7882393 

r0sine8    0,^89  9304  ((r))  sin  V  0,1278  6201 

9„857  0986  9^852  0193 

r0cos«(    0.274  4266  ((r))  cos  V  0.283  7'86 

"0    3i3°58'39"°7  V  3i5°2o'io"7i 

r0    0.432  8318  ((r))  0.431  6993 

log  (1  +»)  0.000  6691 

z    5.860  4279  (r)  0.432  3684 

tang  h     5.428  0595  r  0.432  3684 

cos  b    0.000  0000 

(wty-.VpQ    9.5965336  dv.dt  6.7989750 

(*>*)  «&:V£    8.8356650              •  rf{rj,  7.2306743 

ein  V    9*846  9208  Add.  0.015  6437 

(i+v)-1     9.999  3309  d(r):dt  8*6662730. 

dir),     8fl68i  9167 
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Von   hier   ab  kann   die  Rechnung  östellig  geführt   werden;    man   erhalt  so 
nach  III)  (pag.  1 70) : 

sin  {1-IQtoagJ  5-42»  059 

9n969  477 

cos  [l—Xi)  tang/  s«^  682 

f-ifi  i58046'iou2 

l=V+  ta0  +  Jto  227°5°'3o"o 

Kq      69°io'i9"8 

tang  J  5.869  205 

tangi/  5.568  175 

sin**/  1.136   ... 

*Vfr  0.542   138 

log.  Add.  0.000  091 

aKft  +  4(Vp)  0.542  229 

logJ{p)  7-4°4  417 

d  («)  o"oco 


dt:  dl 

5.502  550 

[r)dt:dt 

5.934  9'8 

ti{r):dt 

4,526  701 

Subtr. 

9.982  694 

(«*)  v^; 

0.078  749 

fe  tri« 

6.699  826 

Add. 

0.000  181 

Nenner 

0.078  930 

Zähler 

5,917  612 

äW*  ™ 

6.862  185 

2»,.in'l/ 

1.678  ... 

Add. 

0.000  003 

sec  J 

0.000  000 

log^W) 

6.862   188 

weiter  läest  IV]   (pag.  170,  171)  finden: 

\io  i°6'ir95 
tang^  8.284  632 
a  3.852  807 
*  7-a83  543 
b1    4.567  086 

(II),  —  6' 10-356 

(II),  +        0-253 

II  —  6'io"io3 

I  ■+■       0.137 


2  ä;  i38°2o'39,'6 
sinÄi     9.970  651 

sin  2  K„  9.822  595 

sin  K0  :  sin  1"  5.285  07 
sin  2Äi  :  ein  2"     4.835  990 

J  [E)  —  6'9"966 

a— Oo  +  6' 10-240 


\J(K) 


3'  5"° 


X9  +  ±J{K)    690  7*14-8  tang  j  (i-%)     5120  112 

s{Äi+lz/(iO}     9-551937  r    4-685  575 

tang  J/    5.568   175  t(i— s)     +  2-720 

sec  \J  (-ff)     0.000  000  i—tt     +  5"44<> 

Nun  kann  an  die  Berechnung  der  Formeln  V)  (pag.  171)  geschritten  werden. 


\  (Eo+Ew)  32>°2i'33"o 

ß    9-999  992 

cos  i  {£,+£,»)     9.892  693 

»»Po    9-239  >3> 

^cosj  (£*+£„>)     9->3»  816 


cos  y0     9.993  368 

»'  COBiV      9.886   OÖI 

9.890  083 
n  Bin  N    9*795  488 
J^    320°55'54'2 
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Nenner 

0.036  784 

n 

9.995  978 

'JM" 

3.569  656 

-.ß 

0.495  471 

Et-En    +i°"'34"io 

Eq — Em 

3632  872 

sin  1" 

4.685  575 

JV— c0     6°57'i5"i 

COB  [N—  t>0) 

9-996  793 

i  {V-'il 

o°4o'45"8 

n 

8.809  896 

HP+II 

3I4039'24H9 

sin  {N—  Dg} 

9.083  057 

A- 

-4  iv+o.) 

6°i6'29.3 

n  ein  [N—  pj,) 

7-892  953 

BinfW- 

-K^+».)) 

9.038  610 

»■ 

0.432  832 

— « 

8.809  896 

Subtr. 

9.998  746 

««iC-»J 

0.000  031 

Nenner 

0.431   578 

log  KW)-«*] 

7A8  537 

»  co.  (JV-nJ 

8.806  689 

tong(r-^| 

8.375   ■■■ 

T 

4-685  656 

V—  V  +I°2i'3i"64 
Zur  Controls  dar  eben  erhaltenen  Werthe  findet  man  aus  VI)  (pag.  171): 
ao^^-^oJaini"     8.813  918  i  «0  cos  tp0    0.187817 

«osinl(^+^)     9^34  619  compl.  Vr9{(r))     9.567  734 

1°S  [(Ml— r„]     7»848  537  ßBiai^Eo—Eto)     8.318439 

sin  \  [V—  pfl}     8,073  990 
S    4-685  565 
i  [V—i>t)  +    4o'45"82 
V—  0,     +i°2i'3'"64 
Die   Controlwerthe  stimmen    somit  vollkommen;    aus  Vtl)   (pag.   171)  ergibt 
sich  nun: 


sin  1  i 

5.127  029 

(W)  r 

7.619  718 

2  »in'  \h 

0.555  °88 

Add. 

9.841  129 

* 

7.188  019 

J{r) 

7n46o  847 

Add. 

0.000  000 

f  +  2  sin1  *  b 

7.188  019 

V 

7.188  019 

sin  e0 

9.857  099 

i  Bin  \  [V—  Oi,) 

8.375  020 

dv.dt 

6.798  975 

co»l(K+».) 

9.846  869 

(r)  *  :  dl 

7-231  343 

Bini(r-n,)co4(r+oD) 

8.221   889 

(«*) 

«.(■••■)  :  >?• 

7.085  540 

ysin  n0 

7.045  II» 

Add. 

0.234  219 

Subtr. 

0.027  986 

dz:  dt 

5.502  550 

{ ) 

8.249  875 

<*: 

MM*:*) 

0.930  609 

(»*)«.:•'£ 

8.835  665 

(0  +  W 
Add. 

7.46J  562 
0 
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Vp    0.241  289 
p    0.482  578 


cos  b  :  (i  +  v)  9.999  331 

j  gg  7464  »93 


Nun  kann   an   die    Bestimmung   der  Excentricität  und   der  wahren  Anomalie 
geschritten  werden;  die  Formel  VIII)   (pag. 
dr„ :  dt        8n6g2  764 


I 

5n554  952 

II 

7.706  182 

Add. 

9.996  924 

Compl.  [wk) 

0.162  359 

Po  ■  *"o 

0.049  384 

ir 

7«5io  231 

1 

7.404  417 

Subtr, 

0.251   338 

Compl.  r 

9.567  632 

G— !(*  +  *) 

n8°4i'  2W4 

CO8{G-i(ö  +  t.0}} 

9„68i   222 

ycos{G — \  (f+c0)} 

7„564  326 

sec  ^  (0 — »j) 

0.000  083 

j[.) 

7n564  409 

"o 

9-239  »31 

Add. 

9.990  717 

»inoi 

9.229  848 

<f 

o°46'27"o 

Hr  +  Vl) 

9°52'5o.9 

co.J  (jp  +  ffc) 

9-993  5>o 

i^W 

7*263  379 

sin  $  {91— <pül 

71,269  869 

S 

4685  575 

Hr-rt) 

—  b'21'qbi 

<p—<p* 

— 12'47"934 

Aus  IX)   (pag 

.172)  findet 

log  2 

0.301  030 

sini  (v— vj 

8.290  699 

cos  \  {v  +  va) 

9.850  216 

cos  q> 

9-993  650 

Mi 

8-435  595 

2  sin  |  (y  —  po) 

7n570  899 

sini  (V  +  Vi) 

9-234  5'5 

)  Hefern  hierfür 

g  sin  G 

7.865  465 

9.982  361 

ff  cos  G 

7.329  201 

G 

73°46'50"o 

G—v, 

ii9°48'io"9 

sin  [G  —  %] 

9.938  389 

3 

7.883  104 

co.  10-.,) 

9»69°  373 

ff  cos  IG—v,) 

7»579  477 

«0 

9.239  131 

Add. 

9.990  385 

Nenner 

9.229  516 

ff  sin  [G — v„) 

7.821  493 

lang  (»— c0) 

8.591  977 

T 

4.685  796 

v—n 

2"i4'i7''i4 

J(o  — n) 

1°  7'  8"57 

K»+»o) 

315°  5'47"6 

". 

9.540  161 

Add. 

9.995  383 

(2«,  +  </.) 

9-535  544 

^i«1 

7i.°99  953 

2  sini  (»—»»).  8.591  729 
sini(ff  +  t>o)     9n84»  752 


Subtr. 
W 


8„440  481 
9-938  007 
8.378  488 


(r:  p}     9.949  790 


v  Google 


sin  t)0 

9n857  099 

—  ff  cos  ff 

7,329  201 

M> 

6.662    513 

(1) 

7,278  091 

Subtr. 

9.092  614 

sin  Em 

9„8oi  083 

!»' 

8. 428  209 

cosi^ 

9.889  040 

'»  (r  :  pi 

8-377  999 

/■cos  (ff— JSy 

6,708  394 

i  A)  sin  jE^ 

7.080  074 

Nenner 

9.999  778 

Add. 

0.021   338 

j'sinlG'-ii,,] 

8.504  663 

W  ('  :  t) 

8.328  278 

tang  [E—  E„) 

8.504  885 

1}  cos  i^„ 

7*i68  031 

T 

4.685  723 

Add. 

9.968  883 

E—B,„ 

i049'54"2O 

,'  sin  G' 

8-399  337 

k  (*—*.) 

o°54'57"io 

9.894  618 

1  (E+EJ 

32i°40'43"i 

jr'  cos  ff 

8.297   161 

cosj  (£4-£M) 

9.894  618 

ff 

5i°4o'43"o 

rinj(£—  JU 

8.203  688 

G'  — £TO 

9°°54'57"° 

—  2  sin  y0 :  sin  1 " 

4,854  586 

HUI    [ff £00) 

9.999  944 

log^/iVf, 

2,952  892 

9 

8.504  719 

^M,  — 

l4'57n2o6 

cos  [G'—Ew) 

8*203  675 

2/iW,  — 

7'39"5'4 

M—M.  + 

■°27''7"43 

B  322°35'4o',2 

—  sin  E  9.783  512 

J[e)  :sini"  2,878  834 

log  d  M3  2„6Ö2  346 


Nnch  X1    (pag.  172)  erhält  man: 


J{K) 

—       6'  9"g66 

</(»! 

0.000 

du) 

-        8'i8"875 

r—v. 

+  i°2i'3i"64 

'-'») 

—  2°i4,i7''i4 

— Wg  —      i°  7  14  34 

—  Jt0  —    i°  r  4"io 

—  La  +      o°26'i3B33 
(t0t  —  2i3°37'55"26 


Aus  XI)   (pag.  172)  leitet  man  schliesslich  ab  mit  Benützung  der  Tafel  XI : 


-»w 

,  7-404  4»7 

a,JW 

7»595  432 

Po 

0.482  216 

Subtr. 

0.000  563 

Add. 

9.742  286 

«s^M 

0.482  779 

Nenner 

0.783  809 

Jip: 


ao^H     7«I4Ö  703 
log«     6»362  894 

q     — 0.000  2306 
/  0.477  37» 

—  fh     2»8o6  787 

log  fp  —  (tn)     9.647  052 

,u— ^0     -t-  o"44366 


v  Google 
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Die  neuen  Elemente  sind  also,    wenn   man  die  Epoche    auf  den  Osculations- 
punkt  legt : 

®  Erato 
Epoche  und  Ovulation  1871   Sept.  13,0  mittl.  Hetl.  Zeit. 
mittl.  Aeq.  1870,0. 

l"87 


L 

= 

5°5&'24" 

M 

= 

328  30  1 1.C 

n 

= 

37  26  13.! 

a 

= 

125  4849. 

i 

= 

2    12  29. 

<P 

= 

9  46  26. 

■97 
m  =       64i"3397i 

Vergleicht  man  diese  Elemente  mit  jenen,  die  auf  pag.  136  mitgetheilt  sind 
und  in  ganz  anderer  Weise  durch  eine  völlig  verschiedene  Methode  der  Storungs- 
rechnung  erhalten  wurden,  so  findet  man  die  befriedigendste  Uebereinstimmung ; 
doch  ist  den  hier  erhaltenen  Elementen  das  grössere  Vertrauen  zu  schenken,  weil 
die  Störungsrechnung  nach  E  n  c  k  e '  8  Methode ,  in  Folge  des  Anwachsens  der  Stö- 
rungen, nicht  mehr  die  hinreichende  Sicherheit  bot  und  eigentlich  länger  fortgesetzt 
wurde,  als  es  gestattet  erscheint;  man  kann  aber  aus  dem  hohen  Grade  der  Ueber- 
einstimmung den  Schluss  ziehen,  dass  selbst  in  diesen  extremen  Fällen  die  mecha- 
nischen Quadraturen  alles  geleistet  haben,  was  von  denselben  verlangt  werden  kann. 
Die  unten  durchgeführte  Störung srechnuug  nach  der  Variation  der  Constanten  be- 
stätigt die  eben  hier  gemachten  Schlüsse. 

Zur  Controle  kann  man  die  Formeln  III) — VI)  (nag.  172,  173)  benützen;  man 
erhält  aus  III),  wenn  man  die  Rechnung  7stellig  durchführt: 


dz  :  dt    5„502   5500 

sin  [l — JQtangJ 

5.428  0595 

(r)  dz:  dt     5„934  9184 

0^969  4769 

zd{r) :  dt    4„526  7009 

cos  (£ —  Äil  tangi/ 

5„838  6820 

Subtr.     0.017  3058. 

l—  K* 

I58°46'io"o3 

Zähler     5„9l7  6126 

V-\-iü0+Jw  =  1 

227°56'3o"o4 

(toi)  Vp0    0.078  7492 

Ä"o 

69°io'2o"oj 

fs  Vdt    6.699  8265 

Add.     0.000  1814 

tang  / 

5.869  2051 

Nenner    0.078  9306 

T 

4.685  5749 

(wA)  Vp    0.078  9306 

J 

15-263 

(«)  = 

i58°46'io"o3 

us  IV)  (pag.  172)  findet  sich 

nun: 

£%       i°  6'n"95 

co»${tB—  J) 

9.999  9198 

\J      o°  o'7"63i 

aec\{it+J) 

0.000  0809 

Di;";il  ^ea  .:y 

Google 


Uh+J) 

i°  6'ig',58i 

W-J) 

i°  6'  4*319 

i-Hi 

34°35'io"oo 

tangi-Hi 

9-838  5318 

Bin^(^—  J) 

8.283  7167 

cosecj  (^  +  /) 

1.714  6147 

%*{«-(a-a»IJ 

9.836  8632 

i{JT-  (0— Qo)} 

34D28'59"9i 

Q— Q0 

+      6'io"25 

Q 

i25°48'49"95 

Aus  V)   (pag 

.  172,  173)   erhält  mai 

tfr) 
dt 

8„666  2730 

(r):r 

0.000  0000 

7\Itj 

0^930  6095 

Add. 

0.000  0000 

(fr;  d* 

8„666  2730 

V>  :  [wk] 

0.403  6478 

P 

0.482  5784 

p:  r 

0.050  2100 

Schliesslich  findet  sich  nach  VI)   i 

(45°  +  l9>) 

49°53'i3"44 

\v 

158°  6'27.88 

cotg{45  +±<p) 

9-925  55M 

langte 

9,604  0536 

\E 

i6i°I7'49"86 

E 

322°35'39"72 

o»v> 

9.987  2997 

logo 

0.495  2787 

ilog« 

0.247  6393 

Die  U  ebereinst  immung  ist  eine  im 

lieh    den   überwiegenden   Voitheil,    den 

Kiemente  durch  die  Differenzen  gewährt. 

tgi{£-+(Q-ft)}  9.838  5325 

${K+(Q— »,)}  34-35' io"i  6 

K  69°  4'io"o7 

i(K+Ko)  69°  7'i5"o4 

cwifÄ'+JT,)  9.551  9354 

sec  |  [K —  K0)  0.000  0002 

tang^V  5-568   1751 

f">gi  (*'  —  S)  5-120   1107 

T— log  2  4.384  5449 

»'— "o  +  5*440 


j     9,069  9208 
9-858  5055 
9.088  3528     , 
3i6ui2'55"76 
9.229  8473 

9°46'26"89 
H2°5i'i4B3i 
27i°37'24"34 

37°26'i4"29 


(pag-  173): 


sinE  9*783  5134 

sin  <p  :  sin  1"  4.544  2724 

JM  —  5°54'3o"90 

M  328°3o'io"62 

cos  tp  9.993  6498,5 

log  a*  0,742  9180 

k"  3.550  0066 

(i  641  "3404 

Ganzen  genügende ,  zeigt  aber  ganz  deut- 
die   Bestimmung    der   neuen   osculirenden 
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0.  Variation  der  Otmatanton. 
§  1.    Aufstellung  der  Differentialgleichungen. 

In  den  vorausgehenden  Paragraphen  wurden  die  Methoden  der  Störungsrechnung 
zum  Vortrage  gebracht,  die  den  Einfluss  der  Störungen  auf  die  Coordinaten  Anden 
lassen.  Man  kann  aber  auch  die  Störungen  dadurch  bestimmen,  dass  man  durch 
Variation  der  sechs  willkürlichen  Constanten  des  Probleme»  für  jeden  gegebenen 
Augenblick  den  Ort  und  die  Geschwindigkeit  des  gestörten  Himmelskörpers  darstellt ; 
diese  Methode  bewährt  auch  in  der  Anwendung  die  hohen  Vorzüge,  welche  dieselbe 
in  der  Analyse  in  Anspruch  nimmt  und  ich  stehe  nicht  an,  zu  erklären,  dass  mir 
dieselbe  in  den  meisten  Fällen  als  das  geeignetste  Mittel  erscheint,  die  Störungen 
mit  der  grössten  Schärfe  zu  bestimmen. 

Eine  verhältnissmässig  kurze  Ableitung  der  diesbezüglichen  Formeln  lässt  sich 
auf  die  bereits  vorhandenen  Entwicklungen  gründen ,  und  ich  werde  hierzu  die 
Formeln  heranziehen,  die  oben  heim  Uehergange  auf  die  osculirenden  Elemente 
entwickelt  wurden;  man  kann  dieselben  nämlich  sofort  für  das  vorliegende  Problem 
verwerthen ,  wenn  man  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  der  Null  gleich 
setzt,  die  Geschwindigkeiten  aber  den  störenden  Kräften  entsprechend  abändert,  und 
nur  die  ersten  Potenzen  der  Störungen  mitnimmt,  da  man  es  thatsächlich  nur  mit 
differentiellen  Aenderungen  zu  thun  hat. 

Als  störende  Kräfte  sollen  eingeführt  werden :  die  Störung  im  Radiusvector  Ä0l 
positiv  gezählt,  wenn  der  Radius  vector  vergrössert  wird ;  die  Störung*  senkrecht  auf 
denselben  in  der  Kahnebene  Sa,  positiv  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Him- 
melskörpers und  endlich  die  auf  der  Bahnebene  senkrechte  Störungscomponente  W0. 
Die  positive  Richtung  der  Zählung  für  die  letzte  Coordinate  ist  dadurch  bestimmt, 
dass,  vom  Pol  der  positiven  Z-Achse  gesehen,  sich  der  Himmelskörper  im  umge- 
kehrten Sinne  wie  der  Zeiger  einer  Uhr  bewegt.  Es  soll  vorerst  vorausgesetzt  wer- 
den, dass  die  Kraftcomponenten  berechnet  vorhegen;  wie  dieselben  bestimmt  werden, 
wird  im  folgenden  Paragraphen  erläutert  werden.  ' 

Um  zunächst  den  Einfluss  der  Störungen  auf  die  Lage  der  Bahnebene  zu  be- 
stimmen, nehmen  wir  die  Gleichungen  15)  (pag.  166)  vor;  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  der  Null  gleich  gesetzt,  die  Ge- 
schwindigkeiten aber  um  den  Betrag  der  angreifenden  Kräfte  vermehrt,  und  dass 
die  Glieder  zweiter  Ordnung  weggelassen  werden  müssen,  nehmen  diese  Gleichungen 
die  Gestalt  an: 

sin  (/ — ÜT0)  tang/  =  o 

dz 

r    dt  rWp    . 
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—    au   — 

es  ist  /  in  diesem  Falle  mit  dem  Argumente  der  Breite  u  identisch ,  denn  es  be- 
rechnet sich  l  aus: 

l  =  V  +  w0  +  Jbt; 
da  aber   die   Elemente    osculiren,    so   ist    V  identisch   mit  v  und  dta  ist  der  Null 
gleich,  wodurch: 

l  =  u 
wird;   hieraus  erschliesst   man   sofort  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Relation   in  i), 
{pag.  213),  dass  auch 

ä;  =  « 

ist,  welche  Relation  übrigens  sofort  aus  der  geometrischen  Anschauung  klar  wird. 
Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  ist  also,  wenn  man  wieder  den  Bogen  mit  der 
Tangente  vertauscht: 

Man  erhält  daher  statt  der  Formeln  21)    (pag.  168)  sofort: 

\6K—  ldQ  =  — |/cotgi»  sin«  ,  /  3j 

wobei  ich  von  nun  an  die  Variationen  der  Elemente  durch  die  Störungen,  soweit 
dieselben  von  der  Ordnung  differentieller  Grössen  sind,  durch  ein  vorgesetztes  d  von 
den  Differentiationen  unterscheide;   eB  wird  also  aus  3)  erhalten: 

iJjr=  —  /cotgt  sinu  = —  I — ~--|  r  cotgt  sin«  ,  5} 

und  aus  der  Gleichung  24J   (pag.  168)  folgt  sofort: 

<Ji=  Jcobu  =  | -=.-)  rcos  u  .  6) 

\  k  yp  1 

Die  erste  Gleichung  in  13)  (pag.  166)  gibt,  da  cosV  der  Einheit  gleich  gesetzt  wer- 
den kann: 

legt  man  die  X-Achse,  wie  es  von  nun  ab  vorausgesetzt  werden  soll,  in  den  Radius- 
vector,  so  wird: 

i  =  r,     y  =  o  , 

und  nothwendig: 

wenn  durch  -^  die  ungestörte  Geschwindigkeit  in  der  F-Ooordinate  dargestellt  wird ; 
nun  ist  aber  wegen: 

JOS-  =  rf0 
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r.^-  =  *VÄ 

und  man 

hat  also, 

da 

n> 

mit 

r  identificirt  werden 

inuss: 

oder: 

7) 


Beim   Uebergange    auf  osculirende  Elemente   wurden   auf  pag;  89   die  Glei- 
chungen gefunden : 

e  sin  t>  =  4  sin  «,  +  |  jjj  ^{Vj)  +  V?  -rf(Jj)| 

«0OBO  =  «ö008«»4-y   [^(p)—  5'W|  ■ 

Setzt  man   nun   in   diesen  Gleichungen  für  die  Aenderungen  des  Parameters 
die  Variationen  aus  7)  ein  und  beachtet  die  Relationen: 


J  (r)  =  o 


so  wird: 


d  (e  sin  »)  =  sin  v  5  e  ■  \  ■  e  cos  V  6  v  =  -^-  i  -J^T   r  <%  +  Vp  .Äq  l 


Bei  diesen  Gleichungen  hat  man,  um  späteren  Missverständnissen  vorzubeugen, 
zu  beachten,  dass  unter  St  die  -Variation  zu  verstehen  ist,  welche  die  wahre  Ano- 
malie durch  die  momentanen  Störungen  allein  erleidet;  es  ist  also  de  wohl  zu  tren- 
-nen  von  dem  Ausdrucke  \-tt\  dt ;  dieser  Umstand  wird  später  nochmals  ausführ- 
lich besprochen  werden. 

Um  5c  und  dt>  aus   den-  Gleichungen  8)    zu  bestimmen,   hat   man  zunächst, 
wenn  man  statt  e  den  ExcentricitätBwinkel  <p  einführt, 
Öe  =  ooBtpStp 
cosydoj  =  {er  sin»2  +  2/>  cosr}  I    ~°—\  -\-pamo  I      y_^l  ; 

ersetzt  man  nun  r  durch  den  Werth  — -~ ,    so  rindet  sich  leicht : 

er  sino1  -+-  zp  coso  =p  j    *"n 1-  2  cos  c  J  =p  |  £"'*'.+  *  ^  eog«H-» «f_  j  __ 


=  p  {cos»  -|-_  cos  6'} , 
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und  man  hat,  wenn  man  p  durch  a  cos  ip"1  ersetzt,   sofort 
dq>  =■  a  cosy  {cost>  4-  coai 
Weiter  folgt  aus  8)   (pag.  215): 


--»--1-  yMi»+'-'    * 

nun  ist  aber: 


«da  =  sine  (er  cost>  —  20)  (       ............ 


eciinv  =  — 1 

wodurch  erhalten  wird : 

Die  Formel  23)   (pag.  168)  gibt  weiter  die  Relation: 
Jtc  =  J{K)  +  J(u}+Ju  +  {{V-ta)  —  [,-+)}  +(Q  — Q,]  ; 
hierbei  ist  den  gemachten  Voraussetzungen  und  Entwickelungen  nach  zu  setzen : 

4(u)  =o 
J  (w)  =0 
V—  »0  =  o 

V Oe   :=   dt 

na»   \  ft^p  / 
demnach  wird  man  haben: 

3„=™lLtp  +  T)  [AI  _  *f52[-*-)  +  rsinatgi.-  (-*U  ...        11! 

Um  die  Variation  der  täglichen  mittleren  siderischen  llewegung  /i  zu  finden, 
soll  zuerst  der  in  dem  Ausdrucke 

dft  =  —f9[t 
(vergl.  pag.  92)  auftretende  Factor  fq  naher  erörtert  werden. 

Wenn  man  beachtet,  dass  q  von  der  Ordnung  der  Störungen  ist,  und  dass 
der  Factor  f  sich  von  dem  numerischen  Werthe  3  nur  um  Grössen  von  der  Ord- 
nung der  Störungen  unterscheidet,  so  wird  man  auf  die  hier  gestellten  Bedingungen 
sich  stützend  schreiben  dürfen  : 

dfl  =  —  $qft,  12) 

und  es  stellt  sich  demnach  die  Aufgabe,  den  Factor  q  durch  die  störenden  Kräfte 
auszudrücken,  wobei  man  q  nach  pag.  92  annimmt,  sofort  aber  die  Glieder  zweiter 
Ordnung  fortlässt  und  statt 

d  (e1)  =  2  e  d  e 
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schreibt;  man  hat  so  zunächst: 

?=    *p+*"*'  =  ^  +  tang9>o>; 
die  Substitution  der  Variationen  aus  7)  und  g)  gibt,  wenn  man  beachtet,  dass 

r  +  a  sin  tp  {  cos  o  +  oob  E  }  =  a  (1  +  sin  g>  c 
ist,  sofort: 


)="-? 


'    r\kVp 


,  4-  a  »in  w  sin  v  j-  -^=1 


führt  1 


1  diesen  Werth  in  12)  ein  und  ersetzt  (i  durch   -,  ,  so  findet  sich: 


Wir  haben  nun  noch  die  Störung  des  letzten  Elementes,  nämlich  der  mitt- 
leren Anomalie  zu  betrachten.     Diese  bedarf  einer  besonderen  Erwägung. 

Will  man  die  ungestörte  mittlere  Anomalie  [M\  zur  Zeit  T  finden ,  so  hat 
man,  wenn  man  mit  M„  die  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  2\  darstellt : 


{M)  =  Xt+f(ig)dt.  .4) 


Da  aber  in  der  ungestörten  Bewegung 

dM0 

~dt    =  *> 

ist,  so  kann  die  Gleichung  14)  in  der  gewöhnlichen  Form 

geschrieben  werden,  doch  bietet  die  erstere  Schreibweise  für  die  vorliegenden  Be- 
trachtungen wesentliche  V  ortheile . 

Die  gestörte  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  T,  die  mit  M  bezeichnet  werden  soll, 
erscheint  von  der  Zeit  in  zweifacher  Weise  abhängig,  indem  dieselbe  vorerst  eine 
explicite  Funktion  der  Zeit  ist  und  andererseits  durch  die  Störungen  Aenderungen 
erfährt.  Wir  haben  hier  also  Differentiationen  und  Variationen  getrennt  von  einander 
zu1  halten. 

Ich  bezeichne  daher  die  Zeit  mit  t,  wenn  eine  gewöhnliche  Differentiation 
nach  der  Zeit  verstanden  werden  soll,  und  mit  t ,  wenn  es  sich  um  eine  Variation 
durch  die  Störungen  handelt ;  ausserdem  unterscheide  ich  die  erstere  Operation  von 
der  letzteren  durch  die  beziehungsweise  vorgesetzten  Operationszeichen  d  und  o*. 

Will  man  nun  die  gestörte  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  T  kennen  und  durch 
die  Gleichung  14)  darstellen,  indem  man  derselben  durch  die  Variation  deT  Oon- 
stanten  Genüge  leistet,  so  wird  offenbar  sein: 

M=M,+JX,+f(*g+J*g)dt,  .5) 

r. 

Oppolzer,   Bs.bubei>timmnnBpn.  II.  JA 
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wobei  J  M0  die  unmittelbare  Variation  von  M„  durch  die  Störungen  vorstellt,  J  — j^- 
jedoch  der  Idee  des  Integrales  entsprechend,  die  Variation  für  die  unbestimmt  ge- 
lassene Zeit  t  bezeichnet;  es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass 

T, 

ist,  man  hat  also  statt  15)   (pag.  217)  zu  schreiben: 

M=  M,  +  n  (r_r,j  +f[~)  *»  +f<"f$r)  d'  ■«) 

r.  t,     t. 

Die  Störung  der  mittleren  Anomalie  J  M  zerfällt  also  in  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Theile;  der  erste  Theil  entsteht  aus  einer  einfachen  Integration  der  Va- 
riation des  Elementes  J/j, ,  der  zweite  Theil  beruht  auf  der  integrirten  Variation 
von  /(  nach  der  Zeit.  J)a  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Variation  und  Inte- 
gration nach  derselben  Grösse  stattfinden,  indem  dt  =  dt  ist.  so  kann  man,  wenn 
auch  in  nicht  ganz  correcter  Weise  dafür  das  Doppelintegral  (eigentlich  iterirtes 
Integral) 


//( 


schreiben,  und  erhält  so  die  allgemein  übliche  Schreibweise  für  dasselbe. 

Itildet  man  nach  16}  die  Variation  von  SJM  nach  t,  so  erhält  man  sogleich: 


dJM=  [8M)T  +  f\^~)  dt,  17) 


wobei  der  dem  ersten  Gliede  angehängte  Index  anzeigt,  dass  für  5  M  die  für  den 
Zeitpunkt  T  geltende  Variation  einzusetzen  ist,  ebenso  ist  im  zweiten  Gliede  die 
obere  Grenze  dem  entsprechend  eingeführt.  Heide  Bestimmungen  erklären  sich 
einfach  aus  der  Bedeutung  des  Differential  es  eines  bestimmten  Integrales.  Es  stellt 
sich  nun  die  Aufgabe,  die  Variation  von  J M  durch  die  störenden  Kräfte  auszu- 
drücken, und  hierbei  kann  man  sich  auf  das  Glied  [SM)t  allein  beschränken,  da  die 
Variationen  von  (i  durch  die  Btörenden  Kräfte  bereits  oben  entwickelt  sind  und 
daher  auf  die  bekannte  Anwendung  deT  mechanischen  Quadraturen  reducirt  erscheinen. 
Man  wird  übrigens  diesen  zweiten  Theil  bei  der  Anwendung  zweckmässig  nicht  mit 
dem  ersten  Gliede  von  6JM  vereinigen,  sondern,  um  zur  Kenntniss  von  JM  zu 
gelangen,  die  Integration  der  Variation  von  J  M  durch  eine  einfache  Quadratur  für 
sich  allein  ausführen  und  nach  der  Integration  das  Doppelintegral ,  welches  aus 
-.-  entsteht,  nachträglich  hinzufügen. 

Um  zur  Kenntniss  der  Variation  d  M  zu  gelangen,  bieten  die  vorangehenden 
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Entwicklungen    hinreichende  Anhaltspunkte,    doch   wird  die    hierfür  nö'thige  ltc- 
duction  ziemlich  weitläufig. 

Die  Formeln  8)  (pag.  91)  geben  mit  Weglassung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
und  unter  Berücksichtigung  der  Formel  7)'  (pag.  215}: 

(a)  «  cos  tp  cos  v  S  t>  —  ein  <p  sin  v  d  <p 

{y)  =  cos  <p  d  <p  —  sin  r>  d  v 

typ 
und  es  findet  sich  demnach : 

sin  E  =  sin  E0  —  ■  --■  _  sin Eu  -\-  —l  cos  tp  cos  vSv  —  snn/j  sin  v d tf  j 

cos  E=  cos  Eq  —  ^~  cob^+  ■-  [  cos  <pöip  —  sin  p  d  0  [ 

woraus  sofort  folgt; 

d  E  =  —  I  (cob  91  cos  v  cos  E-\-  sin  r>  sin  E)  ä  v  —  (sin  <p  sin  p  cos  E  +  cos  r/>  sin  £)  i?  i/>  j ;  18) 

ausserdem  hat  man : 

M  =  £  — e  sin  £  , 
es  ist  also : 

d  Jf  =  —  d  JS  —  sin  iJ  cos  qp  d  9) ; 

die  Vereinigung  dieses  Ausdruckes  mit  18)  gibt: 

ö  $f  =  — I  cos  if  cos  D  cos  E  +  sin  p  sin  2?    do  —  j —  (sini/)6ini)C0siS-r-C089's>n^)  + 

,      -+-  cosysinijj  dy  .  19) 

Dieser  Ausdruck  ist  einer  wesentlichen  Heduction  fähig ;  vorerst  soll  in  dieser  Rich- 
tung der  Coefncient  von  de  vorgenommen  werden. 
Hetzt  man  die  bekannten  Relationen 

cos  p  =  --  °- — ^- 


1  —  e  cos  ü?)  =  -j — —  .  20) 


a*  cu»  91 
Die  Rednction  des  Ausdruckes   j—  ergibt,  wenn  man  sin  e  wie  oben  durch  die  ex 
centrische  Anomalie  ersetzt,  vorerst 

s  9>  sin  E  (1  +  —  fi  cos  £)  -( cos  (jp  sin  £ 


JJf  _ 


1  ist  aber  bekanntlich: 
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so  dass  schliesslich 

(fip  \     r     I    OsCOlqis  ; 

wird. 

Es  findet  sich  demnach  die  Variation  von  M  als  Funktion  der  Variationen 
(5  c  und  3  ip  nach  den  obigen  Formeln : 

6*  Mt=  — —  3v  —  lp  4-  r)  -= s-  <J  q?  22) 

Da  aber  die  Variationen  von  v  und  <p  durch  die  störenden  Kräfte  mittelst  der  For- 
meln 9)  und  10)  (pag.  216)  gegeben  sind,  so  enthält  die  Gleichung  22]  bereits  die 
Lösung  des  Probleme». 

Ehe  ich  jedoch  diese  Substitution  ausführe,  soll  noch  statt  der  Variation  von 
M  die  Variation  der  mittleren  Länge  6  L  eingeführt  werden ,  da  bei  der  häufigen 
Anwendung  dieser  Methode  auf  die  Berechnung  der  speciellen  Störungen  der  kleinen 
Planeten  diese  Transformation  zweckmässig  erscheint.  Denn  bei  der  meist  nicht 
allzugroBsen  Excentricität  der  Bahnen  der  kleinen  Planeten  werden,  da  6»  nahezu 
gleich  — d/r  ist,  die  Variationen  von  rc  und  M  nahe  gleich,  erhalten  aber  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  und  sind  überdies  meist  gross ,  da  dieselben  im  Nenner 
den  Factor  sin  <p  enthalten ;  es  ist  aber 

L  =  Jf+rc  , 
also: 

dL  =  9M+*7t  ,  23) 

und  das  Element  L  erscheint  demnach  von  den  eben  angeführten  Nachtheilen  be- 
freit.    Nach  Gleichung  11)   (pag.  216)  ist: 

»«  —  >'  +  "  ■•*  •  <-«  i' ■■{&)> 

es  ist  also  auch: 

SL=  {-TSTf  -  ' )  <—  (M-l  -J^r  «»  +  rüt.tovüfö)  .       .4) 

Der  Coefficient  von  d  t>  lässt  sich  aber  schreiben ,  wenn  man  für  r  die  ex  - 
centrisc he  Anomalie  einführt: 

4  L  iBinl9a  +  e*cog.Es— a«coa E 


2  sin  4  w  =  — V    1     cos  E  (2  —  e  cos  E]  =  cos  E  I  1  -\ | : 

man  kann  daher  statt  24]   setzen: 

Substituirt  man  nun  für  6  0  und  d  tp  die  Werthe  aus  deu  Gleichungen  o,  und 
10)  (nag    216),  so  erhält  man,  wenn  man  diejenigen  Glieder  zusammenzieht,   die  mit 

dem  Factor  1—^=1  multinlicirt  erscheinen,  den  Coefricienten  von  |        _) 
UVff  F  ,  U  Vpl 
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£=i|  attng^-  [a  +  r)  co.E  j  -  ^+^"'  .  ,6) 

Setzt  man  also  für  a  cos  £  den  Werth  (r  cos  c  -\-  a  e)  und  beachtet,  dase 

""ZT?*- — <-»*»  ■») 

ist,   so  verwandelt  sich  26)  in 

^—  }(p  +  r)  Binps+/>cosc(costi+co8jS]  |  — />  cos  0  taug ^q>  , 


—  1  p  +  rsint>1  +  /)coBPC08.E  J  — pcosotangj  tp. 


es  wird  also   der  Coefficient  von  {      ,_) 


—  (2  r  cos  <p  +  p  cos  v  tang  $  tp)  . 

~  {p+r)tätkT> 
—  J  rcose  —  «coe£+  atang{<p  [  ; 


da  min 


ist,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  27}  sofort  den  Co'efficienten  von  f— ^-1  in  der 

schliesslichen  Form: 

[p  +  r)  ein  v  tang  ^  ip  .  29) 

Für  die  Variation  von  L  wird  man  also  durch  Vereinigung  der  Resultate  der 
Gleichungen  25),   28),  29)  anzunehmen  haben: 

6L  =  -  {2rcosV+pcosPtgiy}(^)  +(p  +  r)  sinetg}?  (-^,)    + 


und  hiermit  ist  die  gesummte  für  die  Variation  der  Constanten  nöthige  Entwickelung 
beendet. 

Trägt  man  alle  Formeln  übersichtlich  zusammen  und  wählt  als  Zeiteinheit  das 
bei  der  Störungsrechnung  zu   Grunde  gelegte  Zeitintervull    w,    so  erhält  man   daß 
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folgende  Formelsy stein ,  in  welchem  entsprechend  der  gewählten  Zeiteinheit  w,    ab- 
kürzend 

.<?— * I 


iwk)  Yp 
=       «o    _ 

w= 


R  = 


30 


(w*J  V> 


gesetzt,  und  ausserdem,  um  das  Resultat  deT  doppelten  Integration  für  JL  unver- 
ändert beibehalten  zu  können,  der  Zeiteinheit  w  gemasB,  anSfi  statt  oft  einge- 
führt ist: 

di=rco8uW 
dQ  =  ^  W 
wSfl  =  -^ß  sin»  sincÄ  -  Ü=Ä.  *  * 
d£  =  —  (2rcosy  -l-pcoBtJtgJy)  R  +  (r+/>)  sine tg^y  ^+r sin «tg-Jt  W    \  32) 

dq>  =  ocosy  sin»  B  4-  o  cosy  (cose  -+•  CobjEJS  ' 

Die  Ermittelung  der  gestörten  Elemente  hat  daher  keine  Schwierigkeiten, 
indem  die  Variationen  der  Elemente  durch  einfache  numerische  Quadraturen  er- 
halten werden,  und  die  hierfür  geltenden  Formeln  im  ersten  Abschnitte  des  vor- 
liegenden Bandes  entwickelt  sind.  Man  wird  natürlich  die  Anfangscon stauten  der 
einfachen  Integrale  und  des  doppelten  Integrales  so  zu  bestimmen  haben,  dass  die 
Integrale  für  die  Zeit  der  Osculationsepoche  verschwinden. 

Die  Anwendung  des  oben  stehenden  Formelsystems  32)  erscheint  unter  Um- 
ständen unzulässig  oder  sehr  unbequem.'  Nähert  sieb  nämlich  die  Bahn  einem 
Kreise,  so  werden  die  Störungen  in  n  wegen  des  Nenners  sin  g>  sehr  gross  und  un- 
endlich für  eine  Kreisbahn;  ähnliche  Verhältnisse  treten  auf,  wenn  die  Neigung 
gegen  die  Ekliptik  verschwindend  klein  wird,  wegen  des  Nenners  sint  in  da;  end- 
lich werden  wegen  der  Wahl  der  Elemente,  deren  Variationen  hier  bestimmt  er- 
scheinen, die  obigen  Formeln  für  die  Anwendung  auf  Kometen,  wenn  deren  Bahn 
nahezu  parabolisch  ist,  unbrauchbar. 

Wir  wollen  vorerst  den  Ausnahmefall  der  kleinen  Neigungen  vornehmen.  Das 
erste  und  naheliegendste  Hilfsmittel  wäre  darin  zu  suchen,  dass  man  die  Elemente 
i  und  Q  auf  eine  andere  Fundamentalebene  beziehen  würde,  etwa  auf  den  Aequator; 
diese  Transformation  würde  jedoch  besonders  bei  der  Ermittelung  der  störenden 
Kräfte  manche  Unbequemlichkeit  mit  sich  bringen.  Zweckmässiger  wird  es  sein,  in 
diesen  Fällen  anstatt  1  und  Q  als  Elemente  einzuführen: 
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und  die  Variationen  dieser  Elemente  zu   bestimmen.     Die  Variation   nach   der  Zeit 
ergibt : 

6  3  =  cob  i  sin  Q  6  %  -+-  Bin  *  C08  Ü  &  Q 

dß  =  cos i  cos Q  6i —  sin»  sin  a  6  a  ; 

fährt  man  nun  die  Ausdrücke  aus  32)  ein,  so  findet  sich: 

63  =  r  {sinQ  cos«  cos*  4-  cos£3  sin«}  W 
6£1  =  r  { cos Q  cos«  cos* —  sinQ  sinw}  W . 

In  den  Fällen  nun,  in  denen  diese  Formeln  in  Anwendung  kommen,  wird 
1  stets  sehr  klein  sein;  man  erhält  daher  die  folgende  für  die  Rechnung  bequeme 
Form,  wenn  man  beachtet,  dass  u  =  v  -+-  * — Q  ist: 

63  =  rrin{v-\-n;)  W — zr  sin^t1  sinQ  cos«  W  \ 

Jß  =  rcos{»  +  w)  W—  2 r  ein ^ »2 cos Q  cos«  W,  f       33^ 

wobei  man  wohl  das  zweite  Glied  meist  wird  weglassen,    oder  sich  auf  dessen  Be- 
rücksichtigung nur  bei  bedeutenden  Störungen  wird  beschränken  können. 

Ebenso  wird  man  sich  im  Falle  sehr  nahe  kreisförmiger  Kähnen  zu  behelfen 
in  der  Lage  sein.     Setzt  man : 


y_ainycogn 

sin  1"  ' 

so  erhält  man  wieder  durch  die  Variation  nach  der  Zeit  leicht: 
d<n  =       sintp  co$7i6n;  +  sin7t  coB<p6<p 
3  V  =  —  sinijp  sin  n 611  +costt  cosy  61p  . 

Die  Substitution  aus  32)  lasst  daher  finden: 
60  =  —  p  cos  (o  +  n:)  E  +  {[r+p)  sine  costt  +  p  (cosr  +  cos  JE)  sin/t}  Ä 

-+-  siny  cos/rr  sin«  tang J  *  W 
6*P  =       p  sin  [v  +  rr)  E  +  { — {r+p}  sin»  sinra  -\- p(coat>  -+-  cos E]  cos/r}  Ä 

—  sin q>  änttr  sin«  tangj  t  W , 

oder  wenn  man  beachtet,  dass 

cos  E  =    C08"  +  e      =  (cos  v  +  e)    — 
l  +  econv  p 

ist,   auch : 


d<D  =  —  pcos{v  +  7t)  E  +  {{p  +  r)  Bin  (•+.«)  +  r(P  Bin  1"}  S  + 
+  rsinw  (tangit'T  sini")  W 

6W  =  p  rin(i>  +  «)  R  +  {p  +  r)  cos  (pH-  n)  +  r  "Fbüi  i"}  S  — 
—  r  sin«  ltang£t'(P  sin  i"J  W . 


34) 
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Die  durch  die  Formeln  33}  und  34)  eingeführten  Variationen  der  Elemente 
können  in  der  That  praktische  Bedeutung  erlangen,  wiewohl  die  unten  angegebene 
Methode  der  Anwendung  der  Formeln  32)  derartig  beschaffen  ist,  dass  wohl  kaum 
je  die  Notwendigkeit  eintreten  wird,  von  diesen  Abänderungen  Gebrauch  zu  machen. 

So  einfach  die  Sache  vorstehend  sich  gestaltet  hat,  um  für  sehr  nahe  kreis- 
förmige Halmen  und  für  sehr  geringe  Neigungen  die  obigen  Formeln  in  geeignete 
Ausdrücke  umzugestalten,  um  so  schwieriger  wird  das  Problem,  wenn  es  sich  um 
nahezu  parabolische  Bahnen  handelt,  und  man  wird  sich  hierbei  leicht  überzeugen 
können,  dass  die  Variation  der  Constanzen  in  Folge  der  Discontinuitat  des  Elementes 
a  für  parabolische  Bahnen  überhaupt  nicht  mit  Vortheil  angewendet  werden  kann 
und  gerade  hier  die  früher  zum  Vortrag  gebrachten  Methoden,  die  die  Variation  der 
Coordinaten  ermitteln,  den  Vorzug  verdienen.  Ich  will  aber  doch  hier  zeigen,  wie 
man  den  Nachtheil,  so  weit  als  thunlich,  beheben  kann. 

Führt  man  statt  der  Störung  der  mittleren  Länge  die  Störung  der  Perihelzeit 
T,  und  statt  der  Störung  der  mittleren  täglichen  siderischen  Bewegung  die  Störung 
deT  Periheldistanz  q  ein,  so  erhält  man  die  Störungen  in  den  Elementen  ausge- 
drückt, die  sonst  bei  nahezu  parabolischen  Bahnen  angewendet  werden. 

Bildet  man  zuerst  die  Variation  von  M,  so  ist  zunächst: 
M=L~ti 

und  die  Verbindung  der  entsprechenden  Ausdrücke  in  32)    (pag.  222)  ergibt: 

dM  =  { — 2rcosy  -\-  p  cosc  cotgf>}  R  —  (*•+»)  sine  cotg  tpS  35) 

da 

cosec  <p  —  tang£  q>  =  cotgtp 
ist.     Der  hieT  für  ÖM  gefundene  Ausdruck  enthält  die  vollständige  Variation  von  M 
nach  1;  denn  variirt  man  den  Ausdruck  16}   (pag.  218)  nach  der  Zeit  t,  so  sieht  man 
sofort,  dass  das  von  der  Zeit  (  abhängige  Doppelintegral  verschwindet;  nun  ist  aber: 

3f=»  [t—  l)ft 
oder: 

f 

also,  wenn  man  nach  t  variirt: 

/*        '      ft*        ~  k  '  p  r 

Substituirt  man  nun  die  Variationen  von  Jfund  ft  nach  den  Gleichungen  35) 
und  32) ,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  und  Einführung  der 
Grösse  0  statt  sin  tp: 

"-^v"-«*-«^--}*       1     36) 

-  '. — j^»uiv — -r Vp,  S  . 
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Zur  Ermittelung  der  Variation  von  q  Hat  man,  ausgehend  von  den  Gleichungen: 


2==-rtr  =  a  (»  — e)  '       **  =  - 


äq  =  (i  — e)  Sa — aSe  =  —  $(i  — e)  — r—  d/*  —  a  cosq)dq>  . 

In   diesem   Ausdrucke  nun  hat  man  die  Variationen   von  (i  und  tp   aus  '32) 
[pag.  222)  einzuführen,  durch  deren  Substitution  man  zunächst  findet: 

Sq  =  {2ein<p  (1  — sinqp)  —  cosy1}  aa  sincü  +  {2  (1  — e)  -^ 

—  casq)"1  (cosc  +  cos£)  J  a2S  ; 
berücksichtigt  man  die  Relationen: 


P_ 

=  1 

4-  e  cosc 

cos£ 

=  - 

00.»  +  . 

'+'«"» 

so 

erhält 

man  nach 

einigen 

leichten  Reductionen: 

3q  = 

—  q1  Bit 

ir>R  +  ~ 

t 

Ijli 

+  • 

oo.o  \!  I1 

oder  schliesslich : 

dg»  — g»ringH  +  iif^—  {i  +  öcob|c*}s  .  37)  - 

Die  Berechnung  des  Ausdruckes  37)  bietet  keine  Schwierigkeit,  anders  jedoch 
verhält  es  sich  mit  dem  Ausdrucke  36) ;  der  Factor  a  zeigt  sofort  an,  daes  der  Klammer- 
ausdruck nothwendig  nahe  gleich  Null  sein  muss  für  nicht  allzuweit  vom  Perihel  ge- 
legene Epochen ;  für  die  Parabel  wird  derselbe  in  der  That,  wie  dieses  eine  einfache 
Substitution  zeigt,  die  unbestimmte  Form  o  ■  00  annehmen.  Dieser  Nachtheil  läset  sich 
aber  leicht  umgehen  mit  Hilfsmitteln,  die  später  bei  der  Entwfckelung  der  Diffe- 
rentialquotienten  für  nahezu  parabolische  Bahnen  abgeleitet  werden;  ich  weise  in 
den  folgenden  Zeilen  nur  kurz  auf  dieselben  hin,  da,  wie  schon  oben  erwähnt,  nach 
meiner  Ansicht,  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  für  die  Ermittelung  der 
Störungen  in  nahezu  parabolischen  Bahnen  nicht  sehr  geeignet  ist  und  die  Methoden 
der  Coordinatenstörungen  den  Vorzug  verdienen.  Es  werden  an  dem  angeführten 
Orte  die  Differentialquotienten  von  -^-  und  ■—  in  strenge  und  für  die  Rechnung  be- 
queme Ausdrücke  übergeführt.     Setzt  man  nämlich: 

und  entlehnt  mit  diesem  Argumente  aus  der  Tafel  XVI  die  Coefficienten  E^,  Sf,  Ef 
und  Bf,  so  ist: 

T.  =!i^f  <■  +  *'  W  +  B<  W) 

37 = -jfär  w + **"'  +  *'**•*> 

andererseits  ist  die  ursprüngliche  Form  dieser  Differentialquotienten : 

Ofptli 
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19) 
^  =  |r-f008.-|^^..in.|  j^7      '  |       ' 

Beachtet  man.  die  Relationen : 

"  =  -^<  *='?(■+•>•  }ir='  +  1ir 

so  wird  man  leicht  den  Ausdruck  36)   (pag.  224)  auf  die  Form  bringen  können: 

welche  ohne  Schwierigkeit  das  vorgesteckte  Ziel  erreichen  laset,  wenn  man  beachtet, 
dass  die  Berechnung  der  auftretenden  Differential quotienten  nach  38)  (pag.  225) 
leicht  ausgeführt  werden  kann. 


§  2.    Berechnung  der  Coordinaten  und  der  störenden  Kräfte. 

Die  Berechnung  der  störenden  Kräfte  kann  hier  ganz  kurz  vorgenommen 
werden,  indem  auf  den  §  3  bei  Hansen-Tietjen's  Methode  (pag.  156)  hinge- 
wiesen werden  kann,  und  hier  nur  die  geringen  Abänderungen  berührt  werden,  die 
durch  die  etwas  abweichenden  Vorschriften  geboten  sind. 

Man  bedarf  der  Kenntniss  der  störenden  Kräfte  in  dar  Richtung  des  Radius- 
vectors,  senkrecht  auf  diesen  in  der  Bahnebene  im  Sinne  der  Bewegung  und  endlich 
in  der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  Richtung.  Legt  man  demnach  ein  recht- 
winkeliges Coordinatensystem ,  dessen  Anfangspunkt  im  Sonnenmittetpunkte  hegt, 
so,  dass  die  positive  X-Achse  mit  dem  Radiusvector  und  die  X  Y-Ebone  mit  der  Bahn- 
ebene  zusammenfällt,  und  zahlt  die  Y-  und  Z-Coordinaten  in  der  bereits  festgestellten 
Weise  (vergl.  pag.  213)  ,  so  transfonniren  sich  die  Summen  der  angreifenden 
Kräfte  nach  pag.  213  in: 

«■-l-J— '$!=* 


oder  wenn  man : 


setzt,  die  Relation  31J   (pag.  222)  berücksichtigt  und  »  als  Zeiteinheit  annimmt,  so 
erhält  man: 


-{6*-?} 
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»*>. 


S=2 


>) 


Vp 

Hierbei  wird  man  k  in  Bogensekunden  ansetzen,  um  die  Störungen  der  Ele- 
mente in  Bogensekunden  zu  erhalten.  Die  Werthc  für  [wk"\  m^  finden  sieb  unter 
der  Annahme  v>  =  40  für  die  einzelnen  Planeten  in  dei  Tafel  XII  aufgenommen. 
Die  Bestimmung  der  Coordinaten  £,,  ?j,  und  C,  unterliegt  keinen  Schwierig- 
keiten. Sind  nämlich  die  heliocentrischen  Langen  V  und  Breiten  ß0'  (vergl. 
,  pag.  82)  des  störenden  Himmelskörpers  bezogen  auf  das  gewählte  fixe  Aequinoctium 
gegeben,  so  hat  man,  wenn  man  die  Formeln  2),  3)  und  4)  pag.  157  vergleicht,  zu 
rechnen :  , 

q  sin  Q  =  sin  #,' 
q  cos  Q  =  cos  ßt'  sin  (V  —  Q) 
cos  Bt  cos  Lt  =  cos  ß0'  cos  (V  —  Q) 
cos  Äj  sin  Lx  =  y  cos  (Q  —  1^) 
sin^i  =f  sin  (Q— %) 
|f,  — r  =  gcos#  cos©  =  rt  cos  J?j  cos  (it — /)  —  r 
ij,  —  =  p  cum  S-  sin  &  --=  r(  cosj?,  sin  (£,  —  f) 
£ ,  =  p  sin  *  =  r!  sin  ß,  , 

wobei  offenbar: 

1=  v  +  w 
sein  wird  (vergl.  IVb  pag.  144)  . 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  ist  es  leicht  mit  strenger  Berücksichtigung  des  Or- 
tes des  störenden  Planeten  die  störenden  Kräfte  zu  ermitteln.  Die  zweite  früher 
angegebene  Form  (pag.  158  ff.)  mit  Hilfe  der  Grösse  Ba  die  Coordinaten  des  störenden 
Planeten  zu  berechnen,  bietet  in  dem  vorliegenden  Falle  keinen  Vortheil,  weil  wegen 
der  Veränderlichkeit  der  Grössen  t  und  Q  die  Berechnung  der  Grössen  <D,  V  und  J 
von  Fall  zu  Fall  vorgenommen  werden  müsste. 

Indem  die  Zusammenstellung  der  Formeln  auf  den  nächstfolgenden  Para- 
graphen verwiesen  wird,  in  welchem  dieselben  an  der  Hand  eines  Beispieles  er- 
läutert werden  sollen,  mögen  hier  noch   einige  Bemerkungen  eingeschaltet   werden. 

Man  wird  die  Rechnung  nach  den  obigen  Formeln  für  jeden  der  störenden 
Planeten  durchzuführen  haben;  dann  kann  man  entweder  die  Summen  der  Kräfte 
für  dieselben  Coordinaten  bilden  und  mit  diesen  Summen  nach  den  Formeln  32) 
(pag.  222)  die  Variationen  der  Elemente  bilden,  oder,  man  bildet  für  jeden  ein- 
zelnen Planeten,  ohne  die  Summirung  auszuführen,  die  Variationen  der  Elemente, 
und  summirt  erst  die  letzteren  nachträglich.  Das  letztere  Verfahren  erfordert 
zwar  eine  gewisse  Mehrarbeit,  scheint  aber  Vortheile  zu  bieten,  wenn  man  die  be- 
rechneten Störungsweithe  allenfalls  wegen  Correctionen  der  Planetenmassen  ver- 
bessern will.  Ich  gebe  daher  dem  zweiten  Verfahren  stets  den  Vorzug.  In  diesem 
Umstände,  ohne  erhebliche  Mühe  die  Wirkungen  der  einzelnen  Planeten  gesondert 
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berechnen   zu  können ,   liegt  ein   grosser  Vortheil  der  Methode  der  Variation   der 
Constanten,   gegenüber  der  Methode,    die  Störungen   der  Coordinaten  zu  ermitteln. 

Die  Störungen  in  den  Elementen  Q,  t,  n  und  L  sind  von  dei  Lage  der  ge- 
wählten Fundamentalebene  abhängig  und  werden  gewissen  Veränderungen  unter- 
worfen sein,  sobald  man  dieselbe  ändert,  also  wenn  das  fixe  Aequinocüum  auf  eine 
andere  Epoche  übertragen  wird,  welche  Uebertragung  nach  einem  Zeiträume  von 
10  Jahren  nöthig  ist,  wenn  man  die  Angaben  des  Berliner  Jahrbuches  mit  der  mög- 
lichsten Bequemlichkeit  in  Anwendung  ziehen  will. 

An  sich  werden  die  ungestörten  Elemente  [q0,  i^,  nr0  und  L0)  durch  diese 
Aequinoctialänderung  beeinflusst;  diese  Aenderung  kann  aber  leicht  nach  den  bei 
der  Präcession  entwickelten  Formeln  (I,  81)  in  Rechnung  gezogen  werden;  dem 
Umstände  aber,  dass  im  Momente  der  Uebertragung  die  Elemente  die  Werthe  Q,  i. 
n  und  L  haben,  welche  Werthe  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  zu  deu  unge- 
störten Werthen  die  durch  die  Störungsrechnung  ermittelten  Incremente  hinzufügt, 
würde  dadurch  Rechnung  getragen  werden  können,  dass  man  zur  Berechnung  des 
Einflusses  der  Präcession  auf  die  Elemente  die  durch  die  Störungen  veränderten 
Elemente  verwendet. '  Ausserdem  müssten  bei  völliger  Strenge  die  Integrations- 
constanten  eine  geringe  Abänderung  erfahren,  weil  die  Differenz  werthe  an  der 
Uebertragungs  stelle  selbst  Funktionen  der  Lage  des  Aequinoctiums  und  der  Grösse 
der  Störungen  sind ;  doch  ist  der  Einfluss  dieser  Correction,  wie  dieses  eine  einfache 
Ueberlegung  zeigt,  so  gering,  dass  sie  selbst  für  die  schärfsten  Rechnungen  ohne 
Bedenken  übergangen  werden  darf;  ich  werde  daher  auf  diesen  Umstand  weiter 
keine  Rücksicht  nehmen. 

Dieses  eben  angedeutete  Verfahren  ist  aber  nicht  ganz  bequem,  indem  man 
zur  Bestimmung  sehr  kleiner  Correctionen  die  Differenzen  verhältnissmässig  grosser 
Zahlen  verwerthen  muBB.  Ueberdies  wird  gewöhnlich  der  Einfluss  der  Präcession  auf 
die  ungestörten  Elemente  ein  für  allemal  durch  eine  einmalige  scharfe  Rechnung  nach 
Potenzen  der  Zeit  entwickelt  sein ;  es  wird  daher  zweckmässig  erscheinen,  nur  jene 
Correctionen  zu  berechnen,  welche  durch  den  Einfluss  der  Störungen  in  diesen  Wer- 
then entstehen  und  dieselben  an  der  Stelle  der  Aequinoctialänderung  mit  den  betref- 
fenden Differentialquotienten  zu  vereinigen.  Differentiirt  man  daher  die  I  pag.  81 
gegebenen  Ausdrücke  nach  den  Elementen  Q  und  i.  indem  man  nur  die  Glieder  erster 
Ordnung  mitnimmt  und  bezeichnet  die  Störungen  zur  Zeit  der  Aequinoctialänderung 
mit  Ja  und  Ji,  so  erhält  man  sofort,  wenn  man  Ja  und  Ji  in  Bogen  Sekunden 
angesetzt  nimmt: 

8  Ja  =       cotg^  cos  (q0 — fl.}rtjQ  sin  i"  —  *"".  °~ — -  nJi  sin  1" 
SJL  =  dJ7t  =  —  tang^  cc-s  (Oo—  jjj  nJüsm\"  —  Ü^Btz^L  nJisxai" 

öJi  -~-       sin(Qo— JI}  nJQ  sin  i"  , 
wobei  die  Werthe  für  JI  und   n  für  die  entsprechende   Epoche  und  das   Intervall 
nach  I  pag.  81  anzunehmen  sind. 

Hierbei  wäre  nur  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  im  Verlaufe  der  Rechnung 
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eine  solche  Uebertragung  bereits  stattgefunden  hat,  man  von  dem  Resultate  der  zweiten 
Uebertragung  das  der  ersten  in  Abzug  bringen  muss,  oder  man  ermittelt  die  vor- 
stehenden Correctionen  dadurch,  dass  man  für  Jq  und  Ji  die  Incremente  der  Stö- 
rungen innerhalb  des  Zeitintervalles  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Uebertragung 
allein  in  Rechnung  zieht ;  ähnlich  wird  man  t 
bei  allen  folgenden  Ueb ertragungen  vorzu- 
gehen haben. 

Die  Störungen  beziehen  sich  der  ge-  ■>»«"*'  ***»_ 
machten  Voraussetzung  nach  auf  die  Eklip- 
tik; es  kann  aber  unter  Umständen  erwünscht 
sein ,  dieselben  auf  den  Aequator  zn  über- 
tragen. Die  strenge  Lösung  gestaltet  sich, 
wie  folgt:  Nennt  man  die  Länge  des  auf- 
steigenden Knotens  der  gestörten  Bahn  in  V 

der  ungestörten  IT,  die  Neigung  tt,  so  wird  das  sphärische  Dreieck  qJ?(q  -\-JQ)  haben; 

die  Seiten  die  Winkel 

Ja  n 

!8o  —  f  180— i 

180  — JT  i+Ji 

wobei  lP  die  Lange  des  absteigenden  Knotens  der  ungestörten  Bahn  in  der  gestörten 

bezeichnet.      DU  hier  auftretenden   Grössen  ,-r  und  JI  sind   nicht  mit  den  obigen 

gleich  bezeichneten  Präcessionsgrössen  zu  verwechseln. 

Ans  diesem  Dreiecke  ergeben  sich  nun  die  Relationen: 

sm^Trsm^fF  +  JI)  =  Bin{J  QBm{i+\Jt)  1 

win  J?rcos  J  (f-l- R)  =  cos\^fli»m\Ji 
cosinrsini  (JI— V)  =  siui^Qcos  [i+^Jij 
cos£*rcosJ(JI— ¥}  =cosi^Qcos4^/t"  .  ) 

Von  diesen  Grössen  werden  in  der  weiteren  Entwickelung  die  Werthe  von 
n,  It  und  JI — V  gebraucht;  die  Werthe  von  n  und  JI —  W  weisen  selbst  bei 
Anwendung  kleiner  logarithmischer  Tafeln  mit  grosser  Genauigkeit  erhalten  werden, 
da  beide  Winkel  nur  von  der  Ordnung  der  Störungen  sind. 

Betrachtet  man  das  sphärische  Dreieck  Bo'  [q'  ■}  ■  da'),  so  sind  in  demselben 
bekannt  die  Winkel  180  — i*  und  jc,  femer  die  Seiten  Bq'  =  180 — JI — a,  wobei 
ff  den  Bogen  qq'  vorstellt,  welcher  Bogen  ans  der  einmaligen  strengen  Uebertragung 
der  ekliptikalen  Elemente  in  die  äquatorialen  (I  pag.  g)  bekannt  ist;  zu  ermitteln 
sind  i/o',  Jt   und  Jot'. 

Letztere  Grösse   setzt  sich    aus   mehren.  Correctionen   zusammen;   ist   0   der 
Bogen   (ö  +  Ja)    [q'  +  sfü') ,  so  ist,    wenn  der  Index  o  für  die   ungestörte,    der 
Index   1    für  die  gestörte  Bahn  angenommen  wird: 
Wo'  —  w0  +  o" 
w/  =  w,  +  p  ; 


I) 
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daraus  folgt: 

<4to'  =  Jta  -+-  p  —  a 
und:  <?-<!=  {V+e}  —  (II  +  o)  +(JI-«P) 

in  welcher  Relation  *P  -\-  q  vorerst  unbekannt  ist.     Das   oben   erwähnte   sphärische 
Dreieck  ergibt  aber: 

«mgi(!F  +  c  +  ^a')  =  £{{?+;}  i«»gt(n  +  »)  ■ 

Die  Berechnung  dieser  Ausdrücke  wurde  bei  der  fast  nothwendigen  Kleinheit 
von  71  sehr  beschwerlich  sein.  Ist  aber  n  klein,  so  wird  man  mit  Vortheil  die  fol- 
gende Reihe  anwenden  dürfen  (vergl.  I  pag.  27  und  28).  Hat  man  nämlich  Aus- 
drücke von  der  Form: 

-  tang  <p'  =  n  tang  <p , 


<p'  —  <p  =  — j^  sin  2^  +  1  \H  +  \\   sin 4 *^ -h i  (^qrr)   !in69l  +  --- 
Ersetzt  man  nun  die  beiden  obigen  Gleichungen  durch  diese  Reihe  und  schreibt 


—  tang  $  n 

cotg  i  r 

=  a 

tang  $  71 

Uag{  1" 

=  4 

so  v 

ird  man 

berechnen : 

A  = 

:  äüTT"  8" 

(n+e)  + 

al 

.,  sin  2(77 --|- 

«)+^ 

,  .in3(n+o]  + 

B  = 

6 

(Ji+<x)  + 

fiä 

si^2(JZ^- 

i+i£ 

-  sin  3 

(H+a)  + 

woraus  folgt 

^(■>'=^/<»  +  Ul  +  B)  +  [11—  V) 
JÜ  =  {B-A)   . 


IIIj 


IV] 


Das  eben  betrachtete  sphärische  Dreieck  gibt  aber  auch: 


Die  Gleichungen  I),  II),  III),  IV)  und  V)  enthalten  die  strenge  Auflösung 
des  Problem  es ;  will  man  aber  nur  die  ersten  Potenzen  der  Aenderungen  mitnehmen, 
was  meistens  ausreicht,  weil  die  bei  den  Planeten  meist  kleinen  Störungen  der  Hahn- 
lage nur  in  Betracht  kommen,  so  werden  die  Ausdrücke  weit  einfacher  und  man 
erhält  leicht  aus  den  voranstehenden  Formeln  durch  diese  Abkürzung: 
ii  sin  II  =  J  Q  sin  t 
n  cos  U  =  Ji  Ia) 

JI—  ¥  =  Ja  cos  t 
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ä*i  =  j*>-  "nat^J"  +  [n-V) 

d\  =  neoa  (11  +  a)  . 

Will  man  den  Ort  eines  Himmelskörpers  mit  den  Elementen  .unter  Berück- 
sichtigung der  Störungen  vergleichen,  so  wird  man  sich  eTst  aus  den  Integral  tafeln 
die  Störungen  der  Elemente  ableiten  und  mit  diesen  gestörten  Elementen  den  Ort 
des  Himmelskörpers  berechnen.  Hierbei  können  die  Formeln  Ia),  wenn  die  Co- 
ordinalen  des  Planeten  sich  auf  den  Aequator  bezieben,  und  die  Vergleichung  mehr- 
mals mit  veränderten  Elementen  aber  unveränderten  Störungen  vorgenommen  werden 
muss,   zur  Abkürzung  der  Rechnung  nützlich  sein. 

Hat  man  aber  eine  Ephemeride  zu  rechnen,  und  hat  dieselbe  keine  allzu- - 
grosse  Ausdehnung,  so  kann  man  mit  den  beiläufig  für  die  Mitte  der  Zeit  oscu- 
lirenden  Elementen  dieselbe  ableiten,  ohne  weiter  auf  Störungen  Rücksicht  zu  nehmen ; 
.hat  die  Ephemeride.  aber  eine  grössere  Ausdehnung  und  will  man  dieselbe  strenge  den 
Beobachtungen  anschliessen ,  so  kann  man  ganz  zweckmässig  sich  für  die  Ermitte- 
lung dieser  Störungen  der  Encke 'sehen  Methode  bedienen,  indem  man  von  der 
gewählten  Osculationsepoche ,  die  der  Mitte  der  Zeit  nahe  entsprechen  soll,  aus- 
geht; es  fuhrt  diese  Methode  in  diesem  Falle  auf  eine  sehr  kurze  Rechnung,  da 
man  selbst  für  Ephemeriden,  die  sich  auf  ein  halbes  Jahr  erstrecken,  mit  der  Doppel- 
integration der  directen  Glieder  ausreichend  genaue  Resultate  erhält  und  die  in— 
directen  Glieder  ganz  unberücksichtigt  lassen  kann.  . 


%  3.    Recliimngsueispiel  znr  Variation  der  Constanten. 

Ich  werde  wieder,  um  die  voranstellenden  Entwickelungen  durch  ein  Beispiel 
zu  erläutern,  die  Störungen  ermitteln,    welche  der  Planet  ®  Erato  durch  die  An- 
ziehung  der  Planeten  Jupiter  und  Saturn   erleidet,    und   zwar  innerhalb   desselben 
Intervallea  und  mit  Annahme  derselben  Elemente,  die  zur  Ermittelung  der  Störungen 
nach  den  rechtwinkeligen  und  polaren  Coordinaten  gedient  haben;  es  werden  damit 
neue  Gesichtspunkte  zut  Beurtheilung  der  verschiedenen  Metboden  gewonnen.     In- 
dem ich  wieder  betreffs  der  Wahl  des  Intervallea,    des  (ixen  Aequinoctiums  etc.  auf 
die  bei  der  Encke'schen  Methode  gemachten  allgemeinen  Bemerkungen   verweise,, 
führe  ich  nochmals  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente  hier  an. 
©  Erato 
Epoche  und  Osculation  1874  Decbr.  26,0  mittlere  Berliner  Zeit, 
mittl.  Aeq.   1870,0 
L  =    2190  8'  6"8 
M-=    1804048.9 
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n  =     38°27'i7"g 
Q   =    125  42  39.7 
»"    =       21223.9 
9  =       9  59  »4-9 
(t   =  640"  89605 
loga  =  0.4954793 
Das  Zeitintervall  u>  für  die  Störungsrechnung  mit  40  Tagen  annehmend,  wird 
im  Beginn  der  Rechnung  für  zwei  der  Osculation  Bepoche  vorangehende  und  nach- 
folgende  Orte   die  Variation   der  Elemente   unter  Annahme   der  obigen   constanten 
Elemente  auf  einem  Nebenblatte  berechnet.    Die  in  Betracht  kommenden  Zeitepochen 
der  Rechnung  sind  also  für  diese  4  Orte: 

i8j4  Oct.  27,  Dec.  6,  1875  Jan.  15  und  Febr.  24. 
Die  Rechnung  wird  ganz  nach  den  weiter  unten  folgenden  Vorschriften  aus- 
geführt, nur  werden  jene  vorbereitenden  Rechnungen,  die  die  Elemente,  den  Stö- 
rungen entsprechend,  variiren,  fortgelassen ;  es  entstehen  auf  diese  Art  Fehler  zweiter 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  störenden  Massen,  welche  übrigens  bei  der  Nähe  der 
OBcnlatton Bepoche  als  völlig  verschwindend  betrachtet  werden  können,  umsomehr,  da 
diese  so  gewonnenen  Werthe  erst  der  definitiven  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden, 
also   Fehler  dritter  Ordnung  veranlassen. 

Mit  diesen  provisorischen  Werthen  der  Elementenänderungen : 

-(£).•(£)■■-(■£).•(£)•  -$)■-(■#) 

für  die  obigen  vier  Orte  bildet  man  für  die  sechs  Elemente  einzeln  die  einfach 
summirten  Reihen  und  bestimmt  die  Anfangsconstanten  so,  dasB  die  einfachen  In- 
tegrale für  die  Osculationsepoche  verschwinden;  man  hat  hierfür  (vergleiche 
pag-  35) : 

Für  das  letzte  Element  wird  man  eine  Doppel  in  tegration  auszufuhren  haben  und 
man  wird  als  Anfangsconstante  für  die  Bildung  der  zweiten  summirten  Reihe  den 
Werth 

-/M  =£/(—»)- ^bja/"(«>-»)  +/"(«)}+-.. 
annehmen  (vergl.  pag.  53). 

Nunmehr  ergeben  sich  die  einfachen  und  Doppel-Integrale  für  die  vier  oben 
genannten  Zeitepochen  mit  genügender  Genauigkeit  durch  die  Formeln : 

B+rf» 

//{*)<**  =   /(<*  +  *'")    —  JL/">  +  in) 
a+iw 
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Indem  man  diese  so  gewonnenen  Incremente  zu  den  consmnten  Elementen 
hinzufügt,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  man  für  die  Störung  der  taglichen  mittleren 
sideriachen  Bewegung  den  10-lachen  Betrag  [hier  den  40-fachen  Betrag)  erhält  und 
überdies»  setzt: 

*=^ +*<+/(£)'»+//'(£)"'<' 

erhält  man  die  für  die  obigen  Zeitepochen  osculirenden  Elemente,  die  nun  der  de- 
finitiven Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden,  wobei  eventuell  schliesslich  eine 
Neubestimmung  der  Anfangsconstanten   der  Integrale    vorgenommen  werden  kann. 

Ist  die  Rechnung  einmal  im  Gange,  so  werden,  je  nachdem  dieselbe  nach 
vorwärts  oder  nach  rückwärts  fortschreitet,  aus  den  bekannten  Differenz-  und  Summen 
werthen  leicht  die  für  das  nächste  Intervall  geltenden  Störuugsgrössen  ermittelt 
werden  nach  den  Formeln  (vergl.  pag.  68) : 

für  die  Rechnung  nach  vorwärts: 

-f-9/»(«-r-[*-i]«')+8/,"(*+[«'-4]«')  +  7/"(«+[«'-2]«)+---] 
für  die  Rechnung  nach  rückwärts : 

-,/»  (.+  [<+ il»)  +»/-  (.+  [.'  +  |M  _;/»{a  +  ['+')«>)  +■■■] 

Die  Bestimmung  des  Incrementes  von  «  entspricht  hier  natürlich  wieder  dem 
«.'-fachen  Betrage. 

Für  das  Doppelintegral  hat  man  zunächst  zu  ermitteln: 
für  die  Rechnung  nach  vorwärts: 

/(«+(.-M»). -/(«+'»)  +f  («  +  [,-!]«,)  +/..(„+[,■_,]«,)  + 
+/■"(«  +  [■•-!]»)  +  ... 

für  die  Rechnung  nach  rückwärts: 
/(•+[•- 0»)  =/{a+iw)  _/.(a+[i-r-i]«.)+/»(a+[i+i]W)   - 
-/'"  («  +  [>"+l]w)  +  ..-  ■ 
und  hat  dann  mit  genügender  Annäherung : 

"      ■  fff(x)  dzi  =  »f  (a+  [i±i]  w)  +  £/(«  +  [*£  1}«.)  . 

Dann  ist: 

wobei  man,  d»  I0  +  ,"«'  von  den  Störungen  unabhängig  ist,  die  Rechnung  dieser 
Grösse  gleich  im  Beginne  der  Störungsrechnung  für  den  ganzen  Verlauf  derselben 
erledigen  kann. 


,  Google 


334     

loh  entlehne  zur  Erläuterung  dieser  Formeln  aus  dem  unten  folgenden  aus 
führliohen  Beispiele  die  Bestimmung  der  Störungen  der  Elemente  für  187  t  Dec.  16, 
wobei  vorausgesetzt,  ist: ,  dass  die  Rechnung  nach  rückwärts  geführt  werde  und  bis 
1872  Januar  25  fortgesetzt  sei.  Die  in  Betracht  kommenden  völlig  bekannten 
Summen-  und  Differenzwerthe,  die  ich  der  Deutlichkeit  halber  hier  aus  dem  später 
folgenden  Rechnungsschema  herausschreibe  und,  was  vollkommen  genügt,  auf  zwei 
De cinial stellen  abkürze,   sind  aleo  : 

fi  L  it  w  Q  « 


60  +0.10 
39  0.00 
.06  —  0.02 

—  O.Ol 

08 


Nach  der.  oben  angesetzten  Formel  findet  sich  für_/  (a-|-[i — i]w)  der  Werth 
—  5n24  und  hiermit  fiir  1871  Dec,  16 

l*")»  =  Jffät)  ■""=+  9'5*"°  • 
Für  die  einfache  Integration  findet  sich  der  Reihe  nach,  wenn  man  den  Klammer 
ausdruck 

iof(a+[i+\]v>)  -9/"  [«+(,'+,]»)  +8/"<(<*+ [.•+!]«)    -... 


y  («+(,•_,].) 

+  9V"45 

— 

— 

/(«+[.'-«») 

+       5"?2 

+  2 

i'i2"37 

—  5 

i'o"45  — 

/  («+••«) 

-       6.23 

— 

6.22 

+■ 

159.20  + 

/'    («  +  [!'+««) 

—       0.92 

— 

7.2. 

+ 

30.68  + 

f"   («+[,-+,)«,) 

+          O.IJ 

— 

2.14 

— 

1.25  - 

/-(«+  [••+!» 

4-       0. 10 

— 

0.15 

— 

2.70  -4- 

/»■(•+[<+.]•) 

+       0.02 

+ 

0.25 

— 

0.42  + 

f  (•  +  [■'+«») 

—       0.02 

+ 

0.15 

+ 

0.42 

-2.i 

— 

0. 

■93 

+ 

0 

.20 

— 

0 

■  24 

— 

0 

.12 

— 

0 

mit  /  bezeichnet: 

$oJp 

[JL)%                Jn            Jq>                Ja            Ji 

/(«+[•'-«»)     +5"72     + 

H*I2W37     —  51'  o"45    —  \2zf20    -|- 6'8"76    +  5*80 

—  -7/ («+•")     +3."     4- 

3.11      —    1  19.60    —        7.11     -f     0.30    — 0.05 

+  i-r                   —0.41     — 

2.29     +      12.58    +         0.51      -f-     0.13 

+  8"42     + 

«'13*2       —  52'  7B5     —    I2'27"8      +  ö'g"  2      +  5"8 

Hieraus  folgt  für  dp  der  Werth  -4-  o"2io  und  ausserdem  für 

I 

L,  +  ft,t  =  87°23'43',7 

L  = 

+    \JL)X    =    +  2l'l3"2 

1 

+   [JL)z  =  +     Q'52"o  ; 

demnach   sind    die    Elemente 

die   man   zur  Berechnung    der  Störungen   für  1871 

Dec.  16  anzuwenden  hat: 

L      87°54'48"9 

n       37  35  IQ-4 

<P        9  4D47-1 

' 

Q     125  48  48.9 

*              2    12  29.7 

fl      641  "106 
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Dieses  hier  auseinandergesetzte  Verfahren  weicht  von  dem  sonst  hierbei 
üblichen  ah ;  man  Hess  die  Elemente  gewöhnlich  durch  mehre  Intervalle  unverändert. 
Man  wird  sich  aber,  wenn  man  einmal  an  den  hier  vorgeschlagenen  Rechnungsmechanis- 
muB  gewöhnt  ist,  bald  überzeugen,  dass  keine  wesentliche  Mehrarbeit  aus  dieser  Mo- 
dification  entsteht,  insbesondere,  wenn  man'  beachtet,  dass  man  bei  der  älteren  Me- 
thode, um  sich  vor  constanten  Fehlem  zu  schützen,  häufig  genug  den  Änschhissort 
doppelt  rechnen  muss.  Zudem  erreicht  man  mit  der  hier  vorgeschlagenen  Methode 
den  Vortheil,  dass  man  frei  wird  von  Sprüngen  im  Gange  der  Funktionen,  die 
sonst  unvermeidlich  sind  und  das  Resultat  keineswegs  so  wenig  schädigen,  als  man 
es  bisher  anzunehmen  gewohnt  war. 

Sind  die  bezüglichen  osculirenden  Elemente  ermittelt,  die  ich  auf  dem  Bogen, 
der  mit  @  überschrieben  ist,  in  die  ersten  sechs  Zeilen  aufnehme,  dann  kann  an 
die  Rechnung  der  Zerlegungscoefricienten  geschritten  werden,  die  sich  auf  diesem 
Bogen  erledigt.     Die  zur  Ausführung  dieser  Rechnung  nöthigen  Formeln   sind   mit 

Rücksicht  auf  32)   (pag.  222) : 


1      k" 
a%  =  — 

log*" 

=  3.55000; 

n sin? 

■im" 

'»ÜET 

;=5-3"4  425 

M=L—rt 

ö"sin£  =  Jtf 

r  sin  v  =  a  cos  tp  sin 

E 

r  cos  tj  =  a  (cos  E  — 

Sil 

"PI 

(i  :  W)  =  r  cos  « 

{?!&)■■ -Ü?«»»™»  |     «>  <«»«  InteiTidl  in  Tagen;    unter 

V*  ]        der  Annahme  w  =  40  wird : 

(^:S)--^.i  j  j*„  =  0.3.4763 

(  L  :  B)  =  — p  tangjy  cos  » —  2  r  cos  <p 
[  L  :  S)  =  (p  +  r)  sin  ü  tg^ip 
( L :  W)  =  r  sin  u  taug  J  i 

{„:S)=(P  +  r)™l 

{ (p  :  B, }  = a  cos  y  sin  v 

(<f  :  S)  =  <t  cos  (p  (cos  t>  4-  coB  E) 
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Nun  beginnt  die  Rechnung  der  störenden  Kräfte,  und  es  ist  jedem  der  in 
Rücksicht  gezogenen  störenden  Planeten  ein  Bogen  gewidmet,  der  als  Ueberschrift 
das  Zeichen  des  betreffenden  Planeten  trägt. 

Bezeichnet 
jV  die  heliocentrische  Breite  des  störenden  Planeten   l  bezogen  auf  das  fixe  Aequi- 
Xq'     »  »  Länge     ■  «  *         /      noctinrn  der  Elemente 

r(       »  »  .  Entfernung  des  störenden  Planeten 

und  ist  ml  die  Masse. des  störenden  Planeten  in  Einheiten  der  Sonnenmasse,  so  hat 
man  für  jeden  Planeten  gesondert  zu  rechnen : 

q  siu  Q  =  sin  fi6' 
q  cos  Q  =  cos  (t0'  sin  (V  —  a) 
cos  Bi  cos  Li  =-  cos  fi„'  cos  (V — a) 
cos  B|  sin  Z(  •=  q  cos  (Q  —  *} 
sin  Bt  =  y  sin  (Q —  i) 

fi  =  f!  cos  5,  cos  (Lj  —  «) 
iji  =  rj  cos  Bi  sin  {i|  —  w) 


&  =  r,  sin  B, 


p  cos  #  COB  8«=^- 
q  cos  *  sin  ©  =  jj, 
p  sin  #  =  £i 

Ä^=  - 


>r0  =  *  & 


Ä  = 

«1 

s_ 

s. 

JF= 

|  w£"mil 

Wo 

Die  Logarithmen  der  Werthe  «?A"mj  finden  sich  unter  der  Annahme  w  = 
in  der  Tafel  XII.     Weiter  ist  nun: 


Ji-\i 

W)  W 

Ja  —  {a 

W)  W 

wjfi    -■  {  11 

B)R  +  {t, 

S)S 

^i,  =.{i 

:B)B  +  {L 

S)S+(L:  W)  W 

,/*={* 

B)B  +  {n 

£}*+{  L:  W\W 

^9>  =  {«> 

B)B  +  {9 

S)S. 

Sind   die  Werthe   der  Differentialquotienten   der  Störungen   für  die  ■  einzelnen 
Planeten   bekannt,    so  werden  dieselben   summirt,    und  die  Resultat«  in  die  Inte- 
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grationsbogen  eingetragen ,    welche   wohl  keiner  näheren  Erklärung  bedürfen.     Der 
Ausdruck 

Ai  +  M 
wurde  vor  Beginn  der  Stäru »gerecht! ung   für  alle  vorgelegten  Intervalle  an  der  be- 
treffenden Stelle  eingesetzt. 

Schliesslich  muss  ich  noch  erwähnen,  dass  für  die  vier  ersten  Orte  des  hier 
ausführlich  aufgenommenen  Rechnungsbeispieles  die  Störung» werthe  einer  früheren 
auf  anderen  weniger  genauen  Elementen  beruhenden  Rechnung  entlehnt  wurden, 
welcher  Umstand  keine  wesentlichen  Fehler  hervorbringen  kann ;  in  der  That  unter- 
scheiden sich  die  gemachten  Annahmen  nicht  merklich  von  den  definitiven  StÖrungs- 
werthen, 


Es  wurden 

angenommen  für: 

jSyjFebr.  24 

1875  Jan.  15 

1874  Dec.  6 

18740^.27 

(JL\  +  [JL], 

—     36M2 

-16-7 

+   ""9 

+  l'ai"4 

J? 

+       o"347 

+    0-119 

—      o"l2I 

—        o"368 

dlt 

-1-  2'39"6 

+  5i"i 

—  48"9     ' 

—    2'2o"l 

■4tp 

+  >'27"3 

+  3°"° 

—  3o"7 

-  i'36"5 

JQ 

—     52" 4 

—  i8"4 

+   i7"3 

+   1'  o"2 

Ji 

+          o"2 

+    0-1 

o"o 

+        o"i 

Ermittelt  man  mit  den  Ergebnissen  des  unten  folgenden  Beispieles  für  die 
Epoche  1871  Sept.  13,  d.i.  für  jenen  Zeitpunkt,  für  welchen  bei  den  früher  be- 
handelten Methoden  der  Störungsrechnung  von  Encke  und  von  Hansen-Tie  tjen 
der  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  gemacht  wurde,  die  Werthe  der  Störungen, 
wie  sie  jetzt  durch  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  erhalten  werden  und 
setzt  die  aus  den  drei  verschiedenen  Methoden  erhaltenen  Störunge  werthe  zur  Ver- 
gleichung  neben  einander,  so  hat  man : 


Encke 

Hansen-Tietj  en 

Variation  d.  Const 

Lq  —  Lw 

+  o°26'i3"36 

+ 

o°26"i3"33 

+  o°26'i3"36 

7t—rt0 

—   1°   1'   4"l2 

— 

i°  1'  4"  10 

—  i°  1'  4wo8 

Q— Öo 

+        6'io"36 

+ 

6'io"24 

+,        6'io"27 

»— «0 

+            5"44 

+ 

5"44 

+             5"44 

V— </>* 

—      i2'47"9i 

— 

i2'47"93 

—      !2'47"94 

M  — /*o 

-f-      o"44353 

+ 

0*44366 

+       o"44367 

Die  Uebercinstimmung  ist  eine  sehr  befriedigende;  dennoch  aber  zeigt  sich 
die  überwiegende  Genauigkeit  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode  gegen  die 
Encke'sche,  wenn  die  Störungen  stark  anwachsen,  denn  das  für  die  künftige  TJeber- 
einstimmung  wichtigste  Element  ft  —  ftu  ist  nach  der  letzteren  Methode  fast  identisch 
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mit  dem  nach  der  Variation  der  Constanten  sich  ergehenden  Werthe  gefunden 
worden,  während  der  aus  Encke's  Methode  resultirende  Werth  schon  eine  kleine 
Abweichung  zeigt.  Uebrigens  ist  dieser  Fehler  nur  dem  Umstände  zuzuschreiben, 
dass  die  Rechnung  nach  Encke's  Methode  länger  fortgesetzt  wurde,  als  es  die 
Grösse  der  Störungen  rathsam  erscheinen  lässt  und  man  hätte  früher  auf  osculirende 
Elemente  übergehen  müssen.  Auch  hierin  zeigt  sich  ein  eminenter  Vortheil  der 
Hansen-Tietjen'schen  Methode,  denn  die  Störungsrechnung  Hess  sich  nach 
dieser  Methode  für  mehr  als  10  Jahre,  innerhalb  welcher  Zeit  sich  noch  einmal  die 
Jupiternähe  ereignete,  fortführen,  ohne  dass  die  Rechnung  sehr  beschwerlich  und 
unsicher  wurde,  so  dass  im  Allgemeinen  für  diese  Methode  wohl  nur  erst  nach  sehr 
langer  Zeit  ein  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  nöthig  wird. 
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Ausführliches  Beispiel 

Methode  dei"  Variation 

der 

Constanten. 


Digitzed  by  LiOOQ IC 


S), 


Datum 

| 
8 

1875 

1874                                      1 

Febr.  M       |       Ju.  .5 

De«.  6        |       Oot.  ij        |      Sapt.  n 

Alg.  8         1         Jnni  ig 

m.- 

641 "143 
119D48'l4"4 

tljD4i'47"3 
i°ii'i4"l 

64i"ois 

2i1n4i'i8"o 
38" 28'  9"o 

9°  59'44"9 
I25n4*'n"3 

i"ll'i4"o 

640" 775 
H5n34'5°"8 
3Bni6'i9"o 

9"  58'44"* 
1*5°  4*'57"o 

ir,n'i3"9 

64o"5i8          640"*  80 
»oB°i8'34"4  io.n22l4o''B 
38ni4'57"8|  38°*3'33"3 

9°S7'38"4      9°S6*9"8 
i*5n43'39"9  |l*5044'*3"* 

2nIl'24"o|        2°11'14"| 

I94n17'io"o 

38°ii'i3"7 

9njj'lo"o 

«*5"4S'  7n6 

*nii'i4"5 

639*8*5 

187° 11'   l"8 
38°io'53"6 
9°j4'io"6 

U5n45'si"5 

*°i*'*5"o 

639"64i 

1800   7'i3"9    : 

3B°.9'iS°. 

9°  53'  3"9 

i25°46,33"o 

5 

i°   6'.i"o 

50   o'2o"6 
1.807023 
0 . 74*9»4 
0.247661 
°.4953*3 

in    6'l2"o 

4°  59 '51% 
1.80686B 

0.743I39 

O.H77I3 
0.495416 

i"  6'n"9 

4n59'»2"i 

0.7433O* 

0.147767 
0.495535 

1"   6Fi*"o 

4°58'49"* 

0.743469 
0.147813 
0.495646 

i"   6'n"o 
4nSB'l4"9 

0.743637 
0.247B79 
o.495758 

4°S7'4o"'> 
2.S06208 

0. 743799 

o-*47933 

0.495866 

.»  6'.x"5 

4°  57'  5"  3 

o.743946 
0.147981 
0.495964 

i°.  6'n"( 
4"j6'3i"9 
*  -8oS93 ■ 
0.744070 
0.148013 
0.496047 

cos  93 
sin  93 

9-993337 
9.240162 

4-554587 

9-993357 
9.139490 
4-5539'S 

9-993379 
9.138764 

4-5S31S9 

9.993404 
9.137976 

4.5I*40i 

9.993429 
9*37153 

4.551578 

9- 99 345 S 
9.136313 

4.550738 

9.993481 

9-135477 
4.549901 

9-993505 
9.134671 
4.54909- 

sin£ 

ncony 

I9i"i8'26"9 

.89"38'2»"S 

9**13885 

0.488660 

,B4D13'i9"o 

■  83°  35'5*"3 

8,797636 

0.488783 

177"    B'2i''8 

I77n33'4*"4 

B. 618819 

0.48B9I4 

170"    3'36"6 

i7in3i''7"o 

9.168616 

0.489050 

.6i°59'   7"5 

i6Sni8'  3"i 

9-399549 

0.4B91B7 

155°54'S6"3 

"59°*3'*6"7 

9-S4&S33 

0.4893*1 

.48n5.'  8"* 

.53n.6's6"8 

9.65*819 

0.489445 

.4.n47'48"S 

■47°    8'  3"( 

9-734537 

0.48955* 

COS.E 
Subtract. 
co«JS—  « 

9*99 l8*4 

O.070531 

0,064355 

9*7'*545 

9B9956S4 

"*IS9678 

.8Bn    5'33"4 

i72n48'io"2 

ioon5j'43''6 

9,999 '43 
0.069638 
0,068781 
9**86419 
9*999397 
0,564207 

*7*"45'47"7 
95n46'57,?8 

9H9996o6   |     9,995**7 
0.069461        0.069995 
0,069068  <     0,065221 
9'"7733  !     9.657666 
9*9997*3    |     9*996635 
0,564603  :    o„5 60868 

I77057'ii"6|'7*05*'36"5 
i7*°43'3*"o  I7*n4l'i7"9 
^9o04o'43"6;  8s',33'j:4"4 

9*98587B 
0.071174 
0*05715* 
9.B8B736 
9*990036 
0,551910 

2  7ln39'io"i 

8o"iS'36"3 

9*971*77 
O.073386 
0,044663 
O.03S8S4 
9*9797*5 
0,5405*9 
162°  37*4. "* 
27*"  37'  6"i 
75" 14'47"3 

9*950965 
0.076472 
0,027437 

9-965375 

0,513401 

lS7a*5'*4"5 

»7*°  35^  »** 

9.9*4i?' 
0.08076. 

9,9465.! 

0,501059 

ijl»   8'39"8 

*7*"3*'5i"' 
64°4i'3>"9 

Add. 
r  +  P 

0.564014 
0.481997 
o- 343977 
0.825974 

0.564810 
0.482140 
o.3443*6 
0.816469 

0.564880        0.564133 
0.481*93        0.48*454 
0.3442B4        0.343841 
0.816577   |     0.816195 

0.561874 
0.481616 
0.343010 

0.815616 

0 .  560804 

O.481776 
0.341794 
0.B14570 

0.558016 
0.813117 

0. 554544 
0.48305- 
0.338143 

oo"v 

9,14851. 

9b995654 

8,711609 
9*999397 

8.551853 
9*9997*3 

9- 09 343! 

9*996635 

9.315861 
9,990036 

9-47S050 
9*9797*5 

9-584*38 

9,965375 

9.66954; 
9,946515 

Add. 

COS»  +  COS  £ 

0,195770  ■ 

0.  30090 3 
0,300300 

0.300971 
0,300694 

0.300317 

0.198956 
0,288991 

0.196816 

0,276551 

0.193885 

0 . 29004] 
0,136556 

COS« 

9.991100 

9,176502 

9.997784 
9»oo3*7* 

9.999970 
8,073595 

9.99B69B 

B. 888316 

9.993910 
9.110914 

9.985440 
9.405964 

9.973006 
9.533898 

9-6309'" 

H*< 

8.184618 
0.556124 

8.58551* 

8.184638 
0.561594 
8.585506 

8 . 2B4617 
0.564850 
8.585501 

8.284638 
0.561931 
8/585506 

B. 184638 
0-556784 
8.58551* 

8.284660 
0.546244 
8.S8SS34 

8 . 1B4691 
0.53103* 
8.58556. 

8.184715 
0.510724     I 
8.585599     1 

—  (p:»iny) 

i»*4i83S 
9.974495 

8.941581 

1,141650 
9*S48o78 

8.941767 

'*143  529 
9-37943° 
8.941031 

i**44478 
9.9197*8 
8.940131 

1,145463 
O..SH88 
8.939396 

1,246463 

0.199610 
8.938544 

i**47449 
0.40736S 

8..937694 

1.148 385 
0.490845 
B.936B76 

-3*w:yä 

8,388683 
9-917973 

7,961099 
0,067050 
9-9'7330 

7.791617 
0,066996 
9.917413 

8.331409 

9.918111 

8.563015 
0,066884 

9-91974* 

B. 711363 

0,066830 
9-9H97* 

8. 819715 
0,066781 

9,.9i490D 

8.9041.- 

0,066740 
9.928513 

—  ptgi<P 

—  100*95 

Add. 

9*4*4579 
o**94367 
0,858391 

9-4*0*33 
9.983869 

9,4*3907 
0**943 8 7 
o,859i97 
9.423304 
9.983783 

9*4*33*5 
0**94409 
0,859*89 
9-4*3048 
9.983796 

9*4i*685 
o„294434 
0,858667 
9.419320 
9.983914 

o**94459 
oB857333 
9.412048 

9.984137 

9*4*i3*o 

0,19448s 
0*855*89 
9.401045 

9.984466 

o.i945 i" 
o*Bsi537 
9.38599s 

9.984907 

9.419933 
0.194S35 
0,849079 
9.366448 
9.98546* 

{Q-.W1} 

9,840526 
1.970611 

9,568081 
1.977088 

8*638475 
1-979349 

9-45*559 

1.9774*5 

9.783788 
■.971172 

9.966768 
1. 960710 

0.091924 

1.945471 

0..8546] 

I.9I5.1; 

{uxR\ 

8.455785 
9n98So75 

B. 018149 
9n98438o 

7,8586.3 
9*984409 

8„398349 
9*985'6i 

8,629899 
9,986626 

8*778193 
9*988801 

8,886496 
9,991681 

8,9709s- 
9«99Si!J 

ll-.Bl 
{LS} 
iL-  H't 

0,842160 
8,917077 
8.840762 

0,841980 
8,489845 
8.84713* 

0,843085 
8.849477 

0,84158. 
8.B59959 
8.B47569 

0,841470 
9.090884 

8.8414x1 

o*839755 
9.138164 

B. 830904 

0,837444 
9-34S059 

8.815724 

o,«34S44 
9. 417?*. 

8-795441 

in:R) 
\n.8\ 

1.137489 
o,7343!3 

1 . 141047 

0,308 ;B8 

1.243151 

0. 140666 

1.141113 

0.68175* 

i-*3S499 
o.9i433S 

I.116188 
1.063307 

1. 212824  ;     1. 1949*0 
1.171888  |     ■.1561T] 

i9:R) 
IV-Si 

9.6}7iBl 

0,784430 

9,110391 

0,789083 

9.041767 
0,789608 

9-581483 
0,786011 

9.815049 
o„778i79 

9.964371 

0,765871 

0.073683 
0.748705 

0.15909- 

Vp 

0 . 24099B 

0.24.070 

0.14. .46 

0.14.117 

0.241308 

0.141388 

0.241463 

0.24152* 

Sil 

©, 


1874 

1873 

April  ,0 

Min  1 

J...» 

Dm.  11 

Not.  1 

BaftM 

Aug.  13 

Juli  4          |         Mai  sj 

639"  506 
!7j"    l'4»*I 

jS-iT'jg'o 

f  Pf  *"I 

iiS^T'io-s 
.=  .i'i6-s 

63O/-410 
i65°JB'*o"4 
J*°ls'*S''8 

9  Si'  7"3 
l*J°47V"i 

*0ll'l7"3 

639"4ii 
,58-54'  o"S 

38°i*;j8'^ 

115» 48'  7"* 

2°n'iB"o 

639"48i 
i5'049'34"9 

38"  9' 15"! 

9°49'4i"6 

115"  48^1 5n* 

639^603 

i44°44'55"o 

38°  5'i9"i 

9°49'io"i 

H5°48'37"l 

*°ii'i9"3 

639"7 71 
IS7°39'5S"3 
38"  o'59"7 

9048'44"6 
115°  48*4  3"6 

i°n'i9"7 

639"970 

'3o°34'3*"4 
37°S6'*9"* 

9"48'i3"i 
H5048'46"8 

*°'*'*9"9 

640"  185 

i*S°  »«'4,5*1 
37°5*'  o"8 

9°  48'  4"S 

115°48'47"8 

i"li'3o"o 

il6°i*34"s 

3  7°  47 '46"* 

9°47'47"3 

i*S°4B'47"8 

*°«i'3o"o 

1"  6'lj". 

4°jtf   l"o 
1.805845 

0.74416* 
0.148054 

0.496108 

i°    6'ii"6 
4°55'3l"6 
1.805793 

0.744114 

0. 14B07 1 
0.496143 

>°   6'i4"o 
4" 55' 10"* 
2.805787 

0.744**0 
0. »48073 
0496147 

1°  6'14"j 
4°S4'S0"8 

1.8058*8 
0.7441^9 

0.496119 

i°  6"'i4"6 
4°54'3S"i 

0.744097 
0.148032 
0.496065 

i"  6'i4"8 
4°S4'**"3 
1 . 806015 

o.74398* 

0.147994 
0.495988 

iD   6'H"9 
4°54'il"6 
1. 806160 

0-743847 
0.147949 
0.495898 

1«   6'iS"o 
4°  54'  *"* 

0. 74370* 
0.147901 
0.495801 

1-   6'i5"o 
4°53'53"6 

0.743555 
0.147852 
0.495703 

9-993517 
9 .13 39*4 
4.S48349 

9-99354* 
9.133160 

4- 547685 

9093565 
9.13169a 

4.J47U7 

9-993579 
9.132111 

4.546646 

-  9-993591 
9.131838 

4.546163 

9.993600 
9.1315*7 
4-54595* 

9.99360B 
9.231167 

4.545691 

9.993614 
9.131039 

4.545464 

9.993611 
9.230B29 

4-545*54 

134" 45'   3"' 

I430j6'i7ni 

9.799451 

0.4896J5 

.i7u4*'S4"6 

I34°4i'   t"o 

9-851857 

0.489691 

l*o°4l'll"9 

I*8°*t'57"4 

9.894350 

0.489711 

ii)040'i9"8 

111-58'  8"3 

9.918567 

0.489698 

io6°39'35"8 

HS0l8'5i"4 

9-955557 

0.489656 

99ü38'55"6 

io8°si'15"o 

9.975961 

0.489588 

9*°  38'   3"* 

I01°lo'»4"4 

9.990113 

0.4B9506 

8S°l6'44"3 
9S°i9'iS"S 
9-998113 

0.4894IS 

78034'4B"3 
88°i9'i9"o 
9.999B14 
0.489314 

9,890'" 
0.086609 
9,976731 
0.189086 
9.9M47* 
0^71139 
[46°  46'  19  "6 

uiVirj 

59°l6's8"i 

9,847086 
0.09458» 
9,941668 
0.341548 
9,89*3*5 
0,437811 
i4i"i7'5+"8 
*7*°*.?'43"7 
53°45'38"S 

9,79*869 

9»89B485 
0.38406* 

9,854706 

0,39463* 

i35°*''49"8 

«7*° 14' 31  "4 

48"     6'll"2 

9,7*3833 
o.n>i6i 
9nB45i94 
0.41B165 
9 .884570 
o,34'3'3 
i*9  57'  o"9 
l7i°»o'49"9 
4*°l7'So"8 

9*633681 
0.145017 
9,778698 

o.445*'3 
9.918398 

0,174763 
114"   1'  3"9 
I7ini6'4i"i 
36°i8'46"o 

9,5I0'57 
0.183687 
9,693844 
0.4655SO 
9.946141 
0,18983* 
H7"S5'*6"' 

30"   7 '4*"* 

9,314018 
0.157116 
9^81144 

o.4796*9 
9.968406 
0,077041 
iii"3S'i6"9 
*7*°    7'4*"4 
*3°43'  9"3 

8,967470 
0.188941 
9,419980 
0.487538 
9.984931 
9,9i 57 Bi 

171"   3'i3"o 
17°   3'35"6 

8.46590* 
9.918125 
9,148954 
0.489138 
9.995601 
9,6446S7 
98»   B'10/4 
27i°58'58"4 
lo"   7'*7"8 

0.SS0361 
0.48116* 
0-335917 

0 . 5454<6 
0.483*39 
0.333168 
0.816507 

0.539916 

o-4*3*77 
0-33o*77 
0.813554 

0.533695 
0.483177 
0.316971 

0.5*6815 
0.483*47 
0.313360 
0.806607 

0.519309 
0.483188 
0.319466 
0. 801654 

0.511**1 
o.483"4 
0.31531» 

0.7984*6 

0.501607 
0.481029 
0.310930 
o.793959 

0-493537 
0.481945 
0.306358 
0.789301 

9-7187*5 
9.9»*47B 

9 . 796061 
9-*9»3*5 

9.844136 

9,854706 

9.884570 

9,807618 

9.91B398 

9»747948 

9.946x41 
9,6705*3 

9.968406  :       9.9B4931 
9,565819  1       9«4I3I74 

9.995601 

0.185153 

0,107651 

0.178999 
0,1 713*4 

0.171m 
0,125917 

0.1611JS 

0,068773 

0.147644 
9,99559* 

0.118107          0.196745  j       0.133009 
9,898730  1       9,761564  1       9,546183 

9-899583 

9,050703 

»■934347 
9.70815* 

9.906634 
9.771704 

9871795 

9.818001 
9.86903* 

9.771463 
9.906115 

9.700651 

9.936967 

9.604501 
9.961671 

9.467418 
9.980457 

9.144984 
9.993184 

8.184769 
0.484708 
8.585643 

8.18481z 
8.585687 

8.184856 
0.4117*1 
«- 585715 

8.184889 
0.361697 

8.585763 

8.1849" 
0.199178 
8.585796 

8.184944 
0.119960 

8,585818 

8.184955 
0.115725 
8.585819 

8.184966 
9.970015 

8.585834 

8.2B4966 
9.738511 
8.585834 

'.149*38 

o-5578i4 
8.916118 

• ,149979 
8   935444 

1,150585 
0.657690 

8.934867 

o°6948iB 
8.914389 

l**5'409 

0.715005 
8.934001 

1,151661 

0.748895 
8.933683 

1,251847 
0.766831 
8.9334*1 

1,151990 
0.778890 
8.933189 

i,*5*"6 

O.784904 
8.931976 

8.97*649 

9-91*8oi 

9.019311 

0,066691 
9937753 

9.076818 
0,066690 
9-94335' 

9.116791 
9-94958* 

9.  ISO* 36 
0,066731 
9.956431 

9.177768 
0,066769 
9.963879 

9.199673 

9.971891 

9.115970 
0,066861 

9.98041* 

9.116430 
0,066911 

9.989408 

9rf'9i8o 

<=.»945S7 
0,844918 

9-34175« 
9.986147 

9.418683 
°»*94578 
0,840064 

9.986961 

9,4i8i44 
0,194595 

0,834511 
9.17*850 
9.987918 

9,417666 
0,194609 
0,818304 
9-1*5*84 

9,417148 
0,194611 
0,811436 
9.165196 

9,416873 

0,194630 
o,8l3939 
9.087396 
9.991771 

9,416535 
0,194638 
0,805861 

8-98*354 
9-993430 

9,416*18 
0,194644 
0,797151 
8.819391 
9.995198 

9,4159*' 
0,294651 
0,788188 
8.56704t 
9.997382 

0.! 5861J 
' -899065 

0.317190 
1.866433 

0 .  364544 
i.B*5996 

0.4017*7 

0.431040  1       0.456176 
1.713481   |       1. 634141 

0.47*895 
1.519896 

0.483064 
1.3B4191 

0.486711 
1.151687 

W191S8 

9.9995'D 

9,096014 
0,004445 

9,'435'8 

9,' 83494 
0,016185 

9,116967            9»*44S37 
0,013163    1        0,030648 

9,166487   |       9,181831    1      9,193341 
0,038705   1       0,047184   |      0,056319 

0,831065 

9-49391* 
8.769477 

9.548013 
B-73693* 

0,81*439 
9-59*557 

8.696577 

o,S"7333 
9.619*07 
8.646586 

o„8ii74S 
9.659006 

8.584100 

0,805710 
9.68*580 

8.504904 

0,799*9' 
9.700253 
8.400680 

o,79*549 
9.711079 
8.IJ4991 

0,785570 
9.717880 
8.013487 

'■171716 
1 .  113890 

1.141304 
1.379309 

1.105191 
1.414998 

1.058674 

0-999357           0.911184   |        0.S17666 
I.493167   [        1.517368   1        i.5i556S 

1.547851 

0.403236 

I- 554075 

0  118360 
0,697166 

0.185753 

0.313848 
0,615619 

0.374168 
o„55847' 

0.408054 
0,485148 

0.4158*9  |       0.45791*  j       o.474346 
0,388318          0,15*070   1       0,035598 

0.4849*5 
9,5400*7 

0-141581 

0.141619 

0.1416)8 

0.141638  '       0.141613 

0.141S94  j       0.141557  |       0.141514 
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1871 

April  .S 
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Bot.  S 
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J7°,4j'5j''l 

9°4T'3i"i> 

640n796 
101°  9''i"6 
37°40'i9"i 

9°47'is"5 
1*S°48'47"7 

In:ll'l9"9 

(>4o"<j6] 
95°  1'  7"o 
37°37'34"5 
9°47'  o"8 
iiS°48'48"i 

10I1'29"7 

87"54'48"9 
37°3S''o"4 

9°  46'4  7"' 

iiS°48,48''9 

i"i»'i9"7 

64i"»»5 
8o°47'»i"i 

9°46'34"9 

i*5°48'49"9 

»•ii'»8"6 

64i"3io 

73°39'45"8 

37°3i'4S"3 

9046'*4''S 

H5048'5i"i 

i°ii'*9"5 

64i">9i 

66° 31    5"] 
37°3o'37B6 
9°46'i6"l 
iiS*48'5i"i 
l°ii'»9"5 

641 "441 

59"i4'ii"i 
J7°i9'47"3 

9°46'lo''* 
»i5048'53"i 

i"  i*'i9"4 

i"  6'iS"o 
4°  5  3  4S"S 

0.74J415 
0.147805 
0.495610 

'"   6'.4"9 
4°53'37"7 

0.743187 
0.147761 
0.495515 

1»  6'i4"8 
4°5j'3o"4 

1.806833 

0.743I74 

0. 1477*5 
0-495449 

i°   6'i4"8 
4°S3'*3"5 
1.806930 

0.743077 

0.147691 

0.495385 

i"   6'i4"8 
4'53'i7"4 
1.807010 

o.'74»997 
0.495331 

.*   6'.4''7 
4°  53'«"* 
1.807075 

0.74*93* 

0.  »47644 
0.495188 

iu    6'i4"7 
4° 53'  8"i 
1.807113 
0.741884 
0. »476*8 
0.495156 

i"   6'14"7 
4°  53'  S"' 
».807157 
0.74*850 
O.147617 
0.49S133 

COS  <f 

log* 

9.9936*7 
9.43063° 

4.S450SS 

9.993631 
9.130441 

4.544866 

9-993638 

4.544687 

9-993641 
9.130094 
4- 5445 '9 

9.993647 
9.119945 

4.544370 

9.993651 
9. »19818 

4-544*43 

9-993654 
9.1*9717 

4- 54414* 

9.993656 
9.119643 
4.544068 

M 

E 

■Inf 

acoa<f 

71*3»'  S"9 
81°  9's*"j 
9.994816 

0-489*37 

64°i8'43"j 
73" 5°'  »"3 
9.981478 
0.489157 

S7°i4'3*"5 
66°i9'3i"B 
9.961B»* 

0.4890B7 

50Di9'j8"5 
S8°38'is"8 
9.931404 

0.489017 

430 14'  6"i 
SO°46'l7"o 
9.889094 

0.488978 

36°  8'  o"5 
4»°44'  o"8 
9.831608 

0.488939 

*9°   l'*7"7 
34D3»'i4"o 
9.753538 
0.488910 

*'°54'33"9 
*6°l*'  7"8 

9.644970 
0.488889 

Bubtract. 

cu«£—  e 

9.186185 
9.030390 
8»*i677S 
0.4B4053 
9.999938 
1-71» ]8 J 
9c0 58'  9"i 
»71° 55'  6"* 
i°53'»S"3 

9.444711 
9.804708 
9035149 
0.47 1635 
9.997169 
9.530674 
83°»7'S*"5 
*7l05«'4i"4 
35S°'9'33"9 

9.603715 
0.134495 
9.364757 
0.450909 
9-986151 
9.860106 
75°36'is"6 
I7i°48'46"4 
347D*S''*"o 

9-716377 
9.B18418 
9-54479S 
0.410431 

9.965144 

6^.*'55"* 
i7ifl46'n"5 
339°   9''6"7 

9.801003 
9.864115 
9.665118 
0.378071 

9.931077 
0.160549 
580 47'  ln9 

*7'°44'*5"' 
30°3»'*7"o 

9.866001 
9.885865 
9.751867 

0.310547 
9-883095 
o.*47'5S 
49° 49'  6"o 
I7l°4»'54"i 
jat'ja'  o"i 

9.915799 
9.899807 

0.14*448 

0.31086* 
4o°,3o'io"5 

i7i°4i'4SF'4 
311-11'  s"9 

9.95x909 
9.9089S7 
9.861866 
0.133859 
9-933598 
0.357099 
3o"5*'s8"3 
l7l04o'54''l 
30»"33's*"4 

Add. 

0.484115 
0.481864 
0.301655 
0.784519 

0.474466 
0.481789 
0.1968B8 

0.779677 

0.464758 
0.48*715 
0.191139 

0.774864 

0.455187 
0.481669 
0. »87 507 

0.770176 

o.445995 
0.481615 
0.183101 

0.765716 

0. 41745* 
0.481590 
0. »79047 

0.76(637 

0.419853 
0.481564 
o.*75474 
0.75*038 

0.413501 
0.481545 
0.171511 
0.755056 

9.999938 
S.118170 

9.997169 
9.056108 

9.986151 

9.395448 

9-965*44 

9-584993 

9.93*077 
9-7»4554 

9.883095 
9.809703 

9.811595 

9.881009 

9-7'0358 

9-933598 

Add. 

9.949319 
9. 13S7"4 

0.148B45 
9  J93is6 

o. 109159 
9.811984 

0.140*88 
9.956665 

0.159953 
0.060956 

0.17379* 
0.13979* 

0.183983 

0. 19978* 

0. »91481 
0*4439' 

Mi» 

8.701118 
9.999448 

8,9  "077 
9-998553 

9,338063 
9.989447 

9,55  «63 
9 . 970600 

9,691015 

9.939800 

9,79383' 

9-893745 

9,869693 

9.8*7105 

9,9*57»7 

9-730984 

t«>» 

8.184966 
9- '»6343 

8.585834 

8.184955 
9,385543 

8.585819 

8. »84944 
9,80*8*1 

8.585818 

8.184944 
0,006450 

8.585818 

8.184944 
8?s8s8n 

8.184933 
0,131183 
8.585807 

8.»84933 
o,l99S46 

8.585807 

8.184933 

0,349118 
8.5B5801 

(P  +  r)iint- 

'■»5**34 

0.7B44S7 
8.931775 

',»51348 
0.776846 
8.931581 

1»*51463 
0.76.015 
8.931401 

■n*5*575 
0.7354» 
8.93»*30 

1,151680 
0.697803 

8.93*079 

',15*77* 
0.64473* 
8.931950 

1,151847 
0.570633 
8.931848 

1,151901 
0.465414 

8-93'773 

iiatp  uns 
p:r 

9-130568 

0,066958 
9.998749 

9. »17610 

0.008313 

9.H6413 

0,067038 
0.017967 

9-<9S338 
0,067071 

0.01748» 

0,067097 

0.036630 

9.111913 
0,0671 19 
0.045138 

9.04131* 

0,067135 
0.05*711 

0,067146 
O.059044 

—  IHHfl 

9-4'5639 
oB*94657 

oB77877i 
7.643909 
9.999681 

9,4'S37' 
0,194661 

8»47I579 
0.001183 

9,4i5'*6 

0,7594*6 

8,810574 
0.004859 

9,414899 
0,194671 

o,749859 
8,999891 

9,4'4704 
o,*94677 
0,740671 
9,139*58 
0.010498 

9»4i454o 
0,194681 
o,73*' 33 
9,*»4»43 
0.013181 

9,4144' 1 
0,194684 
o,7»4S37 
9,195411 
0.015875 

9^143'B 
0,194686 

0,718187 
9,347916 
0.01B131 

0.483563 
0.600509 

0.473°'9 

0,799714 

0.454105 

0.415787 

0.3B5795 
i,SS*»98 

0.331197  1      0.15705B 
1,645476   |      1,713739 

0.154485 

1,763416 

B 

9»i975i6 

0^065707 

9,i946n 

o,0753*4 

9,18345' 

9,161409 
0,094553 

9,**9i '9 

0,103717 

9,180031 

o„iii*S7 

9,109447 
0,119846 

9,007147 

o,778+53 
.9.717*3* 

7.471309 

o,77i3" 
9.709418 

7,670498 

0,764185 
9-693416 

8,087765 

.o,757S'S 
9.667650 
8,*9'394 

o,75 " 170 
9.619B81 
8,4**954 

o,7454i4 
9.576681 
B,5i6n6 

0,74041» 
9.501481 
«,584479 

0,736318 
9-397IB7 
8,634151 

fn-.S) 

9.480504 
'■5538*7 

0,308556 
1 . 546405 

0,6479"! 

'■530753 

0,837568 
1.5053*6 

o„967*34 
1 .467858 

',061475 
1.414914 

1,133856 
t. 340916 

1.13577'      1 

0-489175 
9-6*495' 

0.486316 

0.475.38 
0.301071 

0.45417» 

0.411055 
o.549934 

0.37*034 
0. 618733 

0.301505 

0.688691 

0. '99*47      1 
0.733*80 

\V 

0.141431 

0.14LI94 

0.  *4" 361   1 

o-*4"334  1 

0.14131* 

0.141195 

0.14..8* 

0.141*71 

®. 


.87» 

.87' 

UMSO 

April» 

•»""         1          '"■<' 

Dbc.  »          |          Hov.  „          |           Ort.  3 

Alb.  »4 

64i"47i 

l»S*4>'jl"7 

i°n'i9"4 

64i"484 
450   8'48"i 
37°i8'4i"6 
9°i46'  5"i 
ll5°48'54"o 
i°ii'29"4 

64. "481 

380  r  i"6 

37°28'i7"6 

9°"46'  6"o 

ll5°48'54"o 

iDii  19"4 

641 "465 
3o"s3'i6"3 
J7°i7'54"9 

9° 46'  8"7 

iiS°48'53"6 
iQ  1  i'i9"4 

64i"439 

iS045'3i"6 
37°27'3o"8 
9°46'l*"8 
125°48'S2"B 
*°'i'i9"4 

641V4 
i6°37'5'"4 
37°  17'   3"4 
9046'l8"o 
iiS"48'S'"B 
i"il'i9"4 

641 "361 
9"  3o'i  3"o 
37ni6'3."6 
9*>46'i3"9 
ii5"48'so"6 
i°n'i9"4 

641 "3 16 

1°12'J7"6 
37°iS'54"9 
9°46'3o"i 

ns^Vs 

i°ii'i9"3 

i*  6'i4"7 
4°  53'  3n3 

1.807177 

0.741*30 
0.147610 
0.4951.0 

1°  6'l4"7 
4«  53'  i»6 
1.807186 
0.742811 
0.247607 
0.495H4 

1°  6'i4"7 
4° 53'  3"o 

1.807184 

o.74iB»3 
0.495115 

in   6'.4"7 
4°  53'  4"3 
1.807173 
0.741834 
0.147611 
0.495113 

l"  6',4"7 
4°  53'  6"4 
1.80715S 
0.741851 
0 . 14761 7 
0-495*35 

iu   S'i4"7 
4° 53'  9"o 
1.807131 

0.74*875 

0.247615 
o.495*So 

."    6'14"7 
4°53'u"9 
1.807103 

0.741904 

0-14.7635 

0.495169 

i°   6'l4"6 
4°  S3'i5"o 
2 . 807071 
o.74i93S 
0.147645 
o.495i9o 

9-993&S7 
9.H9S99 

4.544014 

9.993658 
9  119581 

4- 544°07 

9.993658 
9.119591 

4.544017 

9.993657 
9.119615 

4.544050 

9-993655 

9.129675 
4.544100 

9-993653 
9.229739 

4.544164 

999365' 
9.119811 

4.544236 

9.993649 
9.129886 
4.544311 

i+°47'25"o 
I7°45'i6"9 
9.484118 

0.488877 

9°"3'38"> 
9.105070 

0.488872 

0"  32'44"o 
o°39'i5',3 
8.059451 

0.488B73 

353°  15'"  "4 

3S*°   5'  i"i 

9.139019 

0.488880 

346°  18'   i"8 

343°3*'47"9 

9,45H47 

□.488890 

339°io'48"o 

335°  4'59''i 

9,6*4595 

0.488903 

332°   3'4i"4 

3*6043'3""» 

9,739198 

0.4BB910 

324°56'42"7 

3i8"i9'57"B 

9,811170 

0.488939 

9.978806 
9.914791 
9-893597 

9.973095 
9.970139 
0.388817 
n"   o'i6"o 
27i°40'i6"4 

292040'12"4 

9-994344 
9.918091 
9.911435 

9.693941 
9.991032 

0.407649 

*7'°39'47"6 
28i°36'i8"i 

9.999971 
9.919248 
9.919119 
8.548314 
9.999960 
0.414434 
o°46'47"3 
*7"°39'i3"6 

272n26'l0"9 

9.995841 

9.918391 

9.914*33 

9.627899 

9.994141 

0.409456 

35°°36'36"9 

27i°39'  i"3 

262°i5'38"2 

9.981841 
9.915430 

9.897171 

9,941037 

9.974416 

0.392507 

340n3i'3i"4 

27i°38  38"o 

iS*nio'io"4 

9.957569 

9.910015 

9.867584 

o,"3498 

9.94017S 

0.361834 

33o"36'4*"i 

17»°38'»»"6 

*4i"i4'S3"8 

9.921131 

9.901437 

9,813669 

0.118218 

9.890141 

0.31B938 

3ioD56'i8"4 

171*1T'4»"» 

*3*n34'  9"4 

9-87445* 
9.888353 
9.761805 

9,87398* 

0.158095 

3ii°34'i4"o     ' 

271-37'  5"6 
2l3nu'i9"6 

0.418678 
0.4B2534 

0.170175 
0.75*809 

0.415617 
0.482530 
0.268861 
0.751391 

0.414474 
0.48153' 
0.168333 
0.750864 

0.415314 
o.48iS37 
0.268717 

o-75iiS4 

0.481545 
0.169997 

o.7SiS4i 

0-4*1659 
0.481356 
0.272113 

0.754669 

0.428797 
0.48257. 
0.  »74975 
o-757546 

0.436117 

0.481588 
0.27B468- 
0. 76.056 

9- 5544 '7 
9.970139 

9.278325 
9.991032 

8.133850 

9 . 999960 

9,212585 

9.994141 

9,5H946 
9.974416 

9.690839 

9-940I75 

9,7994H 
9.890141 

9,87398i 
9.82186B 

0.196718 
0.17SSM 

0.199876 
0.194110 

0.301014 
0.300995 

0.300.81 

0.197333 
0.279I7S 

0.1914*0 

0.249989 

0.285281 
0.207513 

o-*7SS34 

0.149986 

9,965061 
9.586040 

9,989404 
9.3389.3 

9«9996o7 
,8.618489 

9.996025 
9.119163 

9,9786n 
9,486006 

9,946930 
9.668051 

9,899869 
9,783762 

9,8353'3 
9,861789 

8.184933 

0,38374° 
8.585801 

8.184933 
0.405021 
8.585802 

8.184933 

8.585802 

8.184933 
o«4"339 

8.585801 

8-184933 
0,396713 

8. 585 Box 

8. 184933 
0.369S89 
8.585802 

8.184933 
□,328666 
8.585801 

8.184911 
0,171540 
8.585796 

1,15193s 
8.931719 

»,151948 
0,019716 
8.931711 

1,*5*939 

8.884714 
8.931711 

1.251911 

9»963839 
8-931753 

r,15l870 

0.275488 
8.931806 

1.151817 

o,44SSo8 
8.931870 

1,151760 
0,556967 

8.931941 

1,151702 
0,633038 

8.93*°'9 

8.784016 

0.067153 
0.063856 

8.507907 
o"o66913 

7-363441 
0,067155 

0. 068057 

8,441210 
0,067.51 

0.067113 

0.064454 

8.920578 
0,067138 

0-059897 

9,oi9i3* 

0.067.18 
0.053774 

9.103868 

0,067118 

9,4' 4163 
0.294687 
0.7I33ÖS 
9.384401 

0.019899 

9.414141 
0.194688 
0,7I0305 
9*4o6l74 

0.011047 

9*4»4i53 

9,4i4ii3 
0.021481 

9,41419a 
0.294687 
0,7.0001 
9„40»43J 
0.02.164 

9,4i 43 5'  - 

0,294685 

0,712776 

9,388767 

0.020123 

9.4.4416 
0.294683 
o,7l734* 
9,3S46oi 

0.018441 

9,4M5i3 
0.29468. 
o.7i3478 
9»304654 
-  0.016149 

9.4.4607 
0.294679 
0.730906 
9n*3647S 
0.013693 

0.OO471B 
1,797938 

9-75453° 
»,8l9H9 

9.042963 

1.828179 

9,544577 
1,815537 

■     9,904097 
..8109,1 

0,090711 

1.783787 

•  0.1.1J59 

1,741864 

0,199016 
1,685744 

8.85.169 
0,131009 

8,575063 
0.134069 

7,430597 
0,135m 

8.509361 

o.i34375 

8.819767 
0^13 1600 

8. 987716 
0,127035 

9.096360 

o„ 120902 

9. 170986 
0,1 '3479 

0,733*64 
9.13895s 

8,668673 

o„71iS5i 
8.961418 

8,689954 

0.730643 
7. 8 16436 

0,731165 

M95591 
8,696172 

o,73*899 
9,io7i94 
8,681646 

0,735783 
9,377378 
8„6S45*i 

0,7397*7 
9.48B909 
8,613599 

o„744S99 
9,567057 
8,556461 

1,113074 

1.077617 

1.244980 

',151899 
9.655121 

1,147054 
o,7 34*' 4 

1.227186 
.„04581 3 

1,191991 

1,115769 

1.142901 
',317156 

l,O74S70 
1,405151 

0.043194 

0.764401 

9.767197 
0.783092 

8.621713 
0.789868 

9,701465 

0.784901 

0.01 1B36 
0.768065 

°,' 79 741 
0.738891 

0.696433 

0,3619" 
0.638925 

0.141167 

0.141165 

°-*4"" 

0.14.168 

0.141171 

0.141278 

0.14118s 

0.141194 

244 


Datum 

i87S  ' 

1874 

Fabr.  14 

Jan  .15 

Dm.  6 

Oct.  97 

B.Bt.  .J 

Aag.S 

Jnnijj 

BTalao 

v-u 

■in  (V-0) 
co.ft' 

cos  U'„— Q) 

+  »Dl6'*4"o 
w>l°47'S2"s 
iiS°4"'47"3 
Vf  6'  s"* 
9.988901 
9.999893 
9-3*8744 

+1°I7'»6"7 
199"  46 '31'° 
l*S°4i'2l"3 
74°   4' ""3 
9.982993 
9.999890 
9.43B488 

+1°  1T'56"4 
196" 45' 19": 
i25°4i'57"o 
71°   l'll"l 
9.975773 
9.999888 
9.JU771 

+  i°iB'i3"i 
193°  44'  9"o 
"5°  41 '»"9 
68°  o'ig"! 
9.967190 
9999887 
9-5734*4 

-t-i°!8'36"B 
i9O042'59"i 
115° 44'* 3"* 
64°58'3S"9 
9-9S7"93 
9.999886 
9.626327 

-t-l°i8'l7M5 
i87"4l'46"l 
1*5°  45'  7"6 
6i°56'3B"7 

9-9457»o 
9.999886 

9.671405 

+i0i8'i5no 
184°40'17"1 
ii504S'5i"5 
58"S4'35"8 
9-93*655 
9.999887 
9.711974 

+1°17'59"4 
(8i038'59"* 
l2sn46'33"o 
S5°52'26"i 

9.917918 
9.999888 
9-748975 

■in« 
coaA'BinlV— 31 

9 
«— i 

8.346784 
9.999887 
9.988794 
i°i8'ii"6 
i0ll'l4"l 
— o°S4'   i"s 

B-35'747 
9.999881 
9^981883 

8-355449 
9-999B7S 
9.975661 
.Di2'i4''6 
i°n'i3"9 
— o°49'59"l 

8.3579" 
9.999869 
9.967077 
lD24'3*"o 

20ll'l4"O 

— o°47';i"o 

8.3591BS 
9.99986t 
9.957079 

l°26'45"* 

2°  11  14"! 

— o°45'38"9 

8.359149 
9-999854 
9- 945596 
l°i9'  S"4 
2°  ia'i4"5 
-o°43'i9"i 

8.358097 
9-999846 
9.931542 
i°li'!3"9 

l°Il'25"0 

— o°4o'si"i 

8-3557*8 
9.999837 
9.917816 
l°34'i2"3 

2Dll'25"7 

— o°38'i3"4 

■in  |«-.l 

8,196303 
9.988907 
9.999946 

8,180019 
9.983001 
9.999950 

8,161579 
9.975786 
9-999954 

8, '43745 
9.967108 

9-999958 

8,113138 
9.957218 

9.999961 

8,100387 
9.945741 

9.999965 

8,074916 
9.931696 

9.999969 

8,046046 
9.917979 

9-999973 

cobü,  coaZ, 

9.9BB8SJ 
9.98B904 
9.348637 

9.9B2952 
9.981998 

9.43B378 
74°    4'2o"o 

9-975740 
9-975782 

71°   2'33"6 

9.967166 
9.967103 
9.5733II 

68°   o'43"6 

9.957180 
9.957111 
9.616113 

64D58'54"4 

9-945707 
9-94S734 
9.671291 
6i°  57'  o"8 

9.932665 
9.932687 
9.7"86i 
S80ss'  i"s 

9.9179S* 
9.917971 

9.748863 
SSVs6"t 

coiJB, 
«mBi 

9.999949 
o.736S75 
8,185110 

9-999954 
0.736731 
B„i6302i 

9-999958 
0.736818 

8„i 38365 

9.999963 
0.736861 
8n"o953 

9.999969 
0.736B35 
8,080356 

9-999973 
0.736747 
8,046119 

9.999978 
0.716597 

9.999981 
0.736386 

7,964025 

Lt-u 

COS  [Li—  K) 

r,  coaü, 

336°i2'l7"7 

9.961418 
0.7365*4 

9,605760 

338ni7'n"i 
9.968046 
0.736686 
9,568104 

340üii'5o"o 
9.973980 

0.7367B6 
9,5*639» 

341*26 '49"! 
9- 979*91 
0.736825 

9,4794 '4 

344°3  3'iB"i 
9.984016 

O.736804 
9,415391 

3  46D4i'i3"S 
4.988100 
0.736720 
9nl6i7o2 

3  48°  54' 34*9 
9.991813 

0.7J657S 

35rn'i4"i 
9.994846 
0.736367 
9,18513a 

Subtract. 

0.69795» 

0.564014 
9-5S7770 

0.70473* 
0.564810 

9- 579919 

0.710766 

0.564880 
9.601114 

0.71611B 
0.564233 

9.621883 

0.710830 
0.561874 
9.641110 

0.714910 
9 . 662006 

0.718388 
0.558026 

9.681550 

0.731*11 

0-554S44 
9.700700 

5i-r 
5i 

0.111794 
9,93*8 70 
0,341284 

0.144749 
9,915084 

0.i3O479O 

9,892648 

0,163184 

0.186116 
9,864024 
0,2.6139 

0 . 104994 
9.869831 

0,162196 

9.901891 

0,098421 

0.239576 
9-91*445 

0.155144 
9-95770S 
9,91 1 505 

ocoa» 

0.409414 
9.999770 
8,9*1785 

0.389706 
9-999773 
««899753 

0.370536 
9.999778 
8,875193 

0.352115 

9.9997B8 
8,847815 

0.335163 
9.999800 

8,817191 

0.319919 
9.999817 

8,782876 

0.307131 

9.999838 
8„744ii9 

o.i97539        I 
9.999861        1 
8,700411        | 

,   Subtract. 

9' 59°356 

8.771068 
7.790175 
9.952055 

9.610067 

7  -  789804 
9.958508 

9.629242 
8.887716 
7-789516 
9.963901 

9-647573 

8.94*7-9 
7.789414 
9.968361 

9.664637 

8.993911 
7-789495 
9.971991 

9.679898 
9.039694 

7.789759 
9.974860 

9.691707 
9.078111 

7 . 790209 
9- 97702  2 

9.701311 
9.106966 

7.790841 
9-978503 

Subtract. 

8.713123 
9.41107S 
9.  335t>9* 

9.340318 

8.78B709 
9.493441 
9.395011 

9.405486 

8.851617 
9.561393 
9.451606 

9-458817 

8.9.10B1 
9.617199 

9.506952 
9- 503800 

B. 965901 
9.686731 

9-S5678S 
9-541573 

9-014554 
9-719474 

9.600498 
9-576496 

9.055141 
9-78JS3I 
9.636147 
9 . 606441 

9.085469 
9.816681 
9.661510 
9-6319*3 

-Bo 
So 
Wo 

»A"nh   :  Yp 

8.675410 
91.065407 
7^644908 
1.890757 

8.800497 
9»°93499 
7,688462 
1.890685 

8.9114*! 
9«i 14811 

7,726810 
1 .890609 

9.01075* 
9,1273*0 
7,758896 
1.890518 

9.099358 
9,118098 
7»78l091 
1 . 890447 

9.176994 
9,11*976 
7,79741° 
1. 890367 

9.241588 
9„o7S8*4 
7„799l6i 
1.890191 

9194433 

9„oo&9?4 
7,785880 
I.890127 

w 

JQ 

0.566177 
0.956164 
9i.535665 

0.691 182 

0,984184 
9,S  79M7 

0.802031 
1,005410 
9,6174*9 

1,017848 
9,649414 

0.989805 
1,018545 

9,673S40 

1. 067361 
1,003343 

9,687797 

1.132880 
ong66i 16 
9,689654 

1.184660 

0,897*01     : 
9,676107     , 

4-      o"i3B 
-     1*"o8j 

w-     35  994 

4-        0"018 
—     39n5l6 

—  o"ii6 

—  4i"35° 

-  0"i87 

—  44"i38 

—  o"45i 

—  44"51S 

—     43"l64 

—  °"7*7       1 

—  19"9i4 

y* 

* 

+     o"iosi 
-1-     «"7345 
+     »"8397 

+     o"oS*4 
+     9"30i? 
+     9"lS4l 

-     o"o458 
4-     9"768s 
+■     9"7«7 

-     0^994 
+  io"o695 
+     9"87oi 

—     o"4i66 

-t     10"! 198 

+     9"703i 

—     o"?oo7 
-j-     9"82o8 
+     9"i*ol 

—     i"o456 

+     9"°740 
4-     8"o*84 

—     i"4309 
+     7*8065 
+     6*3 756 

JL 

+        o"747 

—  o"oi4 

—  14"889 

—  14"*" 

+       0^*98 

—  33"940 

-  44^169 

—  44*410 

—  55*445 

—  °*75S 

—  o"o3i 

—  S6"ili 

—  1'   7"8o? 

-  i"i87 

-  «"033 

—  1'  9"ii? 

—  i'20w745 

—  '"744 

—  o"o33 

—  1'11"19S 

—  l"o47 

—  o"012 

—  i'l5"474 

—  l'44"S*i 

—  *"ii3 

—  0  030 

-h  1'  J"63i 

+     49"">34 

+     .'J2"64> 

-f-   i'*s"749 
+     I9"6i3 
+   i'45"J45 

+-  i'5o"990 
-     I3"999 
+  i'36"96* 

-f-  l'i8"8oi 
—     5o"o73 
+   i'iB"697 

+  i'47"998 
—  l'is"68o 
+  l'22"iBS 

+  !'.6"S85 
-  1'S6"587 

+   i'i9"9fi5 

+   3'4i"668 
—   *'i7"4°S 
+   l'*4"*3i 

+  3'59"64l 

—  2'2*"355 
+   i'l7"i56 

—       l"597 

+     5S"°*9 
+     53"43* 

—       o"797 
+     S9n3i9 
+     5*"51i 

■f       o"698 
+  1*  i"378 
+  1'  3"076 

+       3"o46 
+  "'  l"659 
+  1'  6"705 

+       6"38o 

+     1'    l"6l2 

-t-  1'  9*001 

+      '0"7S8 
+     S8"778 
+  1'  9"5l6 

+     5 '"859 
+  1'  7*949 

+     41 "006        1 
+   1'  V'074       | 

i874 

1873 

April  10 

Mfcii 

JU.s> 

DM... 

Kot.  1 

B«pt.  T> 

Alf.  13 

Jal>4 

Mtlij 

4-i°i7'w"7 
i7B°S7'i9"» 
liSn47-lo"S 
52"  jo1  %"t 
9.901408 
9.999890 
9.781111 

+  i°i6'29"o 
«7S*3SV* 
l*5D47'4*"l 
49°47'4»"' 
J.  88*946 
9.999892 
9.809913 

4-i0i5'i4n6 
l7*°33'«l"4 
12S°48'  7** 
46°  45'  4** 
9.861361 
9-999B96 
9-835797 

+  .°.4'   7*o 
l69°3o'37"4 
125°48'1S"* 
43°  4»' 11"» 
9-83943« 
9 .999899 
9.859094 

+  I"ii'36"6 
i66°i7'39"3 
!2S°48'37"i 
40°  39'   *"* 
9-8I3877 
9  999903 
9.880068 

+  i°io'53"6 
i63°14'm"* 
H5048'43"6 
37D35'3o"6 
9-7»5353 
9.99990B 
9.89893* 

+  1°    8^*4 

12  s*  4  8 '46*8 

34D3i'3*"3 
9-753411 
9.999913 

9.915860 

+  i°   6'5o"8 
157°15'SI"6 
HS°4B'47"8 
3i°27'  J"8 
9.717479 
9.999918 
9.930993 

+1°   4' 3 1*1 
i54°io'4B"3 
HS°48'47"8 
i8°ii    o"s 
9-67679« 
9-9999*4 
9-944445 

8.35211» 

9.999827 
9.901298 

%"%f    2*8 

2°i*'a6"S 

-o"js'2  3''7 

8.347*57 
9.999816 
9.88*838 
i°4o'  7"9 

2DI2'27"3 

— o°32'i9"4 

8. 341 111 
9.999803 
9.861157 
l°43'3o"9 

2° i»'i8"o 
— o°28'57*i 

8.333608 
9.999788 
9.839330 
i°47'iS"* 
*°n'i8"7 
— o°*S'i3"5 

8 . 314690 
9,999772 
9.813780 
.°S.'i6"3 
lei»'i9"3 
— o°ii'  3*0 

8-314301 
9-99975* 
9.785161 
.•S6'n"i 

l'll'i9"7 
— o°i6'i8"6 

8.30237B 
9.9997*8 
9-7533*4 
■      2»   i'39*6 
2°ii,i9"9 
-o,io'5o"3 

8.288778 
9.999699 
9-717397 
2°   8'  4*3 
i"li'3o"o 
— o*   4'i5*7 

8.173395 
9.999661 
9.676722 
**  1  S'44*6 

i°.i'30*o 
+o°    3' "4*6 

8,011660 
9.901471 

9-999977 

7,973*36 
9.88302» 

9.999981 

7,9*5395 
9.862454 

9.999985 

7,865553 
9.839541 
9.99998« 

7,786976 
9.814008 
9 . 999991 

7,676178 
9-7«5S09 
9-999995 

7,498688 
9-753596 
9-999998 

7,109967 
9.717698 

6.974718 
9.677060 

9.901448 
9.90146] 
9.781001 

S2°5°'43"° 

9.883003 
9.883014 

9.809805 
490  48'»o"7 

9.862439 
9.862447 
983J693 

46°45  47"4 

9-839530 
9.858998 
9.858993 

43°  41 '59*8 

9.879974 
9.879971 

40*39' 5  3*7 

9.785504 
9.898841 
9.898840 

37°36'*6"4 

9-753594 
9-9"S77J 
9-915773 
34,>J»'3*"* 

9-717698 
9-9309" 
9.93091t 
}l°i8'  7*4 

9.677060 
9 ■ 944369 
9.944369 

280 23'  7"6 

9.999985 
0.7361 13 

7H9i4ili 

9.999989 

0.735780 
7,856158 

9 ■ 99999* 

0.735387 
7,787849 

9-999995 
0.734934 
7^705095 

9.999997 
o.7344*7 
7,600984 

9-999999 
0.733864 
7,461687 

o.733*46 

7„i5"84 

0 .  000000 
o.73*574 
6,827665 

0.000000 
0.731849 

6.651778 

353°3l'44"9 
9  997*53 
0.736098 

9,04968 1 

3560    l'4*"l 
9.998964 
0-735769 
«„83867 3 

358°39'i6"i 
9.999881 

0.735179 
8,369824 

Tis'  9"o 
9.999867 
0-7349*9 

8.393866 

9 
8 

11'   7*7 
998746 
7344*4 
880163 

70*B'44"* 
9.996190 
O.733863 
9.114484 

io,49,2l"9 
9-99«o5 

o.733*46 
9.273640 

U°l4'3l"8 
9.986110 

o.73*574 
9.395919 

i8*i5'39"8 
9-977558 
o.73I »49 
9.496016 

0-733351 
0.550361 
9.719346 

0.734733 
0.545486 

9.737300 

o.735*6o 
o.5399*6 
9-7543H 

o.734796 
0-S33695 

9.770054 

9 

733'7o 
5*6815 

7B4086 

0.730153 

0.519309 
9.795855 

o.7*545l 
0.511123 

0.718694 
0.502607 
9.809339 

0.709407 
0-493537 
9.808805 

0.169707 
9-97779* 

9B78578o 

0.282786 
9.991837 

9,57444* 

0.194240 
9.999092 

9,"05*03 

0.303749 

9-9990  31 
9.118795 

9 

991380 

614587 

O.JiS"64 
9.97606B 
9.848347 

o. 3^813 
9.953'04 
0.006886 

0.311966 
9-9**394 

0.118493 

0.302341 
9.883541 

0.11787S 

0.291915 
9.999887 

8,650144 

O.190949 
9-999913 

8,59*038 

0.19514B 
9.999938 

8,513136 

0.304717 
9-999959 

8,440019 

9 

8 

3'95*' 
999977 

3354« " 

0.339096 
9.999989 
8»'9S55' 

0.361719 
9.999996 
7,985530 

0.38957* 
7,560139 

7.383627 

9.70797* 
9. 113916 
7.791661 
9.97930* 

9.70B964 
9.116891 

9.979402 

9.704790 
9.114370 
7.793839 
9.978726 

9.695141 
9.085726 
7- 795 '9* 

9.977164 

9 
9 

9 

680456 
041368 

796719 
974543 

9.660893 
8.982679 
7 . 798408 
9.970615 

9.637177 
8.91183! 
7.800161 
9.965040 

8.831184 
9-957349 

9.58,200 

8 . 743600 
7.804453 
9.946923 

9.103222 
9.836573 

9.674*77 
!      9.656197 

9. 106194 
9.841017 
9.67*378 

9.676250 

9.093096 
9-828356 
9.654196 
9.692848 

9.062890 
9.797686 
9.619421 

9.7054S9 

9 
9 

9 
9 

01 5911 
749o8i 
568183 
713131 

8.953*94 
9.683447 
9.501988 
9.714879 

8.876871 
9.601311 
9.4*3054 

9.708432 

8.7886)3 
9-5073*7 
933389" 
9.690955 

8.6905*3 
9.399930 
9*37137 

9.657787 

1       9-33°474 
7»7S3466 
1.890174 

9.348628 
8,680736 
7,698332 

9-347"44 
8,198199 
7,616331 
1.890117 

9.314880 
8.191685 
7,502919 
1.8901 17 

9 
8 

T 

181415 
630498 
3513*1 
890132 

9.116867 
8.801641 
7,148845 
1.890161 

9.131486 
8.883757 
6,861401 

9.014846 
8.917116 
6,348871 
1.890241 

8.894914 
8. 91 8398 
6.074150 

1.8902B3 

1 . 210648 
0B779176 
9.643640 

1.238764 
0,57087* 
9,588468 

I. 137161 
0,088416 

9^06449 

-1. 114997 
9»393036 

-  0*625 

-  14"756 

9 

171547 
520630 
141454 

9n039oo6 
—       0*313 

1.021684 
0. 773955 

8,75*599 

—  0*168 

-  1*916 

0.915087 
0.807367 
8,139113 

—  o"oS3 

-  0*410 

0.785107 
0.808681 
7.964433 

+        0"oiB 
+        0*131 

!  -    C798 

—     34n>9° 

—  0*805 

—  28"5o4 

-  0*743 

—  21 "500 

—  0*473 

—  9"oi4 

I+  + 

—     2"i6i6 
+     3"76" 
+     '"5995 

—  2*4031 

+     '"*545 

—  1*1486 

—  2:,5o3i 

—  1**534 

—  3*7566 

—  1*4463 

—  3"4978 

—  5*9441 

—  1*1468 

—  5**778 

—  7*5146 

—  1*9416 

-  8*4378 

—  l"5773 

—  7*1557 

—  8*7330 

—  1*1983 

—  7*3*8i 

—  8*5165 

—  i'5 1*645 
!  -       t"8T5 

—  O*0»6 

,  —  "'54"S46 

—  ■ 'S6"35& 
■—       '"315 

—  o"on 

—  i'S  7*691 

—  1  54"736 

—  o"48o 

—  1 '47* 7*8 
+        0*514 

—  ''47***5 

—  i'36"n6 
+       ."51» 

—  »'34"7*' 

—  i'i  1*797 
+        1*36« 

—  0*003 

—  i'i9n43* 

—  1'  6w2iB 
+        2*980 

—  1'  3"*  39 

+       3*307 

—      47*701 

—  17*2*0 

+       3"36i 

—  33*858 

+  4'   6"8m 
-  2'  6"7B4 
|  +  2'  o"ooi 

-+-  4'  o"474 
-   .'29*162 

+    l'3."29l 

+   3'4o"o65 
-      3**615 
+   3'  7*434 

+  3'  7*79o 
+     35"o*7 
+  3V806 

+   i'i  8*1.9 
+   1 '43*1*8 
+  4'""440 

4-   1 '46*9 58 
+   i'4i"871 
-f-  4'i8"8i6 

4-   1'  9"o8o 
+  3'*3"948 
+  4  33"o*7 

+      38*041 
+   3V578 
+   4'i4"6i9 

+      15*433 
+   3'5o"54S 

+  4'   5*977 

1   +     »8" 120 
1  +■     *9"951 
+     58"o73 

+     33"459 

+     17*056 
+     Jo"jis 

+      37**48 
+       5*059 
+     4*"l07 

+     38*839 
—       4*368 

+      34*471 

+ 

+ 

37"984 
10*136 
17*848 

+      34*903 
—      n"oi6 
-t-     »1*877 

+     30"! 71 
—     10*61 B 
+     *9"S53 

+     *4*51S 
—        6*966 

+     .7-549 

+      18*617 
—        2*232 
+     .6*395 

Datum 

1873 

187» 

April  13       |       Hin  6        j        Jim.  15 

D«.,«.      |        Nor.  6 

e«Pt.  i7 

A»g.  18      |            Juli  9 

a 

iin(V— Q) 

OOift,' 

coslV  — ß) 
cos  (V—  Ol 

+  1°    *'  o"o 
i;i°   s'  7"' 
liS°48'47"6 
»5°l6'i9"s 
9.630344 
9-9999*9 
9. 956308 

+0 
'47 
"S 

9 

9 
9 

S9'"7"4 
S8'45"3 
48'47"7 
9  S7"6 
576677 
999935 
966655 

+0 
144 
125 
"91 

9 
9 
9 

56'i3"4 
5i'4o"o 
48'48"i 
*'Si"9 
Si 369* 
999941 
975545 

+o*53'i8"8 

I4i°43'48"6 
125°48'48"9 
i5e54'59"7 
9.438'i7 
9-999948 
9.983011 

+0*50'  3"6 
i38*35'  8"5 

"*5*48'49"9 
.2*46'.  8"6 
9-3445*8 

9-999954 
9.989110 

-r-oe46'38"4 
i35*iS'37"6 
ii5,48'5i"i 
9*36'46"s 
9.112693 
9-99996o 
9.993858 

+o»43-  3"8 
J3**i5'i3"B 
i*5048'5i"i 
6ei6'n"6 
9.049804 
9.999966 
9.997*5* 

+o'  39'*o"l 

i*9n    3'54"B 

125' 48-53"* 

3*15'   i"6 

8.753587 
9-99997* 
9.99930. 

co»ft'sin(V~  8) 

Q 

8.156094 
9.999613 

9-6jo»73 
*°*S'  9n4 
1°  1  i'3o"o 
o"ii'39"4 

8 
9 
9 

136686 
999547 
5766.2 
37'   3"* 

12'29"9 

i4'33"3 

8 
9 
9 

114909 
999451 
513634 
5i'39"4 
H'i9"7 
40'   9"7 

8.190545 
9.999307 
9.438075 
3ei4'ii"9 
*•  n'29"7 
1"    l'43"2 

8.16320. 
9.999059 
9.344482 
3" 46'  8"o 
i"'i'*9"6 
i°3l'38"4 

8.132471 
9.998572 
9.1*1653 
4°38'4*"i 
2*li'*9"s 
i°i6'ii"6 

8.0978*1 
9-9973oB 
9.049770 
6'2*'i4"6 
*'l*'i9"5 
4*    9'5S"i 

8.058495 
9.991331 
8-753559 
ll**4'34"o 

*"  1  i'ig"4 
9nn'  4"6 

»in  (Q— .1 

7.566044 
9.630660 
9.999997 

7 

9 

9 

853B62 
577o65 
999989 

8 
9 

9 

067518 
514182 

999970 

9 
9 

254129 

438768 
999930 

8.43SI34 

9-3454*3 
9   999839 

8.628571 
9.2240B1 

9.999607 

8.861142 
9.052461 
9-998BS. 

9.203857 
8.762228 
9.994376 

cükü,  linZ, 
co»  Bi  cosZ] 

9.630657 
9.9S613* 

9.9S6il7 
15°!7'3o"q 

9 
9 
9 

5770S4 
966592 
966590 

9 

9 
9 
19 

514151 

975490 
975487 
4'   7"9 

9 
9 
9 
15 

438698 

98*975 
9B1970 

S6'i7"9 

9.345161 
9.989082 

9.989074 
Ii°47'l8"5 

9.223668 
9.993830 
9-993818 
9e38'  7"6 

9.051313 
9-997*3* 

9.997118 
6°*7'43"4 

8 . 756604 
9.999191 
9-999*73 
3ni6'*3"7 

lin-B, 

9-999999 
0.731074 
7.196704 

9 

7 

999998 
730250 
43<>917 

9 

1 

999997 
719380 
581710 

9 

7 

999995 
718465 

691897 

9.999991 
0.7*75*7 
7.780557 

9-999988 
0.726509 
7.852653 

9 ■ 999986 

o-7* 5473 
7.913604 

9.99998* 

0,7*4406 
7.96608; 

Z,-U 

cos  <£,-«) 
r,co»5, 

»in  [i,  —  «) 

i2'i4'i4H7 
9.965916 

0.731O73 

26 
9 

9 

5>'37"i 
950419 

730248' 
654961 

3' 

9 

9 

38'5S"9 
930072 
7*9377 
7I99H 

36 
9 

9 

47'  i"* 
903579 
718460 
77717B 

4i°.6'i."S 
9.869113 

o.7*7499 
9.817771 

480    6'   7"4 
9.824650 
0.7*6497 
9-871769- 

54°15'37"S 
9.76648B 
o.7*5459 
9.909385 

6o°4i'3i"3 
9.689531 
0.724388 
9. 9+05 SB 

Subtract. 

0.696989 
0.414HS 
9.801115 

9 

680667 
474466 
783679 

9 

659449 
464758 
75*538 

9 

631039 
455187 
701248 

0/5967** 
0. 445995 
9.61794B 

0-S51147 
0.43745* 

9.476043 

0,491947 
0.4*9853 

9.186685 

0.4I19I9 
O.42350I 
8.34845; 

Vi 

0.185130 
9.862530 
0.311153 

9 

*SB>45 
903853 
385110 

9 

117196 
935871 
449198 

9 

156435 
960379 

SOS738 

0.063943 
9.978500 
o.555i7i 

9.9I3495 
9.990920 
0.59B266 

9.616538 
9.998013 

0.634844 

8„76i374 
9.999966 
0 . 664976 

<>CU.» 

0.449623 
9.999998 
7.9*7778 

9 
8 

481357 
999995 
,61177 

9 

8 

513426 

999991 
311090 

9 
8 

545359 
999988 
421362 

0.576771 
9.999984 
8.50B064 

0.607346 
9.999981 
8.57916* 

0.636831 
9999978 

8.639077 

0.665010 
9999976 
8 . 69049 1 

Q-3 

Subtract 

9-S5037S 
8.651115 
7.806778 
9.932928 

9 
8 
7 

9 

518638 
5S59H 

809250 
914238 

9 
8 
7 
9 

486566 
459698 
811860 

9 
8 
7 
9 

4546i9 
363887 
814605 
855940 

9 .413*1 3 
8 . 269639 

7.817479 
9.810868 

9-39*635 

8.177905 
7.820473 
O. 106314 

9.363147 
8. 089441 
7-823581 

9.926559 

9. 334966 
8.00489g 

7.8*678* 
9.70501; 

K 

Subtract. 

8.584053 

9- '35*40 
9 . 6009 1 8 

8 
9 
9 

+--0151 
150819 
030380 
504591 

8 
9 
g 

9 

349006 
008455 
924456 

319167 

8 
8 

8 

219817 
851866 

819074 
894486 

8.080507 
8:677*29 
8.715634 

8.965950 

7.9167B7 
8-477934 
8.6IS357 
9.570796 

7.750140 
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8 
6 

51497* 
855362 
631319 

8 
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6 
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890393 
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6 
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8904*1 
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8,i5S<>6i 
8.196773 
6.111188 
1.890483 

s 
w 

0.626481 
0.786S19 
8.402154 

8 

4*5333 
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8 
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—      0-985 

+        o"ol9 
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-  /'1476 
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—  0*0735 
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+     o"oJ79 
-     4^1653 
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—  3"il95 
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—  *"3*B9 

+     0"i4il 

—  l"6347 

—  1*4916 

4L 

—  2S"4o6 
+       3"' 90 

—  *2"2l6 

—  I5"7i7 
+       1^85* 

-  ""875 

-  8*097 
+        2^411 

—  5*686 

—  »''299 
■+-       i"9*. 

—  o"j79 

-h        1"917 
+       l"433 

+       3"359 

+       4"837 
+       0^98* 

+       5"Bi8 

■+-       6"667 

+       o"6oo 

+       7"*66 

+       7"6l8 
+       o"3o; 

+       7n9** 

4nx 

+        i"*79 
+  1'38"95S 

+  3'4o"i34 

—        5"4«9 

+    3'"5"94i 
+  3'io"s*3 

—       6"i93 

+   *'45"749 
+   *'J9"556 

-       *"76+ 

+    2'I2"22  5 

+   *'   9"46o 

+       3"i69 
+  i'j8"646 

+  r4i"8i4 

+      iowo38 

+   «'  7"675 
+    l'i7"7i* 

+     i6"497 
+     4«"340 
+     57*836 

+     *i"48. 
+     *i"o39 
+     4*"5i9 

4<pi 

+     U^osi 
+       i"579 
+     '5"63o 
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+ 

+ 

8"iS9 
6"737 
i4"896 

+ 

■¥ 
+ 

4"l6l 

9"79o 
13"95* 

+ 
+ 

i".44 

..»526 
■*"670 

—       o"9o» 
+     ""917 
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—        l"o47 
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+       9"o*6 

—        l"427 
-+-        9"io8 
+       6"78i 

+      6"6i; 

+        4"40  3 
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Hot.  n                       Oct.  3 

■    IM- «4 

4-o°3S'*8"o 

H5°Sl'j8"7 

"S°48'53"7 

o°   *'4s"o 

6.903059 

9.999977 

+o°3i'*7"8 

ii*038'ij"* 

HS<,48'54"0 

356°49'*9n* 

8.7434*9 

9.999981 

9-999133 

+o0i7'io"5 

ii9°*4'  6"7 

i*504B'54"o 

151°3S'i*"7 

9.048041 

9.999986 

9-997*74 

+o°*3'  6"? 

11 6°    8'48"o 

iiS048'5l"6 

J5o''l9'S4"4 

9„**Sl6i 

9.999990 

9.991787 

+o°  l8'46"7 

ii*°5*'*S"3 

i*5°48'5*"8 

147°   j')»"5 

9.3 SO 145 

9.99999I 

9.98B8*7 

+0°<4'»l"8 
1090  34'57"4 
ia5°4l'5i"l 

143° 46'  5"6 
9.446419 
9 ■ 999996 
9-9**334 

4-o°  9'5i"s 
106"  I6'*}1*©. 
tiS048'50n6 

3400i7'l*"4 
9.5*417* 
9.999998 
9-974*17 

4-o°  5'i9"6 

ioi°56'4i"4 

115°48'49"3 

117°   7'5*"l 

9.5895*9 

9.999999 

9 .  964447 

8.011539 
9-99*699 
6.903036 
*Sn  U'59"* 
i"  i2'i9n4 

7-9615*5 
9.9941 ji 
8.74341 1 

170*37'  *"i 
*g  1*'*9"4 

i68*i4'j»"7 

7.900546 
9.998901 
9.0480*7 

■75^55'l7"4 
l*Ii'i9"4 

171*41'  8"o 

7-8*7554 
9»999653 
9»»*5i5i 

i77n4*'*7"l 

a*n'i9*4 

17S**9'S7"9 

7-737181 
9,999*7" 
9»! 501 18 

I78sl6'  9"8 
*°i*'*9"4 

i76°il'4o"4 

7.610980 

9,999*95* 

:     9,446415 

1798  8'37"l 
*° i*'*9"4 

i76°56'  t"7 

7.458*63 
9.9999*4 
9.5*4370 

i79b3o'*8"6 
*° i*'ia"4 

I77°i7'59"* 

7.190181 
9,999997 
9,589518 

I79°46'i7"6 
*°t*'l9"l 

■77033'48"l 

9.997076 

8. 014B40 
9.0631B5 

9-3O3031 
8 . 749160 
9,9910s* 

9.019041 
9.049115 

9.9973*5 

8 . 894700 
9.115498 

9,998659 

8.798549 
9 ■ 3SO*67 

9,999' 40 

8.718034 
9-446463 

9,999379 

8.673116 
9.514I86 
9.99951* 

8.618518 
9-5*9531 

9.999607 

7.07801s 

9.999977 
o*  4'  6"9 

8,740! 1* 
9.999341 
9-999315 

156°so'5o"3 

9.046510 
9.997*91 
9.997160 

1530l6'3*"5 

9i.**4i57 
9-99J81S 

9-991777 
3SO°*i'i*"4 

9,349407 

9.988863 

9.988810 

147°  4V* 

9.44584* 
9.981179 
9.981330 

343°47'lB"6 

9,5*3904 
9.974*89 
9-974*35 

34o°*8'4i"* 

9.S89138 
9.964506 
9-964446 

337°   8's8"s 

9-999977 
0.7*330« 
8.011916 

9-999971 
0.711180 
8.051*93 

9.999967 
0.7*1018 
8.088168 

9.999961 
0.719851 
8.1*0198 

9-999957 
0.718657 
8.148*16 

9.999951 

0.717448 
8.174497 

9.999946 
0.716131 

8.197501 

9.999940 
0.715006 

8.118059 

67°i3'34"5 

9-584794 
0. 7*1185 
9.965*78 

74"'4'l*"i 
9.4I38B* 
0.711153 

9.983364 

8i°io'n"6 
9.185987 
0.7*0995 
9.994816 

88»    5' 34"* 
8.5111B5 
0.719813 

9-999759 

94°54'17"8 
8.91*47« 
0.71B614 
9.998403 

ioi°3*'»4"8 
9.301151 

0.717399 
9.991131 

107°54'3*"8 
9^87856 
O.716177 

9.978419 

ni°S7'l8"9 
9,608646 

0.714946 
9.960861 

0.308079 
0.418678 
9.461439 

0.156035 
0.415617 
9-91*7*7 

9.906981 
0.414474 

9-838131 

9.141998 
0.41 5114 

9.969838 

9,651085 
0.41B091 

0.068556 

0.01B55O 
0.411659 

0.144374 

0.10403  3 
o.4*B797 
0.1030*9 

0,3*359* 
0.4361*7 
0.148354 

9»77"S"8 
9.996(56 
0.688563 

0.068761 
9-988730 
O.705S17 

0,15*807 
9.975668 
0.7158*. 

0.18515* 
9.9S781S 

0.719571 

0,486647 
9-935454 

0.717017 

0,56703  3 
9.908906 

0.708510 

0,6318*6 
9.87B614 
O . 694606 

£853817 

0.675808 

O.691707 
9-999971 

B. 735114 

0.716787 
9-99997* 
8-774471 

0.740153 
9.999970 
B. 809196 

0.761747 
9 . 999969 
B . 840049 

0.781561 
9.999968 

8.867473 

0.7996*4 
9.999967 
8.891945 

0.81599* 
9-999966 
B-9'3731 

0.830754 
9-999965 

8.933065 

9.308166 
7.9*4798 

7-830076 
9.3868S9 

9-*B3i8s 
7.849555 
7- 811460 

8.576973 
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7-77945' 
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9.150667 
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9.9911*1 
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7.140904 
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8.1*9980 
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9-9S7S47 
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7-9055*8 
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1.890488 
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1 . 890490 

8.11 1614 
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9.796016 

7.841677 

0.1468B3 
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4-      i*"699 
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4-     I9w9i6 
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9-99991 
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9.99*94 

—  o°56'i7" 
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1890    3'  *" 
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9,o57»l 

9-99995 
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9. 99996 
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8,»S8?7 
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i8j°4s'n" 
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9,997*7 
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186*3*  i'" 
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8,96579 
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? 
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9,9994* 
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9,99876 
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9-99719 

9»*4974 
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9-99563 
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8.70399 
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cot  fl,  M»  Z, 

9,3018, 

9,99106 

9,991 °4 

191*35'  8" 
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9,99*9° 

9,99*87 

i9O0i9'54" 

9,l98n 
9,9945* 
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9,99593 
9,9959' 

187°  49 '41" 

9,05900 

9,997" 1 
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8,96795 
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9.99B10 
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8,69511 
9,99947 
9,99945 
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n 

•in«, 

9.99998 
0.9950a 
8.0,79. 

9-99997 
0.99537 

8Boi66i 

9.9999B 
0.99573 

8,oi499 

9-99998 
0.9960B 
8,0,331 

9.99998 
0.99641 

«.Ol  1*1 

9-99998 
0.99676 
8,009.8 

9.99997 
0.99708 
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0.99740 

«•(£,-■) 
r,  oo.  B, 
■in  IX,-«) 
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0.99498 
9-99997 

94°3»'56" 
8,89933 
0- 995 34 
9-99863 

98° 14*  j" 
9,'64&4 
0.99S71 
9-9953» 

1010  ,5*47" 
9,1*715 
0.99607 
9.98997 

1060   9'  5" 
9^441* 
0.99640 
9.98*51 

iio"  s'  0" 
9,51578 
0.99674 

9-97*76 

1140  4'36" 
9,61061 
0.99705 

9.96047 

HB"   8'ss" 
9,6737* 
0.99718 
9-94513 
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Subtraet. 

9,07570 
0.5640a 
0.01388 

9,89467 
0.5648. 
0.0841* 

0,16035 
0.56488 
0.14416 

°,1*3*> 
0.564*1 
0.19703 

0,4407* 
0.56187 
0.14414 

o,S3»S* 
0.560S0 

0.1871* 

0,60767 
0.55803 
0.17691 

0,67110 

0. 55454 
0.14665 

fc-r 

",,57790 
9-9TOJI 
0.99495 

0,64893 
9.95966 
0-99397 

0,70914 
9-9475« 
0.99103 

on76,a6 
9.93400 

0.98603 

9?9,88i 
0.9789, 

0,8479» 
0.96950 

0,88459 
9.88191 
0.9575* 

o,9'775 
9.86,6, 
0.94171 

C, 

9.99998 
9,01*91 

1.03431 

9-99998 
9,01199 

*  04345 
9.99998 
9.01071 

1.05103 
9.9999» 
9,00939 

9.99998 

9,00763 

9.99998 
9,ooJ94 

1.07461 
9 -99998 
SW*>379 

1.0S110 
9.99998 

9,00145 

•   e-1 
r* 

Subtract 

8-97534 

7.O1SO0 

9-3S076 

8. 96567 

7.01389 

9.48970 

8.95653 
6-86959 
7.01181 
9.59180 

8-94795 
6.84385 

7.0,, 76 
9.67395 

8.93989 
6.8,967 

7.01074 
9 ■ 74*44 

8.93*36 
6.79708 

7.00971 
9.80051 

8-9*537 
6.77611 

7.00876 
9.85041 

8.91888 
6.75664 

9-89178 

Subtrsct,, 

6,18178 
5.35848 
7.49004 

9.99678 

6,3867t 
6.18138 
7.46181 

9.97035 

6,461 39 
6.61174 

7-43447 
9-9*74* 

6,5i78o 
6.84101 
7.40B08 
9.86174 

6,5611, 
7.001B3 
7.18*54 

0.,45*7 

6,59759 
7-llOH 

7.35788 
9.8]BS6 

6,61653 
7 ■ *34*o 

7-154'4 
9.41288 

7.3»'S* 
7,3111« 
8.38,91 

W% 

aik"m,--Vp 

7,48681 
7»*7773 
5. 19569 
1.36680 

7.43*<7 
7, 3 8068 
5.39870 
1.36673 

7,36189 
7,45*4» 
5.47111 
1.36665 

7n>708» 
7,50383 
S-S*7'9 

,.36657 

7ni48io 
7,54101 
5.56974 
, . 36649 

6„96B67 
7,56709 
5-00153 
1.36641 

6,64708 
7,58405 
5.63031 
1.36634 

S-693'0 
7,593' 3 
5-65*87 
1  -  36617 

u 

S 
W 

8,85361 
B„644S3 
6.66148 

8,79890 
8,74741 
6. 7654 j 

8,7*854 
8,81907 
6.83876 

8,63739 
8,87040 
6.89376 

8,51459 
8,9075* 
6.936*1 

8,33508 
8,9335o 
6.96994 

8,0,341 
8,95019 
6.99666 

7-OS917 
8,9594° 
7,01914 

+     o"043 

+     o"055 

+     o"o66 

+     o"o74 

+     o"ooi 
+     o"o8i 

+     o"ooi 
+     o»o8s 

+     o"o88 

+       o"ooi 

+       o"o88 

dpi 
Ja 

-+-  o"o4i6 

■+■  o"os39 
+  o"osi* 

-4-   o"oo04 
+  0^0636 

+   0*0011 

+  o"o7i7 
+   0"o7*B 

+  0"o014 
+  o"o?84 
+  o"o79B 

+  o"ooi3 
+  o"o836 

+  o"oB49 

+  o"ooo8 
+  o"oB7S 
+  o"o88l 

+     0^0901 

4L 

+     o"49& 
+     o"oo4 

+     o"5oo 

+     0^438 

+     0"440 

+     o'*373 
-(-     o"3Tz 

+      o-JO* 

+     o"i97 

+     o"«7 
+     0"ii7 

+     0^150 
+     o"i35 

+     0^7. 
+     0-05. 

—  o"oo8 

—  o"oli 

Jn 

—  *"*13 

+     o"*39 

—  oH994 

—  i"o99 
+     o"ii4 

—  o"985 

—  0*937 

—  o"o9l 

—  i"oi8 

—  o"7S6 

—  °"3S7 

—  i"ii3 

-  o"S6i 

—  o"664 

—  o"364 

—  °"993 

—  iw157 

>-     o",68 

—  *"3*5 

—  ln493 

+       o"ol8 

—  '"643 

—  ,"625 

Jf* 

+     o"°3i 
+     o*»6S 
+     °"*99 

+     o"oio 
+     o"344 
+     o"354 

+     o"4o6 
+     o"400 

—     o"oi7 
+     o"453 
+     o"436 

+     o"485 
+     o"464 

4-     o"5O0 
+     o"48o 

+     o"50o 
+     o"488 

+       o"oo* 
+       o"485 
+        o"487 

249 


'874 

1B73 

April  10 

Kbi  1       |      J»n.  ™ 

D«.    M 

Hof.  1 

B*pt.  »        |        lag.  .3        |         Juli  «           |          I.i.s 

—  0°jB'  9" 
307"  11  '48" 

H5n47'lo" 

i8i034'38" 

8,41971 

9-99997 

9-99984 

—  o°2S'  3" 
306°  8'lo" 

115°  47 '41" 

iBo°io'i8" 

7-77477 

9.99998 

9,99999 

3°4n 54' 3 8" 

1150  48'  7" 

179"  6' 31" 

8.19193 

9.99998 

9-99995 

—  on*8'48" 

303  V«" 

ii5°48'i5" 

i77n5i'47" 

8.56817 

9.99998 

9-99970 

-  o°is'4o" 

3o*0»7'Sl" 

I15°48'17" 

I76°39'i6" 

8.76610 

9.99999 

9-999i6 

—  o°n'3i" 

30.0  14-39" 

11S048'44" 

'750i5'SS" 

8.90115 

9.99999 

9,99861 

—  o°i9'w" 

300"   i'jo" 

.15°  48'47" 

>74"'»'43" 

9.00367 

9.99999 

9-99778 

-  o°i6'.j» 

I98°48'i7" 

il5°48'48" 

'7i859'39" 

9.08616 

9,99675 

—  o"ij'  3- 
297°35'*9" 
11S°48'48" 
I7i°46'4i" 
9-15536 

9,9955' 

8,04511 
9»967»9 
8,41969 
aoiQj7'33" 
*°i»'*6" 

'99°4S'  7" 

8,00841 

9-93630 

7-77475 

*39°43''o" 

2°12'l7" 

137° 3o'4ä" 

7-96796 
9.93378 
8.19191 

3190   9' 30" 
*Dil'l8" 

J16DS7'  1" 

7-9*31' 
9-98914 
8.56B1S 

347"  H*7" 

2°ll'29" 

145"    i'j8" 

7,87309 
9.99647 
8 . 76609 

3  51°  4*' 14" 
2°  11 '19" 

350°  30'  5" 

7,81613 
9.99854 

355°17'55" 

2°  12' 30" 

353°   !'*S" 

7,75078 
9.99931 
9.00366 

356°  48'  9" 
1°  11-30" 

354D15'l9" 

7,67369 
9.99968 
9.08616 

357° 47'  7" 

i°ii'3o" 

15S°34'37" 

7,57934 
9.99985 
9.15536 

158"iB'46" 
i°n'jo" 

356°i6'i6'' 

9-S*88s 

8 . 47240 
9.973« 

9,91609 
8.0721t 

9-73007 

9-73668 
8.15813 
9-9*31S 

9,41107 
8. 5790' 
9.9BS01 

9-» '754 
8.7696z 
9.99400 

9,08028 
8.90160 
9.996B3 

8-97409 
9.00434 
9.99806 

8,88717 
9.0865g 
9.99871 

8,813.5 
9-15S5' 
9.99908 

9-999*3 

9-99981 

■  81-36'  *" 

7,80118 

9-99999 

9-99997 

lto*»l»4»* 

B. 18148 

9-99995 

9-99993 

179     7'47" 

8 .  56402 

9-9997' 

9-99968 

177"53'59" 

8.76362 
9-999*7 
9-999*5 

:76°4o'i4" 

8.89943 

9-99863 

9,99861 

I7J°i6'59" 

9 . 00240 

9,99779 

9-99777 

174*11*«" 

9.08529 

9,99676 

9,99675 

■71B  o'35" 

9- '5459 
9-99551 

9,9955« 
i7'°47'3l" 

9.99998 

0.99770 
8,00.15 

9.99998 
0.99800 

7,99820 

9.99998 
0.99829 

7n9948i 

9.99997 
0.99857 
7,99108 

9.99998 
0.998B4 
7n9B7'6 

9.99998 
0.99909 

7,98188 

9.99998 
0.99934 

7,97841 

9.99999 
0.99958 

7,97375 

9-99998 
0.999B1 

7,96866 

112°  19'    4" 

9,71804 
0.99768 
9.91691 

Ii6ul6'  9" 
9,77544 
0.99798 
9.90460 

IJi-    .'16" 
9-* "7 15 
0.99817 
9-87761 

135° 36'  8" 
9-85401 
0.99854 

9.84487 

l4o°  11' 38" 
9,88654 

0.99881 
9.80479 

I45°i9'i7" 
9,91506 
0.999O7 
9.7S509 

'S°°lo'l4" 
9-91973 
0.99931 

iss'sö'sg" 
9-96056 
0.99957 
9.61017 

i6.°4o'  5" 
9,9771* 
0.99979 
9-4976S 

0,7257» 
0.55036 
0.22214 

o,7734* 
0. 54549 
0.10185 

0,81542 
O.S3993 

0.18477 

0,85155 
0.53369 
0.17013 

0-88536 
0.51681 
0.1S77S 

o,9 '4' 1 
0.5.93. 

0.1470* 

0-919O5 
0.51111 

0.13780 

0,96013 
0..2992 

0,97717 
o.49354 
0.11331 

0,94786 
9.86081 
0.91459 

0-97517 
9,8 8 180 

0.901s 8 

9-90186 
0.B7589 

1-01178 
9-91"  5 

0.84341 

1-043 11 
9-91776 
0.80361 

9-95*7* 
0.75416 

1,07685 
9»96599 
0.69153 

1,0900s 

9-97744 
0.60974 

1,10049 
9,98689 

0.49744 

1.08705 
9.99999 
8,9989! 

1 .09147 
9.99999 
8-996io 

'  09731 
9.99999 
8-991 10 

1. 10163 
9.99999 

8-98965 

1. 10535 
9-99999 

8,98600 

t . 10843 
9.99999 

8-98 '97 

1.11086 
9.99999 

8,97777 

....261 
9.99999 

8,97313 

...1360 

9.99999 
8,96847 

8.91294 
6.73m 

7.00690 
9-91119 

8.90751 
6.71156 

9 . 9640B 

8.90166 
6.70798 

7.O05I1 
9.99110 

8.89836 
6.6950B 

7.00419 
0.01621 

8.89464 

7.00348 
0.03630 

B. 89156 
6.67468 
7.00273 
0.05146 

8.88913 
6.66739 

7.00.98 
0.06471 

B. 88738 
6.662.4 

0.07311 

8.88639 
6.65917 
7.00057 

0.07710 

7-39593 
7.18918 
944SOI 

6,68664 
7.46006 

9-74507 

6-70018 
7-51560 
7-14791 
9-91055 

6,71119 

7.S63B4 
7.12877 

6,71011 
7-60558 

7.21073 
0.17093 

6,71714 

7.64117 
7.19399 
9.80818 

6,73*10 
7.67115 
7.17B6. 
9.83.41 

6-735*5 
7.69538 

7.16475 
9.84838 

6,73647 
7.91364 
7.1517. 

9.86044 

6.73413 
7-5948o 
5.66916 
1 .  36611 

7.01311 
7-S891» 
5.68184 
1.36618 

7.17846 
7-57607 
5.69318 
1. 36616 

7-19418 
7-S5470 
5 . 70094 
1.36616 

7.3*166 
7,5*3*3 

..366.8 

7.44945 
7,4*' lo 
5- 70911 
1 . 3662. 

7-50157 
7,4*163 
5.70987 
1 . 36624 

7.54176 
7,14499 
5.70858 

7.574o8 
7**3391 
5 ■ 70494 
1.36633 

8.10045 
8,96101 
7-03538 

8.37930 

8,95540 
7 .0490* 

8.54461 
8,94223 
7. 05944 

8,91086 
7.06710 

8.74784 
7.07140 

8.81566 

8,8475' 
7 -075 11 

8.86881 
8„78987 
7.0761, 

8-7  "*8 

7.07487 

8.94041 
7.071*7 

-+-     o"o86 

+      <>"o8l 

+    o"oo3 
+    0-077 

+       o"ooj 
+      o"o70 

+      o"oo3 
+       o"o6i 

+       0-003 
+       o"os. 

+       o"oo4 

+      0"040 

+       o"oo4 

+          0"029 

+     o"oo4 

+      On017 

4-  o"o9ij 
-|-  0-0899 

—  o"oo3o 
+  0-0911 
-J-  o"oB8i 

—  o"oo49 
4-  o"o896 
-t-  0-0847 

+    o"o865 

+     o"o795 

+    o"o8'9 
+     o"o7*7 

—     o^ons 

+     o"0755 

—    o"oi37 
+     o"o6T4 

+     o"o537 

-     O"o.56 

+     0-0574 
+     o"o4.8 

—  0"0I71 

+  o"o453 
-j-  o"oi82 

—  o»o8S 

—  0-114 

—  0-161 

—  0-191 

—  o"i33 

—  0-034 

—  o»i<£ 

-  o"30i 

-  o"o35 

-  o"3j6 

-  0-363 

-  o"ois 

-  o"39B 

—  o"4.8 

—  0-034 
_       0-452 

—  o"466 

—  0*031 

—  0-497 

—  0-504 

—  o"o»7 

—  o»«l' 

-  o-sji 

-  o"s53 

+     0-187 

—  l"9*7 

—  1-740 

+     °"l3* 
—     i"i6i 
•  —     ."818 

+     o"447 

—  »"319 

—  l"88i 

+       oJS*4 

—  i"4i8 

—  i"894 

+      o"559 

-  i"4'6 

-  '"857 

+       o"S47 

—  i"3'7 

—  l"770 

+       o"4B6 

-  2". 16 

—  1-630 

+      o"i76 

—  ."8.6 

—  1-440 

+    o"*»i 

—   ""4*7 

+     o"oll 
-+-    o"45S 
+    0-476 

+    o"o4& 
-+-    o"4l3 
+     0-459 

•+     o"o:6 
+     0-361 

+     0-437 

+      o"io8 
+       o"3oi 
+       0-410 

+      o",43 
+      o"»17 
+      o"3Bo 

+      o".7B 
+      o"i7* 
+      o"3Jo 

+         0"2.1 

+       o"uo 
+      o»jii 

+      o"»42 
+       o"os6 
-+•      0-298 

^.OOgl 

Datum 

J«TJ 

Ü71 

April  ij       |      Mtri  6 

J»n.  13 

DeC.  ,6 

Kov.  6 .      |        Sept.  j/      |       Aug.  i-B 

Juli  9 

v-a 

«in  (V—  Q) 

eo.  (v-ai 

—  0°    a^V 

1 15"  48 '4*" 

170°JJ'48" 

9-M47J 

9,99408 

_  0»  6-44" 
*9S°  9'47" 
ii5°48'48" 
i69°2o'59" 
9-16673 

9*99=45 

—  o"   3'j4" 
193°  57'  1" 
.2S°48'48'' 
1680   8'i4" 
9.31296 

9,99061 

-  o°   rf.j" 
I9i°44'ii" 
125°48'49" 
t6ff>ss'li" 
9-35451 

9„98859 

19'"  31 '45" 

i*5°48'So" 

|6JD4«'I5" 

9-39"4 

9*98636 

+  0»   5'54" 

29O019'l2" 

I25',48'5'" 

i64°3o'll" 

9.41674 

9*98391 

+  o°   9'   1" 

1B90  641" 
125"  48 '52" 

i63°i7F5'" 
9-45849 

9*98n8 

+    0»12'll- 

187°54'>7" 

ii5n48'53" 

162"   514" 

9.48788 

9*97841 

■       «in  fj 

« 

7,45916 

9-99991 

9.11471 

1S80S917" 

3;  6"  47'   7" 

7H*9'96 
9-99998 
9.16673 

159°i3'34" 
2"  12'  30" 

357""'  4" 

7,01599 
9-99999 
9.31296 

359°  4»  39" 

i'i  *v 

357° 30'  9" 

6,04730 

9-35451 
3 59" 58' 1 8" 

2°12'30" 

3  5  7°  4  5 '48" 

6.90306 

9.39224 
o°ii'.9" 
2t,n'30- 

357n58'39" 

7.13458 
9.99999 

9-41674 

°ü"!  *" 

j,8°    9-36" 

7.41037 
9.99998 
9-45849 
efjl'ag" 
»"n'ig" 
358" 19'  0" 

9-99997 
9.48788 
o"39'3  7" 

2"  1  2'29" 

35B0 17'   8" 

«in  IQ-«} 

8,,74879 
9.11480 
9-9993* 

»„69127 

9.26675 
9-99948 

8*63914 
9- 3  "97 

9-99959 

8„59"37 
9-35451 

9.99967 

8„5476B 
9.39124 
9-99973 

9.42675 
9.99978 

8„46799 
9.45851 
9.99981 

8„43I53 
9.48791 
9-99984 

00»  B,  COB  X, 

Xi 

9.114» 

9*994 10 

9*994o8 

17o"J4'15" 

9.16613 

9*99*47 

9*99145 

>69"»i'42" 

9.31156 

9*99o64 

9,99062 

l6BS    8'jl" 

9- 35419 
9,98861 
9..988S9 

i66u5G'  7" 

9-39«97 
9B986iB 
9*98636 

.65°43'i6" 

9.416S3 
9*98194 
9„98J91 

i64.n3o'46" 

9.45832 

9*98129 

9*98128 

i6j"i8'I4" 

9.48775 

9h97844 

9.9784= 

162"    5 '40" 

«in  5, 

9-9999« 

1.00003 
7»96J59 

9.99998 
7„9S8oi 

9-99998 
1 . 00044 
7,95«' 

9.99998 
1.00063 

7D94S89 

9.99998 
7*93991 

9.99998 
7B93337 

9-99999              9-99998 
7*91630              7,9' 944 

l'l   COS  B\ 

sin  [!,-«) 

167V20" 
9*98990 

9-32883 

■74°    1'   »" 
9*99764 

9.01666 

■  8o°43'4o" 
9»99996 

8,10386 

iB7"46'5o" 
9*9959» 

9B'3'55 

I95°n'59" 

9*98453 
1.00079 
9,41860 

202"  S8'46" 
9n96409 

9*59" Si 

Hl"   6'   8" 
9*91*60 
1.00113 
9*7iin 

*i9°Ji'48" 

9„887" 

9*80379 

Sabtract. 

on9899" 
0.48411 
O.H794 

0,99786 
0.47447 
0.11383 

1,00038 
0. 46476 

0*99659 
0.45519 

0.10974 

0*98531 
0-44599 

0,9650s  j       0*93373 
0.4374S  [       0.42985 
0.11186          0.11840 

o„88R4« 
0.42350 

fi-r 

1,10785 
9*99407 

0.32884 

■„11169 

9B9986o 
0.01688 

9B99998 

1,10633 
9*99757 
0,13216 

1,09552 

9*99056 
o*4i939 

'*0779>           "„05113 
9*97794   1        9»9S8+4 
o,59i47   1        0,71415 

1*01649 
9*9104  3 
0*80501; 

<>C08» 
f. 

l.ll}7t 

9.99999 

8,9*161 

1.11309 

9-99999 
8,95816 

1.11144 

9-99999 
8,95165 

1.10876 
9-99999 

8*94651 

1.10496 
9.99999 

8„94"73 

1 .09997 
9.99999 

8*91435 

1.09369 
9. 99999 

8*92764 

1.08606 

9-99999 
8,92072 

SulllftlCt. 

8.88621 
6.65863 
6 -99991 
0.07708 

8.88690 
6 . 66070 
6.99918 

0.07211 

8.88855 
6.66565 

6.99868 
0.06180 

8. 89113 
6.67369 

0.04558 

8.89503 
6.6*509 
6.99757 

6. 70006 
6.99706 
9.99190 

8.90630 

6 . 99658 

9.95197 

8-9'J93 
6.74179 

9.90106 

ft  x 

Subtrnel , 

6,73S7l 

7.71561 
7.14174 
9.B6B47 

6,73181 
7.73067 
7.1J5'7 
9-87185 

6,71745 
7-71783 
7.1304t 
9-873SO 

6*71927 
7-71586 
7.1*818 
9.86991 

6,70770 

7.13108 

9.86081 

6*69196 
7.65701 
7-"375' 
9.84364 

6,67087 

7.14875 
9.81287 

6*64285 
7-53>33 
7.16519 
O.11154 

Sa 
"0 

iH'i»,  :  Vj) 

7-59409 
7no64S5 
5-69911 

i.3"37 

7.60352 
6n74969 
5.69107 
1.36641 

7.60133 
5-83'73 
5.68010 
■-36644 

7.5857B 
6.85143 
5.66579 
1.36647 

7-55384 
7-11709 
5. 64843 
1 . 36649 

7.50065 
7.18443 
5.62631 
-.36651 

7-4" 747 
7-18511 
5-59*51 
1.36651 

7.28683 
7.44790 

s. 5635- 

1.36653 

11 
8 
W 

8 . 96046 
8.43092 
7.06570 

8.96993 
8,11610 

7.05748 

8.96777 
7.19817 
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D.  Allgemeine  Deberaicht  der  Methoden  aar  strengen  Berechnung  der 
speoiellen  Störungen. 

Ueberblickt  man  die  für  jede  der  drei  vorangehend  entwickelten  Methoden 
nöthigen  numerischen  Operationen,  so  wird  man  leicht  wahrnehmen ,  dass  die 
Encke'sche  Methode  am  wenigsten  Arbeit  bedingt;  etwas  mehr  Mühe  erfordert  die 
Hansen-Tietjen'sche  Methode,  die  meiste  Arbeit  verursacht  die  Methode  der 
Variation  der  Constanten,  ohne  dass  übrigens  dieser  Arbeitszuwachs  ein  allzu  be- 
deutender zu  nennen  ist.  Diese  Bemerkungen  verlieren  jedoch  ihre  Gültigkeit,  wenn 
die  Störungsrechnungen  durch  längere  Zeit  fortgesetzt  werden  und  die  Störungen 
anzuwachsen  beginnen;  dann  drehen  sich  die  \ erhältnisse  völlig  um;  bei  Encke's 
Methode  wird  zuerst  die  Notwendigkeit  auftreten,  auf  osculirende  Elemente  über- 
zugehen, und  diese  Arbeit  ist  als  eine  nicht  ganz  geringe  anzusehen,  um  so  mehr, 
da  beim  Beginn  der  Rechnung  an  der  neuen  Osculationsepoche  die  Integration  von 
Neuem  zu  beginnen  ist.  Hei  Hansen-Tietjen*B  Methode  kann  dieser  Uchergang 
sehr  lange  hinausgeschoben  werden,  doch  wird  derselbe  endlich  nöthig;  denn,  wenn 
die  Störungen  sehr  bedeutend  anwachsen,  so  wird  der  Gang  der  zu  ermittelnden 
Differcntialquotienten  ein  sehr  u nregelm assiger ;  die  Principien  der  mechanischen 
Quadratur  fordern  aber,  dass  sich  die  vorgelegte  Funktion  innerhalb  der  Störungs- 
intervalle  nach  Potenzen  der  Argumente  entwickeln  lässt,  dass  also  die  Differeriz- 
werthe  an  Grösse  verhältnissmäasig  rasch  abnehmen.  Man  sieht,  wenn  man  dieses 
Erfordernis»  zusammenhält  mit  der  Thatsache,  dass  bei  der  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten Störungen  selbst  bei  massigen  Störungen  endlich  stets  der  Zeitpunkt  eintritt  wo 
der  Gang  der  Differenzen  ein  sehr  unregelniässiger  wird,  dass  die  Methode  der  Variation 
der  ('(instanten  sich  den  Forderungen  der  mechanischen  Quadratur  am  besten  anschliesst. 
Ich  stehe  daher  nicht  an,  zu  behaupten,  dass,  wenn  es  sich  darum  handelt,  für  ein  sehr 
langes  Zeitintervall  die  Störungen  zu  bestimmen,  man  das  genaueste  und  sicherste  Re- 
sultat nach  dieser  Methode  erhalten  wird,  denn  der  sonst  als  dos  radikalste  Mittel 
empfohlene  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  ist  ein  Nothbehclf,  der  leicht  so  viel 
Mehrarbeit  verursacht,  als  durch  die  frühere  kürzere  Rechnung  gewonnen  wurde ;  an- 
dererseits kann  die  Discontinuität  in  der  Rechnung  leicht  die  Quelle  eines  Rechnungs- 
fehlers werden,  während  bei  deT  Variation  der  Constanten  der  regelmässige  Gang 
der  Differenzwerthe  für  immer  vor  constanten  Fehlern  schützen  wird,  Beachtet  man 
überdies,  da  wohl  kaum  ein  Rechner  behaupten  darf,  dass  er  niemals  fehle,  dass 
die  AuBmerzung  der  Fehler  bei  der  Methode  der  Coordinatenstorungen  viel  schwie- 
riger ist,  indem  kleine,  dos  Resultat  merkbar  schädigende  Fehler  erst  nach  einigen 
Intervallen  entdeckt  werden  und  ein  grosser  Theil  der  Rechnung  von  der  Stelle  des 
Fehlers  an  corrigirt  werden  muss,  so  wird  man  sich  wohl  der  von  mir  auf  Grund- 
lage vielfältiger  Erfahrungen  aufgestellten  Behauptung  anschliessen ,  dass  die  Va- 
riation der  Constanten  in  der  numerischen  Anwendung  ebenso,    wie  in  der  Analyse 
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ihren  Vorrang  behauptet.  Nur  in  jenen  Fällen,  wo  die  Bahnen  sehr  excentrisch 
sind,  wird  die  Folge  des  Umstandes,  dass  die  Constanten  bei  verhältnissmässig  ge- 
ringen Störungen  starke  Variationen  erfahren,  die  Hansen-Tietjen'sche  Methode 
den  Vorrang  behaupten. 

Hat  man  aber  die  Störungen  nur  für  einen  sehr  beschränkten  Zeitraum  zu 
ermitteln,  etwa  für  die  Erscheinung  eines  Kometen  oder  für  einen  Planeten  für  die 
Zeit  einer  Opposition,  dann  wird  Klicke's  Methode  unstreitig  den  Vorzug  ver- 
dienen. Als  ein  V ortheil  der  Methode  der  Coordinatenstörungen  muss  auch  die  Be- 
quemlichkeit betrachtet  werden,  mit  welcher  die  Störungen  an  die  ungestörten 
Coordinaten  angebracht  werden  können. 

Bei  den  kleinen  Planeten  wird  man  in  der  Regel  zuerst  mit  sehr  rohen  Ele- 
menten die  Störungsrechnung  beginnen  können;  es  wird  daher  wohl  stets  noth- 
wendig  werden,  dieser  genäherten  Störungsrechnung  eine  zweite  nachfolgen  zu  lassen, 
die  aber  auf  den  Zeitpunkt  zu  verschieben  sein  wird,  bis  das  vorhandene  Beobach- 
tungsmaterial in  Verbindung  mit  den  genäherten  Störungswerthen  die  Ermittelung 
hinreichend  sicherer  Elemente  zur  Bestimmung  der  definitiven  Störungswerthe  ge- 
stattet. Zur  Berechnung  dieser  provisorischen  Störungen  kann,  wenn  man  die 
Variation  der  Constanten  zur  Ermittelung  derselben  benützt,  in  Anbetracht  der 
Ungenauigkeit  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente,  durch  längere  Zeit  ein  und  das- 
selbe Elementensystem  zur  Auswerthung  der  Differentialquotienten  verwendet  werden, 
und  ebenso  können  bei  Anwendung  der  Methode  der  Coordinatenstörungev  alle 
Glieder,  die  zweiter  Ordnung  sind,  fortgelassen  werden;  ich  lege  aber  auf  solche 
Abkürzungen  keinen  besonderen  Werth,  indem  nicht  allzuviel  Arbeit  erspart  wird. 
Will  man  sich  aber  mit  Resultaten  begnügen,  die  blos  die  ersten  Potenzen  der 
Massen  berücksichtigen,  so  wird  man  sich  mit  V  ortheil  der  im  folgenden  Abschnitte 
auseinandergesetzten  Methoden  bedienen  können,  die  den  V ortheil  gewähren,  dass 
dieselben  die  Kürze  und  Genauigkeit  der  Coordinatenstörungen  gewähren,  jedoch 
die  den  letzteren  anhaftenden  TJebel  stände,  die  durch  die  Einführung  der  indirecten 
Glieder  entstehen,  ganz  beseitigen. 

Schliesslich  ist  noch  auf  einen  Umstand  aufmerksam  zu  machen,  der  bei  der 
Methode  der  StorungBrechnung  nach  der  Variation  der  Coordinaten  möglicher  Weise 
in  Betracht  kommt.  Es  wird  sich  nämlich  häufig  genug  Veranlassung  finden,  nach- 
dem man  längere  Zeit  die  Störungen  mit  nahe  richtigen  Elementen  fortgeführt  hat, 
die  zu  Grunde  gelegten  Elemente  nach  neueren  Beobachtungen  zu  verbessern;  die 
Fortsetzung  der  Störungsrechnung  wird  dann  offenbar  an  der  Stelle,  wo  man  den 
Wechsel  in  den  Elementen  hat  eintreten  lassen,  einen  mehr  minder  hervortreten- 
den Sprung  in  den  Differenzwerthen  der  Störungscomponenten  zeigen,  der  um 
so  auffälliger  sein  wird,  je  grösser  die  in  den  Elementen  vorgenommenen  Verbesse- 
rungen sind.  Dieser  Sprung  erklärt  sich  einfach  genug  aus  den  vernachlässigten 
Producten  der  Incremente  der  Elemente  in  die  Störungswerthe.  Hierbei  wird  man 
aber  die  auffällige  Bemerkung  machen,  dass  eine  nach  der  Variation  der  Constanten 
durchgeführte  Rechnung  diesen  Sprung  kaum  merklich  hervortreten  lässt,    während 
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bei  der  Variation  der  Coordinaten  in  Folge  der  grossen  indirecten  Glieder  derselbe 
viel  auffälliger  hervortritt;  man  wird  daher  voraussichtlich  der  Wahrheit  naher 
kommen  und  bessere  Resultate  erlangen,  wenn  man  (die  Störungsrechnung  nach  der 
Variation  der  Coordinaten  durchgeführt  vorausgesetzt)  an  der  Stelle,  von  wo  ab  die 
Störungsrechnung  mit  den  verbesserten  Werthen  der  Elemente  fortgeführt  werden 
soll,  auf  osculirende  Elemente  übergeht,  und  hierbei  zur  Ermittelung  der  ungestörten 
Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  die  der  bisherigen  Störungsrechnung  zu  Grunde 
gelegten  Elemente  benützt.  Man  findet  so  jene  Incremente,  welche  die  Störungen 
von  der  Osculationsepoche  an  den  Elementen  hinzugefügt  haben,  und  erhält  somit 
ein  mit  der  Variation  der  Constanten  identisches  Resultat.  Diese  so  bestimmten 
Incremente  wird  man  an  die  verbesserten  Ausgangselemente  anbringen  und  mit 
diesen  Werthen  die  Störungsrechnnng  von  der  neuen  Osculationsepoche  ab  nach  der 
Variation  der  Coordinaten  fortsetzen, 

Mit  Rücksicht  auf  die  oben  gemachten  Einschränkungen  möchte  ich  als  Re- 
sultat der  hier  gemachten  Betrachtungen  den  Satz  hinstellen,  dass  von  den  in  diesem 
Werke  entwickelten  Methoden  der  strengen  Störungsrechnung  die  Methode  der  Va- 
riation der  Constanten  in  der  Anwendung  den  unbedingten  Vorzug  verdient. 


E.  Ermittelung  der  Störnngswerthe  mit  Rücksioht  auf  die  ersten  Potenzen  derselben. 

Es  kann  unter  Umständen  eine  Mos  genäherte  Kenntniss  der  Störnngswerthe 
erwünscht  sein,  in  welchem  Falle  man  sich  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  in  Bezug 
auf  die  störenden  Kräfte  beschränken  darf;  da  sich  unter  dieser  Voraussetzung  für 
die  Rechnung  wesentlich  bequemere  Vorschriften  angeben  lassen,  als  dies  bei  den 
vorstehenden  Methoden  möglich  ist,  so  werde  ich  hier  auf  dieselben  eingehen,  um 
so  mehr,  da  mir  nicht  bekannt  ist,  dass  von  den  hier  zur  Entwtckehing  gelangenden 
(Laplace'schen)  Integrationsmethoden  zur  Ermittelung  der  speciellen  StÖrungs- 
werthe  irgendwo  Gebrauch  gemacht  ist.  Ich  werde  die  Methode  auf  die  Hansen- 
Tietj  en'sche  Form  der  Störung  der  polaren  Coordinaten  anwenden,  wodurch  sich 
Formen  ergeben  werden ,  welche  die  Vortheile  der  ( 'oordiuaten  Störungen  mit  jenen 
der  Variation  der  Constanten  verbinden,  indem  jede  indirecte  Rechnung  vermieden 
ist,  ohne  dass  die  Glieder  zweiter  Ordnung,  die  bei  der  Variation  der  Oonstanten 
sehr  bald'  merklich  hervortreten,  einen  allzu  nachtheiligen  Einfluss  äussern.  Es 
lassen  sich  allerdings  noch  wesentlich  veränderte  und  bequemere  Integrationsmethoden 
angeben,  auf  welche  ich  jedoch  vorerst  hier  nicht  eingehe. 

Die  Differentialgleichungen,  welche  in  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode 
die  indirecte  Rechnung  bedingen,  haben  die  Form  (vergl.  pag.  149) : 


+  55  =  ^.  ■) 


Verbindet  man  diesen  Ausdruck  mit  den  beiden  für  die  ungestörte  Bewegung  gelten- 
den Differentialgleichungen   (I  pag.  42) : 

0|pili<r,  AiltMitluiiii«.  IL  33 
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so  erhält  man  zunächst,  wenn  man  r0  mit  »•  identificirt,  was  gestattet  ist,  ohne  mehr 
als  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Massen  zu  vernachlässigen,  weil  -j 
mit  einem  Störungswerthe  |  selbst  multiplicirt  erscheint,  durch  die  Elimination  von 
.  aus  der  ersten  Gleichung  2)  und  der  Gleichung  1}: 

x°  dfi  ~  5  ~dfi   —  x«  A  ' 
und  ebenso  aus  der  zweiten  Gleichung  in  2) : 

die  Integration  dieser  Ausdrücke  gibt  zufolge  der  Relation  : 


d  1     dt        -rf^l        _   ä*S       »& 
dt  r°  dt       s  dtj       ^  dp        s  d 

sofort  die  Formen : 

•.% -i%-f <*•.*  + <r 

*?.-i%=fw  +  °- 

Knüpft  man  an  diese  Integrale  die  Bedingung,  dass  dieselben  für  die  Osculations- 
epoche  der  Null  gleich  werden,  so  resultirt  daraus,  dass  die  Integration s-C'onstauten 
ebenfalls  der  Null  gleich  zu  setzen  sind ;  diese  Bestimmung  wird  in  der  Folge  fest- 
gehalten weiden.  Multiplicirt  man  nun  die  erste  der  Gleichungen  3)  mit  -j-yn.  die 
zweite  mit  — rn  und  addirt  die  Resultate,  so  erhält  man  sofort: 

^  {•>  7?  -  *»  'S)  =  y>fAx>  <"-  *>/■*»• dt  ■  4] 

Betrachtet  man  als  die  ay-Ebene  die  ungestörte  Bahnebene,  so  ist  der  in  der 
Klammer  stehende  Ausdruck  nichts  anderes ,  als  das  doppelte  Sectordifferential 
(vergl.  I  pag.  42  und  45);  man  kann  daher  schreiben: 


■    US  _ 


vernachlässigt  man ,    wie   dies   schon   oben  geschehen  ist ,    die  zweiten  und  höheren 
Potenzen  der  Massen,  und  lässt  überall  den  Nullindex  weg,   so  erhält  man : 


s=ihfA'*t-ikfA!""'  61 


in  welchem  Ausdrucke  der  Parameter  und  die  auftretenden  Coordinaten  der  un- 
gestörten Bewegung  entlehnt  werden  dürfen .  ohne  die  gesetzte  Genauigkeitsgrenze 
zu  überschreiten. 
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Durch  die  Gleichung  6)  ist  demnach  eine  directe  Integration  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  ermöglicht,  welche  bis  anf  Grössen  von  der  zweiten  Ordnung 
der  Massen  richtig  ist.  Man  könnte  das  eben  angezeigte  Verfahren  ohne  alkugrosse 
Schwierigkeiten  auf  strenge  Formen  hinführen,  doch  würden  in  diesem  Falle  viel- 
fache Complicationen  auftreten,  so  dass  die  früher  entwickelten  strengen  Störungs- 
methoden  für  die  Anwendung  bequemer  erscheinen.  Uebrigens  bietet  diese  Methode 
noch  die  Möglichkeit,  jene  Oorrectionen  der  Störungswerthe  zu  ermitteln,  die  aus 
einer  Abänderung  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente  entstehen;  doch  gehe  ich  auf 
diese  Ent Wickelungen  hier  nicht  näher  ein. 

Bei  der  Gleichung  6)  wurde  vorerst  über  die  Wahl  des  C'oordinatensysteraes 
für  x  und  y  nichts  weiter  festgesetzt,  ausser  dass  die  icy-Ebene  mit  der  ungestörten 
liahnebene  zusammenfällt ,  was  durch  die  Einführung  der  Gleichung  5)  geschah. 
Legt  man  die  positive  £-Achse  in  das  Perihel,  so  wird 

x  =  r  cos  © 
y  =t  r  sin  t>  ; 

da  aber  bei  der  gewöhnlich  üblichen  Einheit  in  r  durch  die  MultipHcation  mit  z 
und  y  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  auf  die  kleinen  Planeten  eine  Vergrosserung 
der  numerischen  Werthe  eintreten  würde,  so  setze  ich : 

x  =  cos  E  —  e 
y  =  sin  E  cos  q>  , 

wo  E  die  excentrische  Anomalie  vorstellt,  also  die  Grösse  a  (die  halbe  grosse  Achse) 
als  Einheit  eingeführt  erscheint;  die  hier  auftretenden  Grössen  sind  übrigens  durch 
die  vorbereitenden  Rechnungen  bereits  bekannt. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchungen  läset  sich  also  dahin  aussprechen, 
dass  ein  bis  anf  Grössen  zweiter  Ordnung  richtiger  Werth  aus  der  Integration  der 
Differentialgleichung  1)  hervorgeht  durch: 

£  =  — — /sin-Bcosy  JA  (cos.fi  —  e)  dt  —  (cos.fi —  «)  f  A  sin.fi  cosy  dt\  .     7) 

Es  soll  nun  diese  Form,  die  einer  sehr  allgemeinen  Anwendung  fähig  ist,  für 
die  Hansen-Tietjen'Bche  Wahl  der  polaren  Coordinaten  verwendet  werden.  Die 
Anwendung  der  urspünglichen  Hansen'schen  Form  wäre  zwar  in  diesem  Falle  zweck- 
mässiger, doch  wird  es  unter  der  Voraussetzung,  dass  einer  nach  der  vorliegenden 
Methode  geführten  vorläufigen  Störungsrechming  seiner  Zeit  eine  strenge  Berechnung 
der  Störungen  etwa  nach  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode  nachfolgen  soll, 
angemessener  und  bequemer  sein,  diese  Form  bereits  in  Rechnung  gezogen  zu  haben. 

Nimmt  man  nur  auf  die  ersten  Potenzen  der  Massen  Rücksicht,  so  lassen 
sich  die  bei  der  Entwickelung  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode  gegebenen 
Differentialgleichungen  (pag.  148)  in  der  Form  schreiben: 
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wobei  die  Bedeutung  der  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Grössen  leicht  aus  den 
dortigen  Entwickelungen  klar  gelegt  werden  kann.  In  diesen  Ausdrücken  wollen 
wir  einige  unwesentliche  Abänderungen  vornehmen,  um  die  Anwendung  des  Inte- 
grales 7)  zu  erleichtern;  dadurch  werden  die  Buchstaben  in  den  obigen  Formeln 
eine  etwas  geänderte  Bedeutung  gegen  früher  erlangen.  Setzt  man  nämlich,  um 
nicht  nachträglich  die  Multiplication  mit  a1  ausführen  zu  müssen : 

x  =  — =  *7t|  (w&)  io7 


W=  x  K?  , 

welche  Grössen  für  jeden  einzelnen  störenden  Planeten  gerechnet  werden  müssen, 
und  bezeichnet  durch  ein  vorgesetztes  Summenzeichen  die  Summen  der  so  ermittelten 
störenden  Kräfte  für  die  verschiedenen  in  Betracht  gezogenen  Planeten,  so  wird 
man  zunächst  in  den  Formeln  8}  zu  setzen  haben: 

und  die  erforderlichen  einfachen  Integrale  sind  dann : 
Zs  =  fs (W)  {cos£— e) dt 
Zc  =  fs(W)  smEcosipdt 
N,=f'W)}  {™*E—e)dt 
Nc=  ([(S'ji  »inEcos(pdt  , 

sobald  diese  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadratur  ermittelt  sind,  ergeben  sich  die 
Integrale  der  in  8)  auftretenden  StörungsgrÖssen  durch  die  Ausdrücke : 


v  =  Ns  sin  E  cos  tp  - 
JM=-'^J,dt 


iVc(co>£— «) 


>■) 
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£  =  Zs  sin  E  cob  tp  —  Zc[cot,E — e)  , 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  die  drei  letzten  Integrale  aus  den  einfach  summirten 
Werthen  nur  für  jene  bestimmten  Zeitepochen  berechnet  zu  werden  brauchen,  für 
welche  deren  Kenntniss,  etwa  zum  Zwecke  de»  Vergleichens  der  Rechnung  mit  den 
Beobachtungen,  erforderlich  ist. 

Wie  man  sieht ,  ist  jede  indirecte  Rechnung  vermieden,  und  man  ist  in  der 
Lage,  die  Störungsrechnung  durchaus  ephemeridenartig  für  das  ganze  vorgelegte 
Zeitintervall  zu  erledigen,  und  so  alle  in  der  Rechnung  auftretenden  und  im  weiteren 
Verlaufe  derselben  nöthigen  Grössen  vor  ihrer  Verwendung  durch  Bildung  der 
Differenz werthe  streng  auf  ihre  Richtigkeit  prüfen  zu  können. 

Vergleicht  man  die  nöthigen  Rechnungsoperationen  bei  den  strengen  Methoden 
mit  den  hier  erforderlichen ,  so  wird  man  eine  sehr  wesentliche  Abkürzung  nicht 
wahrnehmen,  doch  verursacht  die  zuletzt  erwähnte  Anlage  und  Durchführung  der 
Rechnung  eine  solche  Erleichterung  bei  der  thatsächlichen  Anwendung,  dass  über 
die  Vortheile  der  eben  entwickelten  Methode  kein  Zweifel  beBtehen  kann. 

Tragt  man  nun  alle  für  die  Rechnung  nöthigen  Formeln  zusammen,  so  wird 
man  zunächst  die  gegenseitige  Bahnlage  des  gestörten  und  des  störenden  Planeten 
zu  berechnen  haben  nach; 

siri  J/sin|  (<&  +  ©')  =  sinj  [fl'— 0)  sin£  (t"  +  *J  j 

sm{Jcos${0>-\-<D')  =cos-J(Q'—  Q)  sin {  [i'—i)  I  ,. 

cosj/sinj  (ffl  —  ©')  =  Bin-}  (a' —  0)  cosJ(i'  +  i"j  j 

cos 4  /cos  J  {dt —  0')  =  cos  j{ü' — Q)  cos£  (t" i'j  .  ) 

Ich  finde  so,  indem  ich  für  Erato  die  bei  den  vorhergehenden  Störungs- 
rechnungen  (pag.  173)  benützten  Elemente  verwende  und  für  Jupiter  und  Saturn 
annehme : 


nach  I)  : 


Ist  L'  die   aus  den   astronomischen  Ephemeriden   zu   entnehmende  Länge  i 
der  Bahn,   so  wird  für  jeden  störenden  Planeten  zu  setzen  sein ; 

«'  =  £'—  {a'+O') 
tang  n  =  tang  «'  cos  J 
sini?!  =  sin«'  sin/ 
£|f  =  *  +  0  —  w  ■ 


q\  =  990   o'ßö" 

H't,  =  ii2°3i'36" 

i'4  =    i°i8'46" 

i'^=      20 12' 24"  , 

J%  =       i°ii'3o" 

Jff  =     0°36'22" 

[ß'-KP'^  =  335°i7'go" 

(Q'4-(P')t  =  56025'26" 

(©  — w)q.  =  —  63°8'48" 

(•  —  o>)t=  i7ü58'48" 
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Im  vorliegenden  Falle   wurde   aber   von  der  Kleinheit   der  Neigung  Vortheil 

gezogen,  indem  unmittelbar  u  aus  u    abgeleitet  wurde  (vergl.  pag.  160}  mittelst  der 

Formel : 

,        tangl/*    .  , 

u  =  u .  — —  sin  2  u 

welche  Rechnung  durch  eine  kleine  Tafel,  die  mit  dem  Argumente  u'  den  <'ur- 
rectionswerth  gab,  erleichtert  wurde. 

Die  ungestörten  wahren  Anomalien  und  Radienvectoren  für  Erato  wurden  der 
Rechnung  entlehnt,  welche  bei  der  Encke'schen  Methode  als  Beispiel  gedient  hat, 
und  ebenso  die  Logarithmen  der  Grossen  (cosi? —  e)  und  ein  E  cos  <p;  dieselben 
stehen  auf  dem  mit  ®  bezeichneten  Bogen  (pag.  266  ff.). 

Man  hat  nun  für  jeden  einzelnen  störenden  Planeten,  indem  dessen  Radius- 
vector  f]  aus  den  Ephemeriden  entlehnt  wird,  weiter  zu  berechnen: 

p  cos*  cos  0  =  r,  cos-B,  cob(Z'i  —  e)  —  r  =  £'  —  r 
(>  cos*  sin  0  =  rt  coe5,  sin  [L\  —  v)  =  rf 

q  ein  5-  =-  rx  sin  Bx  =  t' 

log  [wk)  lo'm^  =  3-81733     1     40tägiges 
\iig[wk\  ioTm^  =  3.2934       j     Intervall. 

W=%KV  ; 


III] 


Dann  bildet  man : 


3(17)  =  U%  +  U„  +  . 
Z(JB)    =Ü,+Ät  +  . 

z(W)=  jr1+jrt+. 


IV) 


Die  hierfür  nöthigen  Rechnungen  habe  ich  im  Umfange  der  früher  ausgeführten 
Beispiele  berechnet  und  für  Jupiter  durchaus  fünfstellig  durchgeführt,  um  später 
(pag.  264)  die  Fehler  der  Methode  mit  Sicherheit  nachweisen  zu  können;  sonst 
würde  im  Allgemeinen  eine  vierstellige  Rechnung  genügen.  Die  Rechnung  selbst 
ist  auf  dem  mit  2|.  und  ~fj  bezeichneten  Bogen  (pag.  268  ff.)  durchgeführt,  und 
zwar  steht  oben  die  Rechnung  für  Jupiter,  unten  jene  für  Saturn. 

Nun  schreitet  man  zur  Bildung  des  Integrales  von  2  [U]  3  man  wird  für  dieses 
und  die  folgenden  Integrale  nach  der  mechanischen  Quadratur  die  oben  entwickelten 
Formeln  (pag.  35)  anzuwenden  haben,  und  zwar : 

Für  die  Bildung  der  Anfangsconstanten  hat  man  die  Formel: 


v  Google 


f  („_!„)  =  _-L/.(,,_w  +  -i|-/...(,,-4„)_... 

Für  die  Bildung  des  Integrales  die  Formel: 


In  dem  letzteren  Ausdrucke  sind  die  angesetzten  Function swerthe  arithme tische 
Mittel.     Ausserdem  bildet  man  die  Integrale  7.s  und  Zc;  man  bat  also: 

[{U))=fs{U)dt 

Zs  =  fs  [W]  (cosE—e)  dt 

Zc  =  !'2{W)amEcoatpdt 

*s  =  Z,  sin  £  cos  99  —  Zc(cos.E — e)  . 

Hat  man  diese  Integralwerthe  für  die  Epochen  der  Rechnung  mittelst  der 
Formeln  V)  hergestellt,  so  hat  die  Bildung  der  folgenden  Grössen  keine  Schwierigkeit: 


log2  [toi)  =0.13867   [40  teigiges  Intervall) 

tfio'nni"./  ra  "     " 
Nt  =  f  {{El)  {coaE—e}  dt 
Nc  =  A-R))  smücoso?  dt  . 


Aus  diesen  letzteren  Grössen,  welche  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  nach  V) 
hergestellt  werden  können,  bildet  man  schliesslich: 

v  =  Nt  sin  E  cos  <p  —  Nc  (cos  E  —  e) 

«JM=-*-^fvdt 

lo&  {  —  7^  }  =  4n90309   (40tägiges  Intervall)  . 

Die  in  VII)  und  VIII)  auftretenden  constanten  Factoren  der  Integrale  wird  man 
bei  der  Rechnung  sogleich  unter  das  Integralzeichen  bringen  und  beachten,  dass 
die  in  den  Formelsystemen  VI),  VII)  und  VIII)  mit  *  bezeichneten  Integrale  aus 
den  snmmirten  Reihen  nur  an  jenen  Stellen  abzuleiten  sind,  wo  die  Kenntniss  der 
Störungswerthe  aus  anderen  Gründen  nöthig  ist. 

Nach  diesen  Bemerkungen  wird  das  nachfolgende  Beispiel  wohl  leicht  ver- 
ständlich sein.  Ich  habe  das  Resultat  dieser  genäherten  Störungsrechnung  mit  den 
früher  streng  ermittelten  Werthen  von   120  zu    120  Tagen  verglichen   und  erhalte 
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die  nachstehenden  Unterschiede  im  Sinne:  strenge  —  genäherte  Rechnung;  es 
sind  also  die  aus  der  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  entstehenden  Cor- 
rectionen  angesetzt,  wohei  die  Fehler  von  z  und  v  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle 
verstanden  werden : 


dv 


dJM 


djiu 


1875  Febr.  24 
1874  Octbr.  27 

1874  Juni  29 

1874  März  1 

1873  Nov.  1 

1873  Juli  4 

1873  März  6 

1872  Nov.  6 

1872  Juli  9 

1872  März  11 

1871  Nov.  12 

1870  Juli  ig 


3 

+  66 

10 

+  ■37 

19 

+  257 

31 

+  39° 

38 

+  415 

36 

+  259 

+   2 


+ 
+ 
+ 
+   1 


Betrachtet  man  die  in  der  vorstehenden  Zusammenstellung  enthaltenen  Werthe, 
so  wird  man  den  hohen  Grad  der  Annäherung,  der  durch  das  eben  entwickelte 
Verfahren  erreicht  wurde,  sofort  erkennen.  In  dem  vorgelegten  Beispiele  sind  mit 
Absicht  sehr  ungünstige  Verhältnisse  gewählt  worden  (Jupiternähe} ;  in  der  Regel 
werden  sich  die  Annäherungen  noch  weit  günstiger  gestalten.  Ausserdem  ist  die 
Rechnung  weiter  fortgeführt  worden,  als  man  dies  in  ähnlichen  Fällen  thun  wird, 
was  bei  der  ausserordentlichen  Grösse  der  Störungen  [Eneke's  strenge  Methode 
wird  am  Schlüsse  kaum  mehr  mit  Sicherheit  anwendbar)  bedeutende  Differenzen 
hervorbringen  muss;  man  wird  von  dieser  Methode  in  der  Regel  Gebrauch  machen, 
wenn  etwa  nicht  mehr  als  drei  oder  vier  Oppositionen  zur  Bahnbestini  mmig  vor- 
liegen ;  legt  man  dann  die  Osculationsepoche  nahe  in  die  Mitte ,  so  werden  selbst 
bei  noch  ungünstigeren  Verhältnissen,  als  sie  im  vorliegenden  Beispiele  auftreten, 
die  obigen  Formeln  nahezu  strenge  Werthe  liefern.  Bestimmt  man  nun  mit  Hilfe 
dieser  genäherten  Stör  im  gs  werthe  die  Elemente  nach  den  vorhandenen  Beobachtungen, 
so  wird  man  vom  Zeitpunkte  der  gewählten  Osculationsepoche  an,  nach  einer  der 
oben  entwickelten  Methoden  die  strengen  Störungewerthe  neu  zu  berechnen  haben. 
Die  Ermittelung  der  Störungen  von  der  Osculationsepoche  nach  rückwärts  wird  wohl 
in  der  Regel  unterbleiben  können,  da  meist  in  den  hier  in  Betracht  kommenden 
Fällen  eine  Rückrechnung  auf  entferntere  Epochen  nicht  nöthig  sein  wird  und  für 
den  naheliegenden  Zeitraum  die  vorhandenen  Näherungswerthe  selbst  strengen  An- 
forderungen genügen  werden. 

Schliesslich  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dass  ich  im  LX1I  Hände  (No- 
vember-Heft) der  Sitzungsberichte  der  kais.  Academie  der  Wissenschaften  zu  Wien  eine 
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Methode  der  Störungsrechnung  publicirt  habe,  die  ebenfalls  nur  die  ersten  Potenzen 
der  Massen  berücksichtigt  und  ganz  ausserordentliche  Vortheile  und  Abkürzungen 
liefert,  wenn  eB  sich  darum  handelt,  die  Störungwerthe  für  mehre  Revolutionen 
eines  periodischen  Kometen  zu  berechnen.  Da  aber  diese  Forderung  selten  eintreten 
wird,  so  gehe  ich  hier  nicht  näher  auf  diese  Methode  ein  und  begnüge  mich  mit 
dem  eben  angeführten  Hinweis. 
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Datum 

1875 

■ 

874 

Mr.  =4 

J«.  .5 

D«.  6 

Ott.  »7 

Baut  ., 

l6i°3*'s4" 

0.56076 
0,04481 
9.54116 

J»i  >b       |       IUI  kj 

sin  E  co*  ip 

i88°  8'i6ff 
0.56401 
0,06415 
9»«947 

1BJ°  1'  2" 
0.56481 

0,0687* 
8*79199 

1770S6'13" 
0.56488 

8.6*511 

i7*°jo'*o" 

0.56413 
0,06535 
9.16448 

167V51" 
0.56285 
0*0573" 
9-19533 

I57°l9'l6" 

o.55795 
0,01753 
9.64851 

«5*    ''*■ 

0.55441 
0,00496 
9.7301I 

2{W, 
log  S  { W) 

■„9119* 

—      180.0 
■.1*55.17 

—     196.7 

1,29380 

—    an.S 

1.31593 

—     123.9 
1*35005 

—     131-5 
l»364SS 

—     *3*-4 

2,36614 

—     225.* 
1*35157 

log  \!M 

4*77666 

2.25608 

-     Mi.« 

+    467-* 

1. 13418 

4*111«" 

2.25914 

—     iij.i 

+     617.0 

2.71088 

4-3*371 

2.25951 

+     115. 9 

+     811.9 

1.96791 

4.80867 

2.15691 

+     356.1 

3-14067 

5-OJ454 
2.25140 

+  1*65.0 
3.17119 

5- 18003 

1.24304 
+     864.9 
+   .511-8 

3-3778o 

5.18186 

2.23180 

+  1124.8 

+  17B2.6 

3-46351 

5.35697 
2.1176S 

+  '378.1 

-f-  2015.8 

1-S1'9B 

'»79910 

1. 12804 

1.33515 
1.1*96* 

1 . 34616 
1.11996 

1.83111 

1.1*570 

2.20147 
1.11151 

2.30530 
1.11590 

1.37941 
1.10884 

+  "i 

1,64444 

1,86617 

+           Si 

-+-         1» 

1.85126 

1,02119 

i«556S4 
+           1* 

+           1* 

0,84510 

2.68305 

+               « 

+             20 

I. 07918 

1*07737 

3.26103 

+        139 

+        *67 

2.10711 

1*64777 

3.56819 

+         507 

+         919 

2.61490 

3.03513 

3-7849' 
+       1102 
+       1114 

1.96473 

3*33047 

3-95193 

+       1*80 

+       1994 

3.13401 

3*56790 

+   ■     1740        1 

+      6584       r 

3-45391       j 

1 

l 

Datum 

1874 

1873 

April  10 

Uni 

Jh.  i° 

DM.  II 

Not.  1 

8«pt.  u 

Aug.  ij 

J0B4 

»Tew'v 

146V10" 
O.55016 
9«9764l 
9-79SH 

14 1°  6'4j" 
0.54520 
9»9409l 

9- «4754 

13S°17'43" 
0.53951 
9*89700 

i29°39'n" 
O.S3315 
9*84159 
9.92411 

"il°39'4j" 
0.5161t 

9*77437 
9.9509» 

117"l7'49" 
O.SI841 
9.68681 
9.97101 

111«  1-59" 
0.51013 
9*56963 

9.98470 

io4°2o'37" 
0.50129 

9b3998o        | 
9.99105 

2{Wj 
log  J(W) 

—     208.9 

»B3i994 

—     183-9 
1*16458 

—     151.1 

—     117.0 

1,06819 

—       8*. 4 
1*91593 

-       51.6 
1,71*65 

—       26.6 
1*41488 

—         8.1 
0.90849 

log  «Üj) 

5.40871 

+  1614.6 
+  «21.7 

3.58402 

5.44141 

2 . 1 8080 

+  1822.3 

+  1343-* 

3.61973 

5-45719 

2.15808 

+  <99«-* 

+  1165.9 

3.63920 

5- 45770 

+  1180.6 
3.64192 

5.44467 

1.10444 

+  2188.9 

+  2096.5 

3-63199 

5 -41996 

1.07368 

+  1839-1 
3.60840 

5.38560 

+  «13-S 

+  '540.3 

3-57447 

5-14175 

+  1180.6 

+  1130.6 

3 -53*91 

SS«.™ 

1.43115 

2.46386 

1.47963 

1.07904 

''olllo 

2.46711 

2.44240 
1 .03684 

1.40804 

1.36619 

—  *t 
+  "v 
log* 

5,76408 

4.19886 

+      5So2 

+      9863 

3-6J9J9 

3*91825 

4.28912 

+       7399 

+     13698 

3-79917 

4,06611 

4-36197 

+-       9186 

+     17864 

3-93841 

4*18167 

4-4195» 

+     10575 

-+-     11062 

4,27801 

4.46367 

+     11282 

+     *5977 

4.16717 

4.35779 
4.496*3 

+     11082 
+     193*5 

4*4*146 

4.51893 

+       984* 

+     11888 

4- 34113 

4*477*1 
4-S314' 
+     7534 
+  11511 
4.41494 
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©, 


,873 

1871 

lUJgj 

97°i*'  S" 
0.49198 
9.I04S4 
9.99290 

900  4' 5*" 

7»i3793 
9.986B4 

Min  6 

8t°»7'i9" 

0.47144 
9.09506 
9.973"9 

74°i8'44" 
0.46151 
9-3945« 
9  - 95°9° 

Dm.  16 

Hot.« 

Bept.  u 

A.,.,8 

Jtilg 

66"  7'44" 

0.45176 
9.56439 

9.91844 

57°14'io" 
O.44341 
9.6793t 
9-87350 

48°l8'*7" 
0.43480 
9.76113 
9.81148 

38V54" 
0.41720 
9.81305 
9-7*933 

»9°  6 '5  6" 
o.4»094 
9.86680 

+         4-S 
0.6J3.1 

+       «.9 

i.°7S 59 

■+■       15.7 
1.19590 

+        16.7 

+       16.0 
1.10411 

+       14- * 
1.15119 

4-       11.8 

1.07188 

4-         8.9 
o.94939 

+         6-, 
0-7*533 

5 . »9656 

1.96791 

+  «Ji.J 

+     933-4 

3.48639 

1.9*918 
+  *o74-3 
+     664.1 

3-43749 

5. 19464 

1.88976 
+   1017.8 
+     4*9-8 

3.38874 

S-14401 

+   1967.8 
+     *33-* 

3.34161 

5-09623 

+  ^9**4 

+       73-7 
3.30148 

5-oS3'3 

1.77368 

+  1903.0 

—      S"-* 

3-16759 

5.01617 

1.73910 

+   1891-7 

—     143-9 

3.14174 

4.98685 

■.70880 

+  1896.9 

—     107.6 

3 -"771 

4.96561 

1.68376 

+  1913-6 

—     *44  7 

3-1**43 

i.3'9oo 
0.98396 

1.16860 
0.96464 

0.94488 

1.16646 
0.91501 

».11867 
0.90551 

1.07557 

0.88684 

».03871 

O.86960 

1.00919 
0.85440 

1.98805 
0.84188 

4*5*103 

4-54"7 
4-       4**1 
+     34»°3 

4.4768s 

4»55664 

4- 543 54 

+           49 

+     339'4 

4-51975 

4.5*553 

4.54160 
—       4793 
+     3"i8 

4.574"6 

4.60891 

4-S36'9 
—     10079 
+     30696 

4.61039 

41,61785 

4S1798 

—     15568 

+     *79S* 

4.63869 

®« 

4.64311 
4-51739 

+     HS97 
4.65903 

4,65537 

4.50468 

—     16158 

+    10757 

4-67131 

4,66505 

4.48991 

—     30768 

+     16567 

4-6TS18 

4,67*45 

4-473°S 

—     34614 

+      1*180 

4.67019 

187» 

I871 

M»i30 

April  «0 

»in  11 

Ju.31 

D«.  » 

*».,. 

Ott.) 

Auf.  >4 

Jnll  15 

19°  7'  3" 
0.41631 
9.89610 
9.43605 

BVV" 

0.41354 

9.91174 
9.10984 

0.41177 
9.9171! 

'■»7553 

348ni7'  3" 

9.90970 

9.* 2006 

0.41731 

9-88997 
9(.48944 

3»8°n'i9" 
0.41*39 
9.85710 
9*64655 

31 8V  '55" 
0.41901 
9.80933 
9.75310 

jog'to'ig" 
0.43691 
9-7434* 
9B*i983 

3oo°*o'*o" 
0-44S74 
9-6S36S 
9***630 

+         3-3 
0.51851 

+         0  J 

9.69897 

0,30103 

—         4-S 
0,65311 

—         6.8 
0,83151 

—         9.0 
0.95414 

1,04139 

—      i*.8 

—        14.5 
1,16137 

4.9S»6i 

1.66514 

+   193** 

—     *s8-S 

J.*»5i3 

4.94746 
1.65416 

+  "964-7 

—     151.* 

3*33*3 

4-949*1 

+  19*6-8 

3  *448* 

4.95679 

1.65614 

+   1997-8 

—     194-9 

3*5598 

4.96886 

1.66918 

+  '991-3 

-     151-8 

3-16517 

4-98413 

1. 68956 

+  1970.9 

3.17107 

5.00186 

■.71608 

4-   1931.O 

—      55-3 
3.17316 

1.74764 
+  18758 

—          7-7 
3.17141 

5.04044 

1.7**96 

+   1809.* 

+        37.4 

3  »6637 

1.9750T 
0.83161 

1.96990 

1. 97167 
0.81554 

1.979*3 
0.81811 

1-99150 
0.83464 

0.84478 

».01430 
0.85804 

»,043»6 
0.873** 

1.06188 
0.89148 

4.67770 

4-4519« 

—     37488 

+       7763 

4-65563 

4,68080 
4.43165 

—     39**3 

+-       3487 

4-63053 

4.68165 
4409" 

—  39704 

—  484 
4-5935" 

4.680,5 
4.38361 

—  38891 

—  4015 
4-54*53 

4.67610 

4  35675 

—     36B17 

'4-47435 

4.66976 
4-3*934 

—  33640 

—  946a 
4.38346 

4.66086 
4. 30149 

—  19SIS 

—  11366 
4-iS9n> 

4.64967 

4-*7743 

—  14726 

—  1*801 
4.07646 

4.63640 
4.15544 

—  19501 

—  13*59 

3-75H3 
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21-  u.  f  )i 

Datum 

1875 

1874 

Fabr.  34 

_'"-•«__ 

'    Dm.  6 

Oc..„ 

S.pt.,7 

Aog.8 

jn.il9 

KU» 

sinn' 

Ii4"i8'jj" 

mV«" 

ii80i6'is" 

i.5°*5'  7" 

*l»°i3'58" 

109°ji'4I" 

io6"n'i6" 

9-86761 

9B84S48 

9,81089 

9-79355 

9-76309 

9,71901 

9,69070 

9-64710     I 

sin.B, 

8,18561 

8,16348 

8,13889 

8,"i55 

8,08109 

8,04701 

8,00870 

7,96530   ! 

T\ 

0-7J6J7 

0.73673 

0.73683 

0.736B6 

0.736*3 

0.7367S 

0.73660 

0.73619   , 

coiA 

9-99995 

9  99995 

9.99996 

9.99996 

9.99997 

9-99997 

9.99998 

9 . 99998 

A 

i64°zcj'4a" 

i6i°19'»3" 

I58°l8'li" 

1S5°17'  6" 

.51°.  5 'SS" 

I490i4'5o" 

146°!  3' 34" 

143nn'n" 

X'i— v 

Jl6"i2'i4" 

JJ8°1?'»I" 

34O0ii'49" 

34i°i6'46" 

344  13     7 

346°4i's6" 

348°54'  8" 

15'°io'so"    ; 

COI|Z',-B) 

9.9614» 

9.46804 

9.97398 

9-979*9 

9.98401 

9.9*819 

9.99180 

9-99481 

r,  C0.  JJ, 

0.73651 

0.73668 

0.73679 

0.73681 

0.71680 

0.7367* 

0.7365* 

0.75637 

sin  [X'i — v) 

9,60578 

9-S68I1 

9„S*64i 

9-47944 

9,4*547 

9,36186 

9-**439 

9-18560 

F 

0.69794 

0 . 70471 

0.71077 

0.71611 

0.71081 

0.71491 

0.71838 

0.71110 

0.56481 

0.56488 

0.56413 

0.56185 

0.56076 

o- 55795 

0-5544*     ' 

'    Subtr. 

9-55774 

9.57990 

9.60113 

9.6*187 

9.64117 

9.66111 

9.6S176 

9.70:03 

l'-r 

0.1.176 

0.14471 

0.16611 

0.18610 

0.11187 

0.13971 

0-1S545 

9-91*89 

9-91509 

9,89165 

9,86404 

9.86981 

9.93141 

9.95766 

•7' 

0,34*30 

0,30479 

0,16310 

0,11616 

o„  16117 

0,09858 

0-01097 

9-9* '97 

0 . 40941 

0.38970 

0.37055 

0.351*1 

0.33511 

0. 31001 

0. 30730 

0.19779 

9.99977 

9-99977 

9.99978 

9.99979 

9.99980 

9-9998* 

9.99984 

9-99986 

c 

8,91118 

8,90011 

8-87S7* 

8,84841 

*„*179* 

8,78376 

8-7453o 

8,70169 

e-1 

9.59036 

9.61007 

9.61913 

9.64757 

9.66459 

9.67981 

9.69*54 

9-70*07 

r-s 

B. 77108 

8.88769 

8-94*71 

8-99177 

9-03943 

9.07761 

9-10611 

Subtr. 

7.79o»9 

7.78981 

7-7*951 

7.7894* 

7.78951 

7-78975 

7.79o*3 

9.95105 

9-9SBSI 

9.96390 

9.96836 

9.97198 

9.97484 

9.97700 

9.97847 

K 

8.71313 

8.78871 

8.85159 

1.9M07 

8.96575 

9.01417 

9.05461 

9.08468 

f:r 

0.13391 

0.13991 

0.14589 

0.15188 

0.15797 

0.16415 

0.17043 

0,17678 

x,?r 

3.19031 

3-3559« 

3-41877 

3.478*5 

3-51*91 

3-S814S 

3.61180 

3.65186 

•?'»■ 

0,90631 

0,86960 

0,81808 

O-7*049 

0,7151* 

0,65934 

0,57891 

0,47639 

xXf.r 

3.41413 

3.49581 

3 ■ 56466 

3.63013 

3.69090 

3.74S6o 

3.79**3 

3.81864 

x:?* 

3-338*6 

1-39739 

3-45487 

3.50989 

I.56095 

3.60661 

3.64480 

3.67339 

Subtr. 

9.34016 

9  40544 

9.45883 

9.S0377 

9.54*58 

9-S7654 

9.60660 

9-6331* 

Ä 

+     477.o 

H-    635.1 

+     819  8 

+   1031-9 

+  1169.* 

+  15*4.6 

+-  1784-0 

-+-  »015.7 

17 

-     15716 

—     17654 

-      18144 

—     18115 

—     17410 

—     "5*75 

—     13415 

W 

—     163.1 

—     180.3 

—     197.0 

—     111. 1 

—     **4-3 

—     131.9 

—     *3*-9 

—     1*5-7 

«' 

160VB 

i59"36'i 

15»°"'7 

»57°  7 '3 

*S5n53'o 

*54"38'9 

*Sl"*4'9 

i5i°ii'o 

i/u 

Binu' 

9-9944 

9-99*8 

9-99»° 

9-9889 

9.9*67 

9-9*43 

9-9*15 

9,9786 

«in  Äi 

8„0l88 

8,0171 

*-oiS4 

8,01 3j 

8,om 

8,0087 

n 

0.9950 

0  9954 

0.9957 

0.9961 

0.9964 

0.9968 

0.9971 

0.9974 

coa£, 

i'l 

»78°49'6 

*77°3S'o 

176-io's 

175°  6'i 

*71°5i'8 

»7*°37'6 

*7l°l3'6 

*70n  9'7 

£'i— v 

90V3 

94"ll'° 

98°i4'i 

ioi°i5'8 

ilo"  4' 7 

118"  84 

coa  [£',-»; 

8-0797 

8,8994 

9-1647 

9-3*7* 

9-4441 

9-5157 

9,6105 

9-6716 

0 . 9950 

0-9954 

0.9957 

0.9961 

0.9964 

0.9968 

0.997I 

0.9974 

»in  [X'i-»J 

0.0000 

9.9986 

9-9953 

9.9900 

9  9815 

9.97*8 

9.9605 

9-9454 

$' 

9-0747 

9-8948 

0,1604 

o-3*33 

0,4407 

o,53 »5 

0,6076 

0,6710      ! 

0.5640 

0. 5648 

0.5649 

0.564* 

0.5618 

0.5608 

o-5579 

0-5544      ' 

Subtr. 

0.0139 

0.0841 

0.1443 

0.1443 

0.1B71 

0.2769 

0.1466 

F— r 

0-5779 

0,6489 

0,7091 

0-7613 

0,8071 

o„8479 

0,8845 

o-9'76     : 

9.9703 

9-9597 

9.9476 

9-934° 

9.9188 

9.9019 

9-8830 

9.8617 

0.9950 

0.9940 

0.9910 

0.9861 

0.9789 

0.9576 

o.94*8 

?"•» 

1.0147 

1.0343 

1.0434 

1.0511 

1.0677 

1.0746 

l.otl.      | 

c 

9„°"38 

9,0136 

9-oi 1 1 

9-0094 

9-0075 

9-oo s 5 

9-oojo 

9,0004 

e— 

8  9753 

8.9657 

8,9566 

8 • 9479 

8.9399 

8.9313 

8-9*54 

8.9189     1 

f-3 

6.9159 

6.8971 

6.8698 

6.8437 

6.8197 

67969 

6.7761 

6.7567 

r,-3 

7-0150 

70139 

7.0118 

7.0118 

7.0107 

7.0097 

7.0088 

7.0078     1 

Subtr. 

9-3574 

9.4894 

9.5910 

9 ■ 6745 

9-74« 

9-8503 

9.8936 

Ä 

6-*8l3 

6,3865 

6,4608 

6,5181 

6,5619 

6-597* 

6,6165 

£':»• 

8-5107 

9-3300 

9-5955 

9-7591 

9-8779 

9-9717 

0-0497 

0,1166 

x  A' 

0,3165 

o-4*97 

0,5040 

o„S6.4 

0,6410 

0,6697 

o-6915 

ij'r 

1.5590 

1.55*8 

1-5559 

1-5503 

'-5417 

i-S3°4 

I-5155 

1-497* 

xX{';r 

8-8371 

9-7597 

0.0995 

0.3105 

0.4830 

0.6117 

0.7194 

0.8101 

x:e* 

0.9691 

0.9403 

0.91 JO 

0.8869 

0.8619 

0.8194 

Subtr. 

9.996B 

9-9704 

9.9176 

9.8615 

0.1456 

9  8  J77 

9-411* 

8-1759 

-       9.1 

—    6.9 

—      5-6 

—       4* 

—       1.4 

+         0.1 

(7 

—         77 

—         97 

—        "5 

—       119 

—        140 

-       14* 

—      '51 

—         '5S 

TT 

+       0.1 

+       0.3 

+        0.3 

+       0.4 

+       0.4 

•+■       0.4 

+        °.5 

+         o.S     | 
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io3Dl9'j9" 

—          16 

9,59768 

7,9 '568 

0.73611 

9 . 99999 

144*10*35" 

353°»'  5 

9.99714 

O.7J610 

9,0504* 

Min  ■         |         J.a.  x> 

ioo"l7'46"       197°15'36" 

—          14         —          '* 

9,54017   i         9,47*31 

7»8jBi7  i        7»79°H 

0-7J57*   1         0.73539 

9  99999  i        9-99999 

'11°  »V  I    '14°  6'i6" 

356"  »'  1"       358°l8'sl" 

9.99896           9-999** 

o-73577           °  71518 

8,83993   1         8,37179 

Duo.  it        |        Kot.i         ]   r  Sept.« 

'94°'S'  5"  I  i9'°lo'  9"      "88°  6*45" 
—          ,0     1   —            9         —            6 
9,190*5  1       9,**714  !       9,'49S8 
7,70815          7,60514          7,46758 
0.73493  1       o-73443  i       0.71386 
9.99999          0.00000          0.00000 
ili"  4'  7"  |  1*8°  l'n"      i*4*57'5'" 
i°*4'56"  '       4°ii'i9"          7°lo'  1" 
9.99987          999874  '       9996*7 
0.7349*          o.73443          0.71186 
8. 39276          8.88075  !       9-"571 

1850  t's*"     i8i058'*6" 

8,9444*          8,51711 

7,16141          6,85511 
o.711*S          o.73*57 

i*i°54'  0"      Ii8449'l6" 
lo°si'  1"       I4°*8'59" 
9.99114          9-9B597 
0-733*5  1       0.73*57 
9.17518  1       9-198IO 

IUI  15 

I78°53'*4" 

+           ' 

8.18717 

O-73'BS 

"S"44'17" 

9-977*7 
o.73'85 
9.49864 

0-73334 
0.55016 
9.71990 

9-97775 
9,7865» 
0.19131 
9.999*9 

8B6Si79 

0-73473 
0.54510 
9-73810 
0.18330 
9.99181 
9»S7S7o 
0.19149 
9.99991 
8,59395 

0.735*6 
OS195* 
9-75544 
0.19496 
9.99908 
9,10817 
0.19588 
9-99994 
8,5*57* 

o.73479 
o-531'5 
9-77"5' 

9.99904 
9.11768 
0.30561 
9.99996 
B„441'8 

0  713'7  1       o'730'3 
0.51611          0.51841 
9-78595          9.798io 
0.31106          0.3165* 
9.99140          9.97608 
9.61518  !       9-84959 
0.31066          0.34044 
9.99998  1       9-99999 
8„33957  1     .  8,10144 

o- 7*539          0.71854 
0.51013  1       0.50119 

9.807*5  ;     9-8l*l* 

0.31738          0.31361 
9-951o6          9.91*13 
0.00863  '       0.13067 
0.36411  j       0.39118 

7„99567           7,58768 

0.70911 
I-49198 

0.30401 
9.88316 
0.13049 
0.4*086 

7.337oi 

9-70758  1        9.70841 
9.11174  I        9.11516 
7.79167           7.79166 
9 .979»5  1        9-9791* 
9.10199           9104I8 

9 . 70406 
9.11118 

7-79383 
9.9786z 

9.69434   j        9.67931   1        9-65955           9-61568 
9.08101            9-03796           8.97865   i        8. 90704 
7-795*1  1       7-7967'   '       7-7984*          7-800*5 
9.97701  ,       9-97434  i       9-97013  '       9-96464 
9.06004          9.01*30  '       8.94898          8.87168 

9.60861           957914 
8.B1586           8,73741 
7.80119           7-80445 
9-9S67B           9.94611 
8.78*64  !       8,68353 

0.18318 
3.66917 
°„3J66B 

0.18953 
3.67176 

o„ 11090 

0.19574 

3-6579B 
9*64769 

0.10164 
3.61711 

9  66083 

1-57948 
0.14119 

i:5>6i6 

0.36801 

0.1.5*6 
1-43886 
0  5HJ76 

0.11715  1       0.11714 
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+       9589 
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9i.9756 
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0.9977 

»68**55'9 
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9,7*79 
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9.9169 
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il6035'S 
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0.9981 
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0.9983 
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0.9986 
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0.9998 
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0,9751 
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8„99'4 
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8,9879 
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1,0419 
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0.6085 
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8,97'S 

o„977S 
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9,987o 
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8,9667 

8.9130 

6.7190 
7.0069 
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9.9636 
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8.9017 
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7.0051 
9-99'9 
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°«3S93 
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o,459'   I          0,4855 
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1 .1098             0.9869 

0.8886 
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9-4434 
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+         0.5 

0-9577 

0.7660 
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—         150 
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1.0190 
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1.0737 
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—          'IS 
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0.1707 
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—         1*4 

+         0.6 
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+       .0.9 
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9.25770 

9.37006 

9.4SBS3 
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Bin  Z/, 

7.18311 

7.41165 

7-S7S70 

7.68B06 

7-776S3 
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»i 
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O.71938 
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9-99999 
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-£'1 
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9.58409 

9 
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9 
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f 
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0 
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0 

62984 
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0.48451 
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9 
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9.75488 

9 
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9.61536 
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0.18671. 

15918 
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9 
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9 
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9-99999 

9 

99999 
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8 
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8 
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e-' 
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9 
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9 

45170 
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p-3 
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» 
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8 
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7-994SO 
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7 
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Methode  der  kleinsten  Quadrate. 


A.  Theoretische  Grundlage  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  deren 
Anwendung  auf  die  einfachsten  Fälle. 

5*  1.   Allgemeine  Betrachtungen. 

Alle  Bestimmungen,  die  eich  auf  Beobachtungen  gründen,  sind  von  begrenzter 
Genauigkeit;  hat  man  daher  mehre  Beobachtungen  einer  und  derselben  Grösse,  so 
werden  jene  im  Allgemeinen  nahe  identisch«  Resultate  geben;  die  Abweichungen 
selbst  untereinander  werden  aber  ganz  wesentlich  von  der  Gute  der  angewandten 
Instrumente,  der  Geschicklichkeit  des  Beobachters  und  den  bei  der  Beobachtung' 
stattfindenden  Umständen  abhängig  sein.  Liegen  nun  mehre  solche  directe  Be- 
stimmungen einer  und  derselben  Grösse  vor,  denen  man  Allen  a  priori  dieselbe  Ge- 
nauigkeit zuschreiben  darf,  so  wird  das  arithmetische  Mittel  der  einzelnen  Beobach- 
tungsresultate  wohl  als  der  wahrscheinlichste  Werth  betrachtet  werden  dürfen; 
dieser  Satz  soll  gleichsam  als  Axiom  ohne  Beweis  hingestellt  werden,  da  derselbe 
so  viel  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  Anspruch  nimmt,  dass  man  die  Annahme  als 
evident  anzunehmen  sich  erlauben  kann. 

Als  Grundlage  für  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  wird  man  dem  ent- 
sprechend den  folgenden  Satz  anzusehen  haben :  » Ist  eine  Grösse  durch  eine  Reihe 
unmittelbarer  Bestimmungen  von  gleicher  Verlässlichkeit  bestimmt  worden,  so  ist 
das  aus  diesen  Beobachtungen  gezogene  arithmetische  Mittel  der  wahrscheinlichste 
Werth«,  d.  h.  der  Werth,  der  voraussichtlich  der  Wahrheit  am  nächsten  kommt. 

Bezeichnet  man  die  durch  die  directe  Beobachtung  erhaltenen  Werthe  der 
Unbekannten  mit  M, ,  Mi,  M3,  . . .  Mm,  das  arithmetische  Mittel  mit  x,  so  ist,  wenn 
die  Anzahl  der  Einzelbeobachtungen  durch  m  bezeichnet  wird,  der  wahrscheinlichste 
Werth  der  Unbekannten  bestimmt  durch 

x  —  ■»!  +  JG  +  ■"»  +  ••-  +  -M". 

oder  auch 

mx  =  M,  +  Mt  +  M3  +  . . .+  Mm  . 
Bildet  man   nun  die  Differenzen   zwischen   den   einzelnen  Beobachtungen  und  dem 
wahrscheinlichsten   Werth,    so   werden   diese  Differenzen  der  Hauptsache  nach   als 
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I Je o bach tun gsfe liier  angesehen  werden  können,  und  bildet  man  die  Summe  derselben, 

so  wird  sein : 

(Jtfi  —  x)  +  [Mt— x)  +  ...  +  {Mm— x)  =  Mt+M2  +  . . .  +  Mm— mx=o.     i) 

Es  ist  also  die  Summe  der  Beobachtungsfehler  oder  genauer  ausgedruckt,  die 
Summe  der  Differenzen  zwischen  den  Beobachtungsresul  taten  und  dem  arithmetischen 
Mittel  der  Null  gleich,  eine  Relation,  die  übrigens  unmittelbar  aus  der  Idee  des 
arithmetischen  Mittels  resultirt.  Diese  Relation  kann  aber  auch  in  einer  anderen 
Weise  gefasst  werden,  die  für  die  folgenden  Untersuchungen  von  besonderen 
Nutzen  ist  und  deren  Giltigkeit  weiter  unten  auf  einem  anderen  Wege  nachgewiesen 
werden  wird.     Sucht  man  nämlich  für  die  Funktion: 

(Mi  —x)i  +  (.Mi— x)i  +  ...  +  (Mm—x? 
die  Bedingung  des  Minimums,  so  erhält  man  durch  Differentiation  dieses  Ausdruckes 
nach  z  und  durch  die  nachträgliche  Nullsetzung  der  Derivation  ebenfalls  einen  mit 
der  Relation  1)  identischen  Ausdruck;  es  findet  sich  nämlich  nach  Ausführung  der 
angezeigten  Operationen: 

[Mi  -x)  +  (Mt-z)  +  . . .  +  (Mn-x)  =  o. 

Bedenkt  man,  dass  diese  Ableitung  auch  für  das  Maximum  gilt,  dass  aber 
die  Funktion  in  der  hier  auftretenden  Form  kein  geschlossenes  Maximum  be- 
sitzt, da  mit -unendlich  wachsendem  x  der  Werth  der  Summe  der  Quadrate  un- 
endlich gross  wird,  so  wird  man  ebenfalls  das  oben  hingestellte  Axiom  umformen 
können  in  das  folgende :  »der  wahrscheinlichste  Werth  einer  Unbekannten,  die  durch 
mehre  gleich  verlässliche  Beobachtungen  bestimmt  ist,  ist  derjenige,  welcher  die 
Summe  der  Quadrate  der  Differenzen,  die  zwischen  der  Beobachtung  und  Rechnung 
auftreten,  zu  einem  Minimum  macht.«  In  dieser  Form  hingestellt  hat  das  Axiom 
des  arithmetischen  Mittels  der  Methode  den  Namen  gegeben. 

Es  dürfte  aber  angemessen  sein,  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  keine  andere 
Funktion  dieser  Minimumbedingung  genügt.  Es  sei  F  eine  Funktion  des  Beobach- 
tungsfehlers M — x),  welche  Differenz  der  Kürze  halber  mit  J  bezeichnet  werden 
soll ;  das  Axiom  des  arithmetischen  Mittels  sagt  aber  aus : 

Jx  +  Ji  +...-(-  Jm  =  o. 
Es  wird  also  zu  untersuchen  sein,  welche  Formen  der  Funktion  der  Bedingung 

F(Jt)  +  F(J,}  +  ...  +  F[Jm)  =  Minimum 
in  Verbindung  mit  der  ersteren  Relation  genügen  können.     Für  die  Bedingung  des 
Minimums  kann  aber  gesetzt  werden: 

dJy.        ~*~       dJt         "r""-"r"        dJm~    ~°    *  Z> 

Um  nun  aus  dieser  Funktionalgleichung  die  Form  der  Funktion  selbst  zu 
bestimmen,  wird  man  diese  Gleichung  nochmals  differcntiiren  mit  Rücksicht  auf  die 
Bedingung  des  arithmetischen  Mittels.  Man  wird  dieser  letzteren  Bedingung  einfach 
dadurch  genügen,  dass  man  für  Jm  den  Werth 

dm=—  Jx  —  Jz  —  ....  —  Jm_t  3) 
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einführt,  wodurch  die  übrigen  Unterschiede  J„  Jt  ...  ^m_,  von  einander  völlig  un- 
abhängig erscheinen.     Beachtet  man,   dass  ist: 

d{Jx  +  Ji  +  ...  +  Jm_i)  _ 

dJx  ~  ' 

d(J,  +  ^/t-\-...  +  aJm_l)   _  , 


und  schreibt  der  Kürze  halber  für 

HP-*«. 

so  erhält  man  durch  Differentiation  des  Ausdruckes  2)  nach  Jx ,  wenn  man  der 
Relation  3)  entsprechend  das  Differential  des  letzten  Gliedes,  welches  nebst  dem 
ersten  bei  der  Differentiation  nach  J,  nicht  verschwindet : 

dP\4) d  F,<A  +  <4t  +  ----4m-t) 

dA    ~  rf(4+4+...+4»-t] 
ähnlich  erhalt  man  durch  die  Differentiation  von  2)  nach  J2,  d3  u.  s.  w. : 


dFSA) 

dF(4+^+...+VJ 

dJi 

HA  +  4+  —  +<*—.)    . 

d  F  lJm-, 

rfJ'(4+4+...+4,_i) 

Da  also  nun  Ju  J^.. .  z/m..(  völlig  von  einander  unabhängig  erscheinen,  so  kann  die 
Gleichheit  dieser  Differentialquotienten  nur  dann  bestehen,  wenn  diese  seihst  einer 
Constanten  gleich  sind.  Es  resultirt  demnach  für  die  vorgelegte  Funktion  die 
Relation : 

dF\A  _ 

Die  Integration  ergibt,    wenn  man  wieder  für  F  {J)  die  ursprüngliche  Form 

restituirt : 

dF(J)  .    ,  . 

-VT  =  C«  J  +  Ci    ■  4) 

Es  läsBt  sich  jedoch  leicht  erweisen,  -dass  die  Constante  ct  der  Null  gleich 
gesetzt  werden  muss,  denn  fuhrt  man  diese  eben  gewonnene  Relation  in  die  Glei- 
chung 2)   ein,  so  erhält  man: 

c„{Ji  +  J2  +  . . .  +  Jm)  +  mcx  =  o. 
Da   aber  der  Coefficient  von  c0  nach  der  Idee  des   arithmetischen  Mittels  der  Null 
gleich  ist,    so    muss  ebenfalls    cx   der   Null   gleich  sein;    man   kann   also   statt  4) 
schreiben : 

dF\A  _„    A 

[ntegrirt  man  nun  diese  Gleichung  nochmals,  so  erhält  man: 

F(J)=\cQJ*  +  Ci, 
woraus  unmittelbar  resultirt,  dass  die  einzige  Funktion,  die  der  gestellten  Bedingung 
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genügt,  diejenige  ist,  die  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht; 
die  willkürliche  Constante  kommt  natürlich  hier  nicht  weiter  in  Betracht,  da  dieselbe 
die  Bedingung  des  Minimums  nicht  afficirt. 

Indem  so  die  oben  aufgestellten  Axiome  als  völlig  identisch  angesehen  werden 
können,  sieht  man  sofort  ein,  dass  der  Lösung  des  Problems  in  dem  einfachen, 
hier  in  Betracht  gezogenen  Falle  keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  mehr  entgegen- 
stehen ;  doch  complicirt  sich  die  Sache  sofort,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  von 
mehren  Unbekannten  aus  vielen  Beobachtungen  handelt;  es  wird  sich  aber  in  der 
Folge  zeigen,  dass  man  mit  dem  aufgestellten  Principe  ausreichen  und  durch  con- 
sequente  Anwendung  desselben  die  complicirtesten  Fälle  der  Rechnung  unter- 
werfen kann. 

Es  wurde  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  zum  wahrscheinlichsten  Resultate 
zusammenzufassenden  Beobachtungen  oder  Theilresultate  von  gleicher  Verlässlich- 
keit  sind :  ist  nun  dies  nicht  der  Fall,  so  muss  auf  diesen  Umstand  gehörig  Rück- 
sicht genommen  werden.  Bei  der  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe  wird  im  weiteren 
Verlaufe  der  Entwickelungen  ein  grosser  Vorzug  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate sich  herausstellen,  indem  man  durch  dieselbe  in  den  Stand  gesetzt  wird,  die 
wahrscheinliche  Unsicherheit  des  Resultates  nach  den  übrigbleibenden  Differenzen 
zwischen  den  Beobachtungen  und  der  Rechnung  zu  bestimmen,  also  die  Vertrauens- 
würdigkeit des  Resultates  auf  ein  numerisches  Maass  zurückzuführen.  So  wünschens- 
wert!) es  ist,  Methoden  zu  besitzen,  welche  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Unbekannten  gestatten,  so  wenig  befriedigend  wären  dieselben  für  sich 
allein,  wenn  man  nicht  durch  dieselben  ein  nach  bestimmten  Principien  bestimmtes 
Maass  für  die  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  erhalten  würde;  die  durch 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gebotene  Möglichkeit,  dieser  Forderung  zu 
genügen,  muss  zu  einem  nicht  immer  gehörig  gewürdigten  Hauptvorzug  derselben 
gezahlt  werden. 

Sollen  Beobachtungen  oder  Theilresultate  von  differenter  Genauigkeit  mit 
einander  verbunden  werden,  so  muss  man  sich  vor  Allem  die  Ursachen  klar  machen, 
welche  diese  Verschiedenheit  bedingen;  der  einfachste  Fall  ist  etwa  der,  wo  man 
die  einzelnen  Beobachtungsdaten  als  Resultate  verschiedener  Beobachtungsreihen 
aufzufassen  in  der  Lage  ist,  so  dass  also  das  Resultat  einer  Beobachtungsreihe  als 
eine  Beobachtung  hingestellt  wird  und  die  Einzelnbeobachtungen  innerhalb  dieser 
verschiedenen  Reihen  von  gleicher  Genauigkeit  angesehen  werden  dürfen.  Die 
Anzahl  der  zum  Theilresultate  vereinigten  Einzelnbeobachtungen  wird  offenbar  als  ein 
Maassstab  für  die  Genauigkeit  desselben  angesehen  werden,  und  es  soll  die  den- 
selben ausdrückende  Zahl  den  Namen  »Gewicht«  erhalten.  Es  sei  der  Wurta  der 
Unbekannten  x  bestimmt  worden  durch  eine  Reihe  von  m'  Beobachtungen,  die  ein- 
zelnen Beobachtungen  sind  von  gleicher  Vertrauenswürdigkeit,  haben  also  das  gleiche 
Gewicht,  diese  Einzelnbeobachtungen  seien:  M\,  M%,  ...3fm-.  Man  erhält  den  wahr- 
scheinlichsten Wertk  x  aus  dieser  Reihe  für  die  Unbekannte  nach  dem  Obigen : 
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Kine  zweite  Beobachtungsreihe  ähnlich  behandelt  ergäbe : 

„  __  My"  +  Mi"  +  .  .  .   +  Jtf".- 


'  + Jtf2"'  +  ...  +  Ä", 


■ f- 

Hält  man  hierbei  die  gemachte  Voraussetzung  fest,  dass  allen  Beobachtungen  in 
jeder  dieser  Be ob achtungs reihen  eine  gleiche  Genauigkeit  a  priori  zugeschrieben 
wird,  so  kann  man  auch  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekannten  x  aus  der 
Gesammtheit  dieser  Beobachtungen  nach  dem  Satze  des  arithmetischen  Mittels  finden : 

x  =  Ml  +  M*  +  ■  ■  ■  + Jtf|"  +  Mi"  +  ■  ■  ■  +W  +  *vg±z  ■  ■ 

welche  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  oben  aufgestellten  Theil res ul täte  geschrie- 
ben werden  kann: 

*>*  +  «•*  +  *■*>  +  ... 

,„-  4.  m"  +  ,„■«  + . . .  >  5J 

welcher  Ausdruck  sofort  zu  dem  folgenden  Satze  führt:  Wenn  aus  Beobachtungs- 
resultaten, denen  verschiedene  aber  bekannte  Gewichtszahlen  zugeschrieben  werden, 
der  wahrscheinlichste  Werth  gefunden  werden  soll,  so  erhält  man  denselben,  wenn 
man  die  Reobachtungsresultate  mit  dem  zugehörigen  Gewichte  multiplicirt  und  die' 
Summe  dieser  Producta  durch  die  Summe  der  Gewichte  dividirt.  Das  Gewicht 
dieser  Bestimmung  selbst  ist  offenbar  der  Summe  der  Gewichte  gleich. 
Weiter  resultirt,  dass  nothwendig  sein  muss: 

wt(ä—  x)  +  m"{x"-x)  +  ...  =  o  .  6) 

Ah  dem  Ausdrucke  5)  wird  seinem  Werthe  nach  nichts  geändert,  wenn  man 
den  Zähler  und  Nenner  mit  einem  beliebigen  Factor  a  multiplicirt,  also  setzt: 

am' J  +  am" z"  +  am"' x"' +  . . . 

X—       '  am  +  am" +  ««,"■  +  ... 

woraus  man  sofort  achliessen  kann,  dass  die  Gewichte  nur  Relativzahlen  sind 
und  keineswegs  ganze  Zahlen  zu  sein  brauchen.  Eine  Beobachtung  mit  dem  Ge- 
wichte »Null«  ist  verfehlt,  und  wird  gleichsam  nicht  mitgezählt,  wird  verworfen,  ein 
negatives  Gewicht  hat  aber  nach  der -Idee  desselben  keine  Bedeutung,  bezeichnet 
man  mit  p  das  Gewicht,  so  wird  man  sich  stets  vor  Augen  halten  müssen,  dass  p 
einen  positiven  Werth  hat;  es  würde  sich  daher  einigermassen  aus  diesem  und  an- 
deren später  hervortretenden  Gründen  empfehlen  für  das  Gewicht  das  Symbol  pp 
einzuführen;  da  dies  aber  nicht  üblich  ist,  so  bleibe  ich  bei  der  gewählten  Be- 
zeichnung. 

Man  kann  sich  die  oben  angerührten  Theilresultate  x',  x",  x"'  ...  auf  die 
verschiedenartigste  Weise  entstanden  denken,  so  z.  H.  sei  x'  mit  Hilfe  eines  ge- 
naueren Instrumentes  erhalten  worden  als  x",  x"  wäre  durch  einen  anderen  Be- 
obachter von  geringerer  Geschicklichkeit  geliefert  u.  s.  w.,    so  sind  dies  Umstände, 
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die  den  Theilresnltaten  verschiedenes  Gewicht  ertheilen;  die  Discussion  einer 
jeden  dieser  Beobachtungsreihen  wird,  geleitet  durch  die  Principien,  die  in  der 
Folge  entwickelt  werden,  aus  den  Beobachtungen  selbst  eine  Gewichtsbestimmung 
ermöglichen,  eine  Bestimmung,  die  bisher  stillschweigend  als  vollzogen  betrachtet 
wurde;  es  wird  nämlich  offenbar  jenen  Beobachtungen  der  einzelnen  Reihen,  die 
innerhalb  derselben  kleinere  Differenzen  zwischen  den  Beobachtungen  und  der 
Rechnung  übrig  lassen ,  ein  grösseres  Gewicht  zuzuschreiben  sein  und  damit  das 
Gewicht  gewissennaesen  a  posteriori  bestimmt.  Man  wird  aber  hierbei  zu  bemerken 
haben,  dass  offenbar  nur  dann  eine  einigerraassen  sichere  Bestimmung  des  Gewichtes 
der  Beobachtungen  in  den  verschiedenen  Reihen  a  posteriori  erlangt  werden  kann, 
wenn  die  Beobachtungen  einer  jeden  Reihe  zahlreich  sind,-  weil  ja  nur  in  diesem 
Falle  auf  eine  Ausgleichung  der  zufälligen  Fehlerquellen,  die  die  einzelne  Beobach- 
tung betreffen,  mit  einiger  Sicherheit  gerechnet  werden  darf,  ein  Umstand,  der  nicht 
immer  gehörig  berücksichtigt  wird. 


§  2.    Die  gesetzmäßige  Vertheilnng  der  Beobachtungsfehler. 

Nach  den  vorausgehenden  allgemein  orientirenden  Bemerkungen  wird  es  an- 
gemessen erscheinen,  vorerst  die  Gesetze  zu  finden,  nach  denen  die  Beobachtungs- 
fehler trotz  ihrer  scheinbaren  Regellosigkeit  sich  halten  und  anordnen;  hierbei 
werden  aber  nur  die  rein  zufalligen  Fehler  in  Betracht  gezogen  werden,  da  die  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  kein  Mittel  an  die  Hand  geben  kann ,  eine  die  Be- 
obachtungen in  constanter  Weise  entstellende  Fehlerquelle  zu  finden  und  ihrer 
Grösse  nach  zu  bestimmen.  Es  ist  in  diesem  Falle  die  Aufgabe  des  Beobachters, 
die  Anordnung  und  die  Reduction  der  Beobachtungen  so  zu  treffen,  dass  solche 
constante  Fehler  möglichst  wenig  in  den  Vordergrund  treten ;  hierüber  lassen  sich 
aber  offenbar  keine  allgemeinen  Vorschriften  geben,  doch  wird  man  beachten,  dass 
es  nur  in  den  seltensten  Fällen  gelingen  wird,  trotz  aller  darauf  aufgewendeten 
Mühen,  die  Beobachtungen  völlig  von  diesen  constanten  Fehlerquellen  zu  befreien; 
es  wird  daher  im  Allgemeinen  die  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ge- 
fundene Unsicherheit  des  Resultates ,  die  sich  nur  auf  die  zufällig  auftretenden  Fehler 
gründet,  zu  klein  gefunden  werden  nnd'  die  thatsächliche  grösser  sein,  entsprechend 
dem  begangenen,  seiner  Grösse  nach  aber  unbekannten  constanten  Fehler.  Diese 
Betrachtung,  welche  durch  die  Erfahrung  allseitig  bestätigt  wird,  rnuss  man  sich 
stet«  bei  der  Beurtheilung  der  theoretisch  bestimmten  Unsicherheit  des  Resultates 
aus  der  Ueberein Stimmung  der  Beobachtungen  vor  Augen  halten ,  und  würde  man 
dies  stets  gethan  haben,  so  würden  manche  Vorwürfe,  die  man  der  Methode  in  un- 
gerechtfertigter Weise  zugeschoben  hat,  nicht  gemacht  worden  sein. 

Dass  die  zufälligen  Fehler  in  der  That  eine  gewisse  Anordnung  in  Bezug  auf 
ihre  Grosse  zeigen  müssen,  läest  sich  leicht  in  den  allgemeinsten  Zügen  nachweisen ; 
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so  wird  z.  B.  der  Fadenantritt  eines  Aequator-Sternea  an  einem  grösseren  Meridian- 
instrumenta  im  Durchschnitt  auf  etwa  0.07  Zeitsecunden  für  einen  massig  geübten 
Beobachter  genau  aufzufassen  sein ;  ein  Fehler  von  einer  halben  Secunde  wird  daher 
äusserst  selten  auftreten,  Fehler  von  0.1  aber  sehr  häufig.  Diese  Betrachtung 
berechtigt  also  zn  dem  Schlüsse,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  einer 
gewissen  FeMergrösse  selbst  eine  Funktion  der  letzteren  ist. 
Man  wird  daher  behaupten  können, 
V[J) 
wird  die  Wahlschein lichkeit  des  Eintretens  einer  gewissen  Fehlergrösse  J  darstellen, 
wobei  vorläufig  die  Form  der  Funktion  tp  selbst  unbekannt  ist.  Die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  der  Fehler  J"  eintritt,  wird  also  durch  <p  \/f)  ausgedruckt  werden 
können.  Lässt  man  nun  die  Werthe  J,  J'  rf'  ...  der  Reihe  nach  alle  Werthe 
annehmen  zwischen  den  Grenzen  — c  und  +c,  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  ein  Fehler  sich  innerhalb  dieser  Grössen  findet,  offenbar  gleich  Bein  der  Summe 
der  Wahrscheinlichkeiten  der  innerhalb  dieser  Grenzen  befindlichen  Fehler,  und  sei 
diese  Öunfme  durch  P  bezeichnet,  so  ist: 

bei  einer  grossen  Beobachtungsreihe  kann  man  aber  wohl  annehmen,  dass  die  Fehler 
selbst  ihrer  Grösse  nach  nahe  continuirlich  in  einander  übergehen.  Erlaubt  man 
sich  diese  allerdings  nur  theilweise  gerechtfertigte  Annahme,  so  wird  man  diese 
Summe  durch  ein  Integral  ersetzen  dürfen  und  die  Form  erhalten: 


>=f<p{J) 


<U.  1) 

Dieser  für  die  weitere  Behandlung  nothwendige  Uebergang  von  einer  Summe 
auf  ein  Integral  wird  uns  zur  Vorsicht  mahnen,  wenn  Resultate  aus  einer  geringen 
Zahl  von  Beobachtungen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  abgeleitet  werden 
sollen;  die  Methode  fordert,  dass  mindestens  in  einer  gewissen  Annäherung  die 
Summe  durch  das  Integral  ersetzt  werden  darf;  diese  Voraussetzung  wird  um  so 
fehlerhafter  sein,  je  geringer  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist.  Dieser  hier  her- 
vorgehobene Umstand  tritt  nicht  nur  bei  der  eben  angestellten  Betrachtung  nach- 
theilig hervor,  sondern  auch  hei  den  weiter  unten  folgenden  Betrachtungen. 

In  dem  Ausdruck  ij  wird  nothwendig  P  stets  kleiner  als  die  Einheit  sein 
müssen,  denn  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  eines  gewissen  Falles  drückt 
das  Verhältniss  desselben  zu  allen  möglichen  aus;  dieses  Verhältniss  kann  daher 
nur  dann  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden,  wenn  die  Fehlergrenzen  so  weit  ge- 
zogen werden,  dass  dieselben  alle  möglichen  Fälle  in  sich  schliessen,  denn  dann 
geht  die  Wahrscheinlichkeit  in  die  Gewissheit  =  1  über. 

Durch  diese  Betrachtungen  ist  man  in  der  Lage,  das  obige  bestimmte  Inte- 
gral für  einen  bestimmten  Grenzwerth  seinem  numerischen  Werthe  nach  anzugeben, 
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eine  Auswerthung,  die  seiner  Zeit  von  besonderem  Nutzen  sein  wird  nur  Bestim- 
mung einer  Integration  sconstaote.  Die  Gewisshcit,  dass  der  Fehler  innerhalb  der 
gesteckten  Grenzen  liegt,  wird  man  nur  dann  haben,  wenn  man  die  Fehlergrenzen 
unendlich  weit  steckt,  also  für  c  =  ±  oo  substituirt,  es  wird  dann  P=  i  und  es 
besteht  daher  die  für  die  Folge  wichtige  Relation: 


-/. 


[J)dJ  .  2) 


Diese  Betrachtungen  selbst  fuhren  aber  nicht  zur  Kenntniss  der  Form  der 
Funktion;  zu  diesem  Ende  muss  man  das  Problem  von  einer  anderen  Seite  fassen. 
Mag  man  die  Unbekannte  x,  die  durch  die  Beobachtung  bestimmt  wird,  wie  immer 
wählen,  so  werden,  sobald  eine  bestimmte  Annahme  über  dieselbe  gemacht  wird, 
ganz  bestimmte  Differenzen  auftreten  zwischen  dieser  Annahme  und  den  beobach- 
teten Werthen,  die  durch  J',  ,-r",  /!'"  ...  dargestellt  werden  sollen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeiten eines  jeden  dieser  einzelnen  Fehler  ist  aber  bestimmt  durch  qo  (.=/), 
<p(^f'),  q>{J'")  .*. .,  die  Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  diese  bestimmten  Fehler  J" , 
^f',  .-f"  ...  gleichzeitig  vorhanden  sind,  also  mit  einer  bestimmten  Annahme  über 
die  Unbekannte  eintreten,  wird  gleich  sein  dem  Producta  dieser  Wahrschein- 
lichkeiten, nämlich  der  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit.  Bezeichnet  man 
diese  letztere  mit   W,  so  wird  man  haben: 

W=9(S).  9{S).  9[jT)  ...  3) 

Diese  Productform  rechtfertigt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung  aus  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Tritt  unter  y  Fällen  das  geforderte  Ereignis»  nur 
/mal  ein,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  seines  Eintretens  bestimmt  durch:  K->  sind 
etwa  in  einer  Urne  io  Kugeln,  von  denen  6  weiss  und  4  schwarz  sind,  so  wird 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  man  mit  einem  Zuge  eine  weisse  Kugel  zieht,  sein: 
—  .  Nimmt  man  weiter  eine  Urne  mit  z  Kugeln,  von  denen  n  weiss  sind,  so 
wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zuges  einer  weissen  Kugel  sein  —  ;  will  man  nun 
die  Wahrscheinlichkeit  kennen,  welche  sich  darbietet,  dass  bei  gleichzeitigen  Zügen 
aus  beiden  Urnen  zwei  weisse  Kugeln  gehoben  werden,  so  bedenke  man,  dass  im 
Ganzen  yz  verschiedene  Fälle  möglich  sind,  weil  jede  Kugel  aus  der  ersten  Urne 
gleichzeitig  mit  einer  jeden  Kugel  der  zweiten  Urne  gezogen  werden  kann.  Da  nun 
in  der  ersten  Urne  l  weisse,  in  der  zweiten  n  vorhanden  sind,  so  ist  die  Anzahl 
der  möglichen  Züge,  bei  der  gleichzeitig  weisse  Kugeln  zum  Vorschein  kommen, 
nach  demselben  Principe  In ;  also  ist  das  Verhältniss  zwischen  den  günstigen  Fällen 
[In]  zu  den  möglichen  Fällen  {yz)  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens,  somit 
wird  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  sein:  — —  .  Die  Betrachtungen 
könnten  beliebig  fortgesetzt  werden  und  führen  zu  dem  Resultate,  dass  die  zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit  gleich  ist  dem  Producta  der  einfachen  Wahr- 
scheinlichkeiten   der   einzelnen   Ereignisse.     Es    ist   klar,    dass  hierbei   die  völlige 
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Unabhängigkeit  der  einzelnen  Ereignisse  von  einander  gesichert  sein  muss.    Hiermit 
erscheint  die  obige  Productform  3)  gerechtfertigt. 

Es  muss  nun  hervorgehoben  werden,  dass  derjenige  Werth  der  Unbekannten 
der  wahrscheinlichste  ist,  der  W  zu  einem  Maximum  macht,  da  derselbe  zu  der 
wahrscheinlichsten  Fehlercombination  führt.  Ist,  wie  oben,  x  die  Unbekannte,  so 
wird  jede  Aenderung  in  x,  da  dadurch  die  Fehler  J',  J",  d"' . . .  geändert  werden, 
auch  den  Werth  von  W  beeinflussen;  für  die  Bedingung  des  Maximums  wird  man 
daher  haben: 

iW  , 

~di~  ™  °  '  4} 

Geht  man  auf  die  Entstehung  der  Grössen  rf ',  */',  zf"  .  .  .  zurück,  wonach  ist : 
S    =  3f  —  x 
J"  =3T  —x 

J»  =  M"—x  , 


so  wird ,    da  die  beobachteten  Werthe  M',  M",  M"  ...    in  einem  gegebenen  Falle 
Constante  sind,  sein: 

dJ  =  dJ'  =  dJ""  =—dx, 

oder: 

dJ        dJ»        dsf  . 


Differentürt  man  also  3)  nach  xt  so  erhalt  man: 

'-*={TW.v(s')...)ixlfl  +  lvls).r{<r)...)'-iip  + 

+  {vls).TW.. .)<*£!  +  ... 

oder  auch  mit   Rücksicht  auf  die   Bedingung  des   Maximum  4)    nach   einer  offen- 
kundigen Transformation : 

0  —  g>  \4 1        dx       +  V  (J"\    "    dx       +  '  ■  ■  0) 

Führt  man  nun  zur  Abkürzung  für  die  erste  Derivation  der  Funktion  </>  das 
Symbol  <p   ein,  so  wird  t 

--9-(S),  ... 

und  die  Gleichung  6)  kann  geschrieben  werden,  wenn  man  den  gemeinsamen  Factor 
W  wegen  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Null  wegläset: 

oder  mit  Rücksicht  auf  5) : 


rw  T  »i<*"j  "•"  »(>')  -f.-.  t-  jp«j  - 

Der  Satz  des  arithmetischen  Mittels  ergab : 

J'-\-J'  +  J"-\-...-\-Jm  =  o  , 


7) 
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welche  Relation  mit  7)  gleichzeitig  der  Voraussetzung  nach  bestehen  muss.  Man 
könnte  geneigt  sein,  da  vorerst  die  Fehler  J" ,  <f\  ^f'  ...  von  einander  unabhängig 
sind,  die  einzelnen  Glieder  der  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  zu  identificiren,  nach- 
dem man  eine  derselben  mit  dem  unbestimmten  Factor  k  multiplicirt  hat;  letzteres 
ist  nothwendig,  da  in  Folge  der  Form  der  Gleichungen  (beiderseits  steht  rechts  die 
Null)  constante  Factoren  verschwunden  Bein  können,  wie  es  auch  in  der  That  der 
Fall  ist;  man  würde  durch  dieses  Verfahren  auch  richtige  Formen  .erhalten,  doch 
erscheint  es  strenger  zum  Nachweise  den  folgenden  Weg  einzuschlagen.  Aus  der 
Gleichung  8}  folgt: 

4™  =»  —  [<f  +  J"  +  J"  +  . . .  +  */m-')   , 
substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  7),  so  resultirt: 


Differentiirt    man   diesen  Ausdruck  nach  d' ,    d",    -4"'  u.  s.  w. ,  und  schreibt 
man  der  Kürze  halber: 


/{<*)■■ 


<p(4)    ■ 


dJ' 

' 

df[J-) 

dfi-S- 

-J» 

— ...— Jm-ll 

dJ- 

di—J1- 

-J" 

-...-J-- '] 

df{J") 

d/i-J-- 

-J". 

-...— J"-1] 

dJ"     " 

d{—J'~ 

-J"- 

-...— -J*-1] 

u.  1 

i.  f. 

dffsf) 
d(J-) 

df[J") 
d\J") 

= 

d[J").        "' 

Da  aber  nunmehr  J\  J",  //"'  . . .  völlig  unabhängig  sind,  so  kann  diese  Gleichheit 
der  Differentialquotienten  nur  bestehen,  wenn  dieselben  einer  Constante  gleich  sind, 
und  man  hat  also : 

ITA         *  ■ 
Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt: 

Die  Integrationsconstante  c  ist  aber  der  Null  gleich,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  wenn  man  das  Resultat  dieser  Gleichung  in  die  Gleichung  7)  substituirt 
und  mit  der  Bedingung  8)  vergleicht.     Man  hat  also : 

*0-*'-  9) 

Es  ist  hiermit  eine  Relation   erlangt,   die   zwischen  der  Funktion  <p   und  ihrer 
ersten  Derivation  besteht,  und  es  wird  dadurch  nie  Möglichkeit  geboten,   die  Form 
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der  Funktion  zu  eruiren.  Setzt  tafln  nun  in  g)  die  früher  als  Abkürzung  einge- 
führte Relation: 

ein,  so  findet  eich 

^V#  =  kJdJ, 

und  die  Integration  lässt  finden,  wenn  man  die  Integrationsconstante  durch  log.  nat.  x 
darstellt : 

log.  nat.  {(p(J)}  =\  kJ*  +  log-  nat.  x  , 

oder: 

log.  nat.  2±f-}  =  \kJ*  , 
und  schliesslich: 

<p  (4)  ^xeV""1         ,  10) 

wobei  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  vorstellt. 

Ueber  das  Zeichen  von  x  und  k  lässt  sich  aber  sofort  eine  Entscheidung 
treffen.  Da  die  Wahrscheinlichkeit  eine  positive  Grösse  sein  muss,  so  wird  zunächst 
x  nothwendig  positiv  sein  müssen,  und  da  weiter  x,  e  und  \'i  Constante  Bind,  bo 
wird,  wenn  J  vergrössert  und  k  positiv  vorausgesetzt  wird,  der  Werth  links  vom 
Gleichheitszeichen  ein  grösserer,  und  es  tritt  der  der  Erfahrung  widersprechende 
Fall  ein,  dasB  die  Wahrscheinlichkeit  grosserer  Fehler  grösser  ist,  als  die  kleinerer, 
während  gerade  das  Gegentheil  stattfindet;  ist  aber  k  negativ,  so  tritt  sofort  die 
erwünschte  Ueberein Stimmung  mit  der  Erfahrung  hervor;  um  dies  anzuzeigen,  soll 
in  der  Folge  gesetzt  werden: 

\k  =  —  #, 
und  man  hat  also : 

tp{J)  =*«■""  11) 

welche  Gleichung  nun  rp  der  Form  nach  vollkommen  bestimmt.  Die  Constanten 
x  und  h  bedürfen  aber  noch  einer  näheren  Bestimmung,  und  es  soll  zunächst  die  Be- 
stimmung von  x  vorgenommen  werden.  Es  ist  oben  (pag.  283)  die  Gleichung  ge- 
funden worden: 


f<p{J)<U=i 


hervorgegangen  aus  der  Betrachtung,  dass  man  mit  Gewissheit  voraussetzen  darf, 
dass  die  Fehler  innerhalb  der  Grenzen  ±  00  eingeschlossen  sind;  ersetzt  man  nun 
die  Funktion  ip  durch  ihre  jetzt  bekannte  Form,  so  hat  man ; 


./.-» 


'""  dJ=  1 


woraus  sofort  resultirt,  dass  eine  Bestimmung  der  Constante  x  durch  diese  Relation 
möglich  ist,  sobald  der  Werth  des  vorliegenden  bestimmten  Integrales,  welches  ein 
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Euler'sches   Integral    (Gammafunktion)   ist,     bekannt  ist.     Um   dasselbe    zu   ent- 
wickeln, setze  man: 

hj=t 

und  man  hat  die  Form : 

£/•-"*  =  '    •  '3) 

Es  ist  aber: 

Je  ""  dt  =  je  ~udt  +  je  ""  dt ,       . 

und  vermöge  der  Form  der  Funktion  [t  erscheint  nur  in  quadratischer  Form] : 
+  <*>  ■ 

\Je-udt  =  je-adt  =  J.  14) 

Da  nun  der  Werth  eines  bestimmten  Integrales  nicht  geändert  werden  kann, 
wenn  man  statt  der  Variabein  eine  andere  Bezeichnung  einführt,  so  wird  man  haben : 


iichun 

erhäl 

J*=  jje' ("+<">)  dt  dt>. 


MultipHcirt  man  die  beiden  Gleichungen  14)  und  15)  und  beachtet,  dass  die  Inte- 
grationsordnung beliebig  ist,  so  erhält  man : 


Setzt  man  nun: 

v  =  tu  ;     also  dv  — -  tdu  , 
t  wird  auch: 


•f1=jdujte-u^m)dt. 


Führt  man  zuerst  die  Integration  nach  t  aus,    so   muss   u  als  Constante  an- 
gesehen werden,  man  hat  also  setzend: 

auch: 

und  es  wird: 
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Für  die  obere  Grenze  verschwindet  der  Werth  des  Integrales,  für  die  untere 
wird  er  aber; 


-/*&-[*■ 


Für  die   obere   Grenze  wird   aber   der  Werth  des   Integrales  — ,  für  die  un- 
tere verschwindet  er;  man  hat  demnach: 


/•-" 


dt=V7i      .  16) 


Setzt  man  also  diesen  Werth  des  bestimmten  Integrales  in  die  Gleichung  13), 
so  resultirt: 


V" 
und  die  Gleichung  11)  erhält  die  Form: 

»>(4  =r~  .-"■"  "7) 

welche  Gleichung  nur  mehr  die  Constante  h  enthält,  auf  welche  weiter  unten  näher 
eingegangen  werden  soll;  hier  sei  nur  vorläufig  bemerkt,  dase  dieselbe  ganz  we- 
sentlich mit  der  Güte  der  Beobachtungen  im  Zusammenhang  steht  und  daher  den 
Namen  »Maass  der  Präcision  <•  erhalten  hat. 

Mit  der  Gleichung  1 7]  ist  die  Eingangs  dieses  Paragraphen  vorgelegt«  Frage 
beantwortet,  indem  dieselbe  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  des  Fehlers  d  als 
Funktion  von  <d  darstellt.  Die  Form  seihst  ist  symmetrisch,  erreicht  ihr  Maximum 
für  d  =  o,  und  wird  erst  der  Null  gleich  für  J  =  00. 


§  3.    Das  Maass  der  Präcision. 

Die  Gleichung  17)  des  vorausgehenden  Paragraphen  enthält  die  Con- 
stante  k,  deren  Bedeutung  noch  klar  zu  legen  ist.  <p  \d)  drückt  die  Wahrschein- 
lichkeit aus  des  Eintretens  eines  Fehlers  von  der  Grösse  d;  je  genauer  eine  Be- 
obachtungsreihe ist,  um  so  kleiner  werden  die  zu  erwartenden  Fehler  sein,  während 
die  Wahrscheinlichkeit  als  das  Verhältniss  der  günstigen  zu  allen  möglichen  Fällen 
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offenbar  nicht  von  der  Genauigkeit  der  ßeobachtungsreihe  abhängig  sein  kann;  es 
hat  demnach  die  Constante  /*  die  Aufgabe,  die  geforderte  Ausgleichung  vorzu- 
nehmen. Bevor  aber  weiter  vorgegangen  werden  kann,  muss  der  Inhalt  des  He- 
griffes, welchen  man  durch  das  Wort  Genauigkeit  ausdruckt,  näher  dennirt  werden. 
Vorerst  wird  man  sofort  erkennen,  dass  die  Genauigkeit  eine  Helativzahl  sein  muss, 
die  das  Verhältniss  der  Güte  der  Beobachtungen  gegen  einander  bestimmt;  wenn 
nun  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  irgend  einer  Beobachtung  oder  irgend 
eines  Resultates  aus  Beobachtungen  zwischen  den  Grenzen  —  /  und  -\-  y  liegt,  der 
Wahrscheinlichkeit  gleich  ist ,  dass  der  Fehler  irgend  einer  anderen  Beobachtung 
oder  eines  Beobachtungsresultates  zwischen  den  Grenzen  —  d  und  -|-  d  liegt,  so  wollen 
wir  die  Voraussetzung  machen,  dass  sich  die  Genauigkeit  des  ersten  Resultates  zum 
zweiten,  wie  d  zu  y  verhält ;  oder  in  Worten :  die  Genauigkeiten  verhalten  sich  um- 
gekehrt zu  einander,  wie  die  den  Resultaten  zuzuschreibenden  Fehler.  Es  ist  somit 
der  Begriff  (Genauigkeit«,  wie  derselbe  in  der  Folge  genommen  werden  soll, 
definirt. 

Die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  ein  Fehler  beziehungsweise  zwischen  den 
Grenzen  — y  und  -\-y  und  — d  und  +  d,  enthalten  ist,  ist  aber  (vergl.  i)  pag.  282] 
bestimmt  durch: 


J  V"  Jy* 


— r  — o 

wobei  sofort  für  die  Constante  h  in  beiden  Systemen  verschiedene  Buchstaben  ge- 
wählt wurden,  da  man  schon  ans  den  diesen  Paragraphen  einleitenden  Betrachtungen 
weiss,  dass  die  Constante  h  eine  Funktion  der  Genauigkeit  sein  wird.  Sollen  aber 
die  obigen  Fehlergrenzen  für  die  beiden  Systeme  dieselbe  Wahrscheinlichkeit,  haben, 
so  wird  sein  müssen : 

+r  +i 

j he-»'">dJ  =  f  He-**"dJ  . 
-r  —i 

Setzt  man  nun 

hJ  =  x,         HJ  =  y  , 
so  wird  die  Einführung  der  neuen  Variabein  in  die  obigen  Integrale  mit  Rücksicht 
auf  die  Aenderung  der  Grenzen  ergeben: 

+r»  +m 

fe-xxdx  =  [t-Wdy  . 

Da  bei  den  bestimmten  Integralen  der  Unterschied  der  Buchstaben  x  und  y 
ohne  Bedeutung  ist,  so  können  diese  beiden  Integrale  im  Allgemeinen  einander  nur 
gleich  werden,  wenn  ist:  * 

yh  =  dH, 
oder  auch: 

h:  H  =  6:  y, 

Oppoliir,  lUhnbu Stimmungen.  II.  37 
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d*.  h.  die  verschiedenen  Werthe  der  Grösse  h  verhalten  sieh  zu  einander,  wie  um- 
gekehrt die  den  Resultaten  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  zuzuschreibenden  Fehler. 
Hält  man  dieses  Resultat  mit  der  obigen  Definition  über  die  Genauigkeit  zusammen, 
so  resultirt  der  Satz,  dass  sich  die  verschiedenen  k  zu  einander  verhalten,  wie  die 
Genauigkeiten;  deshalb  nennt  Gauss  die  Constante  A  »das  Maass  der  Präcision«, 
wobei  aber  wohl  zu  beachten  ist,  dass  das  Maass  der  Präcision  von  dem  Ausdrucke 
Gewicht,  der  oben  (pag.  279)  näher  erläutert  wurde,  streng  zu  trennen  ist.  Auf  die 
Relation,  die  jedoch  zwischen  diesen  beiden  Hegriffen  zweifellos  besteht,  wird  später 
zurückgekommen  werden. 

Da  nun  die  Bedeutung  der  Constante  h  erkannt  ist,  wird  es  möglich  sein,  den 
oben  (pag  277)  auf  ganz  anderem  Wege  bewiesenen  Satz,  dass  der  wahrschein- 
lichste Werth,  der  durch  das  arithmetische  Mittel  definirt  wird,  auch  dadurch  bestimmt 
ist,  dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  ist,  in  einfacher  Weise  zu 
verificiren. 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlersystemes  W  iet  oben  (pag.  283)  darge- 
stellt worden  durch: 

W=y(J)  ■?<*)■?{*-).... 

Sind  nun  der  Zahl  nach  m  Beobachtungen  von  gleicher  Präcision  vorhanden, 
so  würde  sich  nach  Gleichung  17)  pag.  288  hierfür  schreiben  lassen: 

jf  _  /_*_\rae-«(y^  +  y^-  +  ...+^-^-i  . 

nun  ist  aber  für  W  das  Maximum  zu  suchen,  da  der  wahrscheinlichste  Werth  ver- 
langt wird;  es  wird  aber,  da  n  und  e  an  sich  Constante  sind  und  h  es  ebenfalls 
ist  für  einen  bestimmten  Fall,  dies  nur  dann  erreicht  werden  können ,  wenn  man 
den  Exponenten  von  e  zu  einem  Minimum  macht,  welche  Bedingung  sofort  den 
Schluss  gestattet,   dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  sein  muss. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Grösse  A  kann  man  das  eben  erhaltene 
Princip  auf  Beobachtungen  von  verschiedener  Präcision  ausdehnen;  wären  die  Prä- 
cisionen  der  verschiedenen  Beobachtungen  beziehungsweise  Ä',  A",  7t"  u.  s.  f.,  so 
wird  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Systeme«  von  m  Fehlem  sich  ähnlich  wie  oben 
ergehen : 

W=h- 


h'.h»... 


Nun   ist  aber  in   einem  concreteu  Falle   das  Ptoduct  h'.h"...hm  eine  Con- 
Btante,  demnach  wird  W  ein  Maximum,  wenn 

h'  K  J"  J"  +  Ä"  A"  <f  J'  +  . . .  +  hmhm  jnj™ 
ein  Minimum   ist.     Bei  Beobachtungen    verschiedener   Genauigkeit    bestimmt    sich 
daher  der  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  dadurch,  dass  man  die  Summe 
der  Quadrate  aus  dem  Producta  der  Fehler  in   die  Präzisionen  zu  einem  Minimum 
macht. 
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Differentiirt  man  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  nach  J' ,   d"  . . .  //'"  und  setzt 
das  Resultat  der  Null  gleich,   so   ist  der  Bedingung  des  Minimums,  mit  Rücksicht 
daas  in  einem  gegebenen  Falle  dA'  =  d/f'  =  d.4'"  . . .  ist,  genügt  durch  : 
h'  k'  J  +  h"  h"  J"  +  . . .  4-  hm  hm  J™  =  o. 

Vergleicht  man  mit  diesem  Resultate  die  Bestimmung  des  wahrscheinlichsten 
Werthes  einer  Unbekannten  (Gleichung  6]  pag.  280)  aus  Beobachtungen  mit  ver- 
schiedenem Gewichte  und  schreibt  in  der  citirten  Gleichung  statt  m'  und  ix — x)  die 
Buchstaben  p'  und  J"  und  analog  die  übrigen  Grössen,  so  wird  man  zufolge  dieser 
Gleichung  haben: 

p'  J  +  p"  J"  +  . . .  +pm  Jm  =  o  , 
und  daraus  unmittelbar  den  Schlnss  ziehen  dürfen ,  unbeschadet  dass  die  beiden 
Gleichungen  mit  willkürlichen  constanten  Factoren  durchmultiplicirt  sein  können,  dass 
die  Quadrate  der  Präcisionen  sich  zu  einander  verbalten,  wie  die  Gewichte  oder  die 
Präzisionen  eich  zu  einander  verhalten  wie  die  Quadratwurzeln  der  Gewichte.  Dieser 
wichtige   Satz   wird   sich   später  wieder    auf  einem    ganz    anderen    Wege   beweisen 


g  4.    Der  wahrscheinliche  Fehler. 

Ein  mit  dem  Maasse  der  Präcision  sehr  nahe  verwandter  Ausdruck  ist  in  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  der  Begriff  des  wahrscheinlichen  Fehlers.  Es  soll 
unter  dem  Ausdrucke  wahrscheinlicher  Fehler  jener  Fehler  definirt  erscheinen ,  der 
die  Eigenschaft  hat,  dass  in  einem  gegebenen  Falle  der  Wahrscheinlichkeit  nach, 
sowohl  ebenso  viele  Fehler  grösser  als  auch  kleiner  gefunden  werden  wie  er  selbst 
ist,  so  dass  er,  wenn  man  die  Fehler  ihrer  absoluten  Grösse  nach  geordnet  hin- 
schreibt,   in  die  Mitte  derselben  zu  stehen  kommt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  bisherigen  Entwickelnden  hat  man : 


?/•:""■"- 


Es  sei  durch  r  der  wahrscheinliche  Fehler  bezeichnet;  zerfallt  man  das  oben 
hingeschriebene  Integral  dieser  Grenze  entsprechend,  so  hat  man  auch : 

A*.   fe-i*JJ  dJ  +  -^  /"•-»"  dJ  =  1  . 

V*  J  V"J 

Da  diese  Integrale  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  der  Fehler  zwischen 
den  bezüglichen  Grenzen  darstellen,  so  muss  der  Definition  nach  für  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  Beim: 


r#"MA*  <*^  =/■«-¥•"  dJ  , 

37« 

Digitzedby  VjOOQIC 


292 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  erstere  Relation: 


setzt  man,  um  die  weiteren  Entwickelnden  bequemer  zu  gestalten  : 

dt  —  hdJ, 

so  wird  für  die  Grenze  i  =  nu  setzen  sein :  ( =  hr;  da  aber  dieser  Werth  von 
t  in  einem  gegebenen  Falle  ein  völlig  bestimmter  ist,  so  soll  für  denselben  der 
Buchstabe  T  eingeführt  werden;  man  hat  also: 

T  =  hr     oder    r  =  j  . 

Man  erhält  demnach  mit  Rücksicht  auf  i)  für  die  Bestimmung  der  Grenze  T  die 
Gleichung : 

T 

/«-«  dt=^  .  z) 

Es  ist  sofort  klar,  dass  diese  Gleichung  nur  durch  Versuche  gelöst  werden 
kann,  etwa  in  der  Weise,  dass  man  sich  eine  Integraltafel  für  das  vorliegende  In- 
tegral mit  dem  Argumente  »obere  Grenzen  entwirft  und  jenen  Werth  des  Argu- 
mentes durch  Interpolation  zu  rinden  sucht,  der  der  Relation  2)  genügt.  Es  stellt 
sich  daher  vorerst  die  Aufgabe,  das  vorgelegte  Integral  numerisch  auszuwerthen. 
Es  lassen  sich  hierzu  sehr  verschiedene  analytischeMethoden  angeben,  die  aber  alle 
Behr  beschwerlich  in  der  Ausführung  werden,  wenn  T  nahe  der  Einheit  gleich  ist ; 
ich  will  hier  nur  einige  dieser  Methoden  kurz  anführen. 

Ist  T  klein,  so  kann  man  mit  Vortheil  die  Integration  durch  Theilung  an- 
wenden; man  erhält  sofort: 

fe-"dt  =  te-u  +  2ft*e-udt  . 

Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  findet  sich: 

yV«  dl  =  t «""  -I-  1 1*  e'a  +  (})*/"  <4«-"  dl , 

und  man  erhält  schliesslich  die  Reihe : 

J  \  3  3.5  3-5-7  / 

und  durch  Einführung  der  Grenzen : 


f'e  -"  dt  =  Te~  " (  ,  +  <?_*! 


+  l- 


welche  Reibe  jedoch  nur  mit  Vortheil  angewendet  wird,    so  lange  7*<C  1  ist,  wie- 
wohl dieselbe  theoretisch  für  jeden  endlichen  Werth  von  T  convergirt. 
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Ist  aber  T>  1,    so  empfiehlt   sich   die   folgende  von  Laplace   ausgeführte 
Verwandlung  des  obigen  Integrales  in  einen  Kettenbruch.     Setzt  man: 


•"/•• 


3^-ii.*y«-*<H+i- ><*  +  ■- 

iPlIn  du,  .      , 

0=3?-»*'+«'»— » 


oder  allgemein: 

«*•+!  =  **»'  +  2»  ««_,, 

in  welchem  Ausdruck  n  der  Reihe  nach  die  Werthe  i,  2,  3  ...  annehmen  kann. 
Dividirt  man  nun  diesen  Ausdruck  beiderseits  mit  «„,  um  das  Verhältniss  von  zwei 
auf  einander  folgenden  Differentialquotienten  zu  kennen,  so  wird : 

**i=2<  +  2---U     , 

woraus  folgt: 


und  es  wird  dann  sein: 


schreibt  man  also : 


1  erhält  man  auch: 


--     '--i/T 

wodurch  das  Verhältniss  zweier  auf  einander  folgender  Differentialquotienten  durch 
das  Verhältniss  des  höheren  derselben  gegen  den  nächst  höheren  ausgedrückt  er- 
scheint unter  dem  Vorbehalte,  dass  nicht  n  -  ~  o  ist,  indem  in  diesem  Falle  die  obige 
allgemeine  Formel  ihre  Giltigheit  verliert.  Es  soll  nun  das  Verhältniss  in  diesem 
speciellen  Falle  untersucht  werden,  also  Ug  durch  —  ausgedrückt  werden.  Es  war 
aber  oben  die  Relation  gefunden  worden: 

m,  =  2Uo  t+  1    , 
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—   se* 

also  ist: 

wonach  nun  geschrieben  werden  kann: 

multiplicirt  man  linker  Hand  mit  2  t  und  dividirt  den  Nenner  rechter  Hand  durch  2 1 
und  ersetzt  diese  letztere  Grösse  durch  k,  so  findet  sich  sofort : 


'/•""«■ 


««oft 

welche  Relation   die   Bestimmung   des  Integrales   von    der  Kenntniss    des   >Y"  erth.es 
—  abhängig  macht,  es  ist  aber  nach  3)  (pag.  293} : 

.  vf 


«0 

-M 

«s  _  _ 

,.,.|/i 

«1 

-514  ' 

&  —  _ 

...j/» 

«I 

—  ai/i 

m  f  » 

u. 

s.  w. 

Substituirt  man  successive  diese  Werthe  in  4),    so  findet  sich  leicht  der  fol 

gende  Kettenbrach :  . 

2  teaf  •-«*  =  — 

>  +  !* 

i+4* 

dessen  Hildungsgesetz  klar  ist.  Führt  man  nun  in  diesem  Ausdrucke  die  Grenze 
0  =  7*  ein,  so  wird  der  Ausdruck  die  unbestimmte  Form  —  erhalten ;  nun  ist  aber 
(vtngl.   16)  pag.  288): 


T 

j"e-tdt  =  \Vä  —  fe-udt  . 
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Mari  erhB.lt  demnach  durch  Einsetzung  der  Grenzen  T  und  od  In  dem  Kettenbrache 
unter   Berücksichtigung  der  Bedeutung  Ton  k: 


/*«-«  dt  =.  4  Vit  —  - 


Viel   rascher  als   nach  irgend   einer  Methode    erhält  man   den  numerischen 

Werth,   wenn  man  auf  das  vorgelegte  Integral  die  mechanische  Quadratur  anwendet, 

welches   Beispiel  ausführlich  pag.  36  u.  ff.  behandelt   ist.     Es  soll   nun  mit  Hilfe 

der  daselbst  gefundenen  Zahlen  der  numerische  Werth  von  T  bestimmt  werden,  der 

der  Gleichung  2)   (pag.  292)  genügt;  es  ist  bekanntlich: 

Vn 

~ -  =  0.443   "34  627  . 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  der  Integraltafel  (Tafel  X) ,  so  sieht  man 
sofort,  dass  die  gesuchte  Grenze  zwischen  die  Argnmentwerthe  0.47  und  0.48  fällt; 
interpolirt  man  das  betreffende  Intervall  in  engere  Grenzen ,  so  erhält  man  Mie  fol- 
gende Specialtafel : 

J  r f        /"■ 


o-475 

0.441 

5697 

030 

+  7970 

381 

0.476 

044* 

3673 

411 

+  7968 

791 

—  7590 

0.47; 

0.443 

1642 

202 

+  79«' 

192 

—  7599 

0.478 

0.443 

9603 

394 

+  7953 

585 

—  7fe>7 

0.470 

0.444 

7556 

979 

Der  zu  suchende  Werth  liegt  daher  sehr  nahe  dem  Argumente  0.477. 

Stellt  man   daher  mit  Hilfe   der  Differenzwerthe  vom  Argumente   0.477  aus- 
gehend die  Funktion  nach  Potenzen  von  n,   dem  Abstände  vom  nächsten  Argumente 
in  Einheiten  des  Intervalles,  dar,  so  erhält  man  als  rtestimmungsgleichung  für  n 
0.443   '  J34  027  =  0.443   I042  2°2  +  0.000  7964  993  n  —  0.000  0003  799  n1 , 
woraus  folgt: 

n  =  —  0.0637  239  1 
es    ist  mithin    der  gesuchte  Werth   von  T,    der   als  Specialwerth   mit  p  bezeichnet 
werden  soll: 

q  =  0.476  9362  761  , 
der   nur  um  wenige  Einheiten  der  zehnten  Decimate  unrichtig  sein  kann.     Es  ist 
also,  wenn  wie  oben  (pag.  292)  mit  r  der  wahrscheinliche  Fehler,  mit  k  das  Maass 
der  Präcision  bezeichnet  wird, 

9  =  Ar,     *  =  -?-,    *■=&-,  5) 
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wobei  durch  die  numerische  Bestimmung  von  q  erreicht  wird,  dass  man  der  durch 
die  Gleichung  t)    (pag.  292]  ausgedrückten  Bedingung  genügt. 

Das  Maass  der  Pracision  ist  demnach  umgekehrt  proportional  dem  wahr- 
scheinlichen Fehler  und  kann  bestimmt  werden,  sobald  der  wahrscheinliche  Fehler 
r  bekannt  ist.  Indem  es  sofort  klar  ist,  dass  eine  Bestimmung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  möglich  Bein  wird,  wenn  man  sich  nur  vergegenwärtigt,  dass  nach  der  De- 
finition für  denselben  aus  einer  grösseren  Beobachtung^ reihe  schon  ein  Näherungs- 
werth  erlangt  werden  muss,  wenn  man  die  Beobachtungsfehler  ihrer  Grösse  nach 
ordnet  und  den  Fehler  der  hei  dieser  Anordnung  in  die  Mitte  fallenden  Beobach- 
tung (ungerade  Anzahl  der  Beobachtungen)  oder  das  Mittel  der  Fehler  der  beiden 
mittleren  Beobachtungen  (gerade  Anzahl)  als  Werth  für  r  annimmt.  Wiewohl  später 
schärfere  Metboden  angegeben  werden  zur  Erlangung  des  Werthes  von  r,  so  genügt 
doch  dieser  Hinweis,  dass  die  Möglichkeit  geboten  ist,  im  gegebenen  Falle  das 
Maass  der  Präcision  h  numerisch  festzustellen  und  hiermit  erscheint  das  Integral 


J  Vn 


'dJ  ,  6} 


welches  die  Wahrscheinlichkeit  angibt  für  das  Auftreten  eines  bestimmten  Fehlers 
innerhalb  der  willkürlichen  Grenzen  a  und  b,  vollständig  bestimmt. 

Wenn  man  die  bisherigen  Ent Wickelungen  überblickt,  so  sieht  man,  dass  ans 
dem  Axiom  des  arithmetischen  Mittels  allein  die  Herstellung  des  eben  hingeschrie- 
benen Integrales  möglich  war;  die  gemachten  Schlussfolgerungen  erscheinen  aber  nur 
dann  völlig  streng,  wenn  eine  unendliche  Anzahl  von  Beobachtungen,  die  frei  von 
constanten  Fehlern  sind,  vorliegt ;  man  wird  demnach,  da  in  einem  speciellen  Falle  doch 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Beobachtungen  vorliegen  kann,  mit  einem  halbwegs 
annehmbaren  Grade  von  Sicherheit  den  Resultaten  dieser  Formel  nur  dann  Ver- 
trauen schenken  dürfen,  wenn  die  Beobachtungen  zahlreich  sind;  sind  sie  es  aber 
nicht,  so  werden  die  nach  diesen  Principien  abgeleiteten  Resultate  zwar  im  grossen 
Durchschnitte  den  thatsächlichen  Verhältnissen  entsprechen,  können  aber  im  spe- 
ciellen Falle  trügerisch  sein. 

Die  Formel  6)  wird  eine  zweckmässige  Gelegenheit  bieten ,  die  theore- 
tisch gefundene  Form  durch  die  Beobachtungen  seihst  zu  prüfen;  setzt  man  vorerst 
voraus,  dass  r  in  irgend  einer  Weise  für  eine  specielle  Beobachtungsreihe  bestimmt 
vorliege,  also  h  bestimmbar  ist  nach  5)  (pag.  295)  (die  Zahl  der  Beobachtungen  sei 
m)  so  wird,  wenn  man,  da  das  Auftreten  negativer  und  positiver  Fehler  nach  der 
quadratischen  Form  von  6)  gleiche  Wahrscheinlichkeit  hat,  die  Fehler  ihrer  abso- 
luten Grösse  nach  in  Rechnung  zieht,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Auftretens  eines 
bestimmten  Fehlers  innerhalb  der  Grenzen  ±  Jt  bestimmt  sein  durch : 


•/£- 


Mäd  JJ  , 
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wobei  sich  die  Multiplication  mit  m  daraus  erklärt,  dass  das  vorgelegte  Integral 
der  Bestimmung  der  Constanten  gemäss  für  die  Grenzen  —  oo  und  +  oo  der  Einheit 
(Gewissheit)  gleich  wird  Um  nun  dieses  Integral  in  eine  Tafel  bringen  zu  können, 
wollen  wir  die  schon  mehrfach  ausgeführte  Substitution 

hj  =  t 
anwenden  und  erhalten  hierfür: 

+  *-!,  iJ, 

m   (*—,=.  dt  =m  •  4=-  fe~u  dt  . 

—hJi  a 

Das  zuletzt  augeführte  Integral  ist  bereits  numerisch  durch  die  Tafel  X  gegeben; 
zur  bequemeren  Anwendung  habe  ich  aber  aus  dieser  Tafel  durch  Multiplication  mit 
~=  eine  kleinere  Tafel  (Tafel  XIV)  abgeleitet,  die  auf  5  Deciraalen,  was  für  die  vorlie- 
genden Zwecke  mehr  als  ausreichend  ist,  den  Wertb  des  bestimmten  Integrales 


vif/« 


■"dt 


mit  dem  Argumente  «obere  Grenze  =  hjfa  angibt;  es  wird  also  die  Anzahl  der 
Fehler  At  sein,  die  der  Wahrscheinlichkeit  gemäss  ihrer  absoluten  Grösse  nach 
zwischen  den  Grenzen  o  und  Jt  liegen  für  eine  BeobachtungsTeihe  von  m  Beobach- 
tungen, deren  Maass  der  Präcision  //  ist: 

Al=*zmJk4      , 
für  die  Fehlergrenze  J.±  erhält  man  ähnlich : 

u.  s.  f.,  es  wird  daher  die  Anzahl  der  Fehler  tAx  zwischen  den  Grenzen  J{  und  J^ 
bestimmt  sein,  wenn  man  sich  vorstellt,  dass  .d<t  >  Jt  ist,  durch: 

lAj=m{Jkj,  —  JkA}  .  7) 

Theilt  man  demnach  für  eine  gegebene  Beobachtungsreihe  die  Fehler  ent- 
sprechend ihrer  Grösse  in  Gruppen,  so  erhält  man  empirisch  das  Gesetz  der  Fehler- 
vertheilung;  vergleicht  man  diese  Erfahrungsresultate  mit  der  Formel  7),  so  erhält 
man  ein  Bild,  in  wie  weit  die  theoretisch  gefundenen  Grundlagen  mit  der  Erfah- 
rung stimmen.  Indem  weiter  unten  ein  ausführliches  Beispiel  für  die  Behandlung 
einer  Beobachtungsreihe  nach  den  hier  dargelegten  Methoden  vorgenommen  werden 
wird,  schalte  ich  hier  nur  die  Bemerkung  ein,  dass  die  Erfahrung  in  der  That  das 
Resultat  der  Formel  7)  bestätigt,  wenn  nur  den  allgemein  notwendigen  For- 
derungen genügt  wird;  es  zeigt  sich  nur  im  Allgemeinen  die  Abweichung,  dass 
grosse  Fehler  in  der  Praxis  etwas  häufiger  vorkommen,  als  es  die  Theorie  gestattet, 
was  wohl  darin  seine  Erklärung  findet,  dass  selbst  bei  den  sorgfältigst  angestellten 
Beobachtungsreihen  eine  oder  die  andere  Beobachtung*  durch  ein  zufälliges  Versehen 
im  höheren  Maasse  entstellt  wird ,  eine  Diseontimütät ,  die  den  Forderungen  der 
Methode  entgegen  ist. 


Oppolitr,  Jlduibutimnusges.  II. 
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g  5.    Der  Dnrchachntttsfehler  and  der  mittler«  Fehler. 

Zieht  man  aus  allen  Beobachtungsfehlern  das  .Mittel  ohne  Rücksicht  auf  das 
Vorzeichen  derselben,  also  ihrem  absoluten  numerischen  Werthe  nach,  so  so\l  das 
so  gewonnene  Resultat  mit  dem  Namen  »Durchschnittsfehleru  bezeichnet  und  fiii 
denselben  der  Buchstabe  tj  gesetzt  weiden;  man  bezeichnet  wohl  auch  diesen  so 
bestimmten  Fehler  als  ■  Mittel  der  Fehler«.  Bildet  man  aber  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  Fehlerquadraten  und  zieht  aus  diesem  Mittel  die  Quadratwurzel,  so 
erhält  man  den  'mittleren  Fehler«,  der  mit  dem  Buchstaben  e  bezeichnet  werden  soll. 
Man  wird  zu  beachten  haben,  dass  beide  Definitionen  völlig  willkürlich  sind,  durch 
dieselben  aber  ganz  bestimmte  Begriffe  bezeichnet  werden.  Sind  als«  [4'),  (-4"ii 
. . .  (•Jm)  die  wahren  Beobachtungsfehler  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  ihrer 
absoluten  Grösse  nach,  und  m  die  Zahl  der  Beobachtungen,  so  bestehen  den 
obigen  Definitionen  gemäss  die  Relationen: 

Durchschnittsfehler  =  t)  =  -  {[J')  +  (J"\  -^  . . .  +  [A*]  } 

mittlerer  Fehler  =  «  =  |/gg+  ^  +  -  "  +  g  ^  . 

Mit  Hilfe  dieser  Relationen  wird  man  m  der  Lage  sein,  das  Verbähniss  der 
eben  hingeschriebenen  Fehler  zu  dem  wahrscheinlichen  FeHer  zu  bestimmen.  Es 
ist  bekannt,  dass  durch  (p(J),  wo  die  Form  der  Funktion  nunmehr  durch  die  vor- 
stehenden Untersuchungen  völlig  festgestellt  ist,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
tretens eines  Fehlers  von  der  Grösse  -4  dargestellt  wird;  ist  m  die  Anzahl  der  Be- 
obachtungen, so  werden  m  ip  {J)  Fehler  von  der  Grösse  J  auftreten ;  man  wird  also, 
wenn  man  die  Summe  der  Fehler  ihrem  absoluten  Werf.be  nach  bildet,  demnach 
für  diese  Summe  erhalten  aus  jenen  Fehlem  die  die  Grösse  ^/,  haben:  J|W^|^|, 
aus  jenen  Fehlern  von  der  Grösse  /t-x  wird  sich  die  Summe 'bilden  4i  m  tp  [J^] 
u.  s.  f. ;  es  ist  demnach: 

O  +  d  +  •  •  •  +  (■»")  =  ™  \A  9  \A)  +  Av  W  +  4 1 14)  +  ■  ■  ■  }  , 

oder  auch: 

v  =  2J<p(J). 
Setzt  mau  nun  wieder  eine  grosse  Beobachtungsreihe  voraus,    so  ist  es  erlaubt  sich 
die  obige  Summe  näherungsweise   durch  ein  Integral   ersetzt   zu  denken  und   man 
erhält  mit  Rücksicht  auf  die  bisherigen  Entwicklungen : 

Um  uvm  das  eben  aufgestellte  Integral  auszuwiertbeii .  setze  qua  i,^  ==  t, 
es  wird  dejjjuoach : 


V»  J  * 
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nach  Einführung  der  Grenzen  resultirt ; 

'  -  »7?  ■ 

nun  war  oben  (pag.  295)  gefunden  worden 

h  =  T  • 
wobei  £  eine  Constante  (p  =  0147694)    vorstellt  und   r  der  wahrscheinliche   Fehler 
ist.     Substituirt  man  diesen  Werth  für  h  in  dem  Ausdruck  für  1;,  so  erhält  man  die 
folgende  lineare  Relation,  die  zwischen  dem  Durchschnittsfehler  ij  und   dem  wahr- 
scheinlichen Fehler  r  besteht: 

_*-$=-  '-'<"9', 

oder : 

r  =  Q  Vft  -i}  =  0.8453  n  ■  ') 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  sich  die  Relation  zwischen  dem  mittleren  Fehler 
e  und  dem  wahrscheinlichen  r  herstellen  lassen.  Sind  wieder  m  Beobachtungen 
vorhanden,  so  werden  Fehler  von  der  Grösse  Jl  vorhanden  sein  m  tp  {Jx)  >  *lso  der 
Beitrag  zur  Summe  der  Fehlerquadrate  mJ^-ipU,),  ebenso  erhält  man  als  den  Bei- 
trag für  die  Summe  der  Fehlerquadrate  aus  den  Fehlern  von  der  Grösse  J2  den 
Werth  m d^ q> (Jf$} ,  es  ist  also,  ahnlich  wie  früher: 

c1  =  2  J*  <p  (d\    . 
Ersetzt  man  wieder,  eine  grosse  Beobachtungsreihe  voraussetzend,  die  Summe  durch 
ein    Integral,     fuhrt    für  tp  [J]    die    bereits    bekannte    Form    ein^und    dehnt    die 
Grenzen,  um  alle  Fehler  zu  umfassen,  bis  auf  00  aus,  so  wird : 


~  fj*e->-k"dJ=  ~   fjie-*"  dJ 


Zur  AusWerthung  dieses  bestimmten  Integrales   setze  man  hJ=  l, 
zunächst : 


A*Vn  J 


2  tt*'*dt  ; 


dieses  Integral  lässt  sich   aber  leicht  auf  bekannte  Formen  zurückführen.     Wendet 
man  darauf  die  theilweise  Integration  an,  so  ist,  wenn  man  setzt: 
y  =  e_w  ,     dx=dt 


jT2tte-tldt=  (—te-a)  +  fe-ttdt  . 


Das  erste    Glied  wird   durch  Einsetzung  der  Grenzen   der  Null  gleich,    das   zweite 
Glied  ist  aber  bereits  oben  (pag.  288)  entwickelt  und  gleich  2-L ,  es  iBt  also : 
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ersetzt  man  wieder  h  durch  £-  ,  so  wird : 

e  =  -4^  =  1.4826  r  I 

r  =  f  yV.  e  =  0.6745  e  -  ' 

Der  Zusammenhang  zwischen  e  und  r  ist  demnach  wieder  ein  linearer  und  der 
Factor  von  e  nahezu  gleich  }.  Vergleicht  man  nun  die  beiden  gewonnenen  Rela- 
tionen 1)  und  2),  so  resultirt  noch   eine  Relation  zwischen  tj  und  e,  es  wird   sein: 


§.  6.    Das  Verhältnis«  der  Genauigkeit  des  arithmetischen  Mittels  zu  der  einer 

Einzelnbeobachtung. 

Sei  x  der  wahre  Werth  der  Unbekannten,  die  durch  die  Beobachtungen  M", 
M",  M"\   . ..  bestimmt  werden  soll,  so  sind  die  Beobachtüngsfehler  selbst  offenbar: 

J-  =  M  —  x  ,  S  =  3f '  -  x  ,  J"'  =  3f"  —  x  u.  s.  f., 
oder 

z  =  M'  -  J  ,  x  =  M"  —  J"  ,  x  =  M "•  —  J"'  a.  s.  f.  , 
zieht  man  aus  diesen  m  Gleichungen  das  Mittel,  so  erhalt  man : 

»  —  ^  [M'  +  M"  +  M"'  +  ...)-  i  (J,  +  J"  +  S"+...)  . 

Das  erste  Glied  stellt  demnach  das  arithmetische  Mittel  selbst;  also  den  wahrschein- 
lichsten Werth  dar,  das  zweite  Glied  den  Fehler  desselben;  bezeichnet  man  mit  £ 
den  mittleren  Fehler  des  arithmetischen  Mittels,  so  ist  in  diesem  Falle  das  Quadrat 
des  mittleren  Fehlers  bestimmt  durch : 

*■-  iis+s  +>"  +  •■}'  , 

oder: 

m*P^(J'1+*r*  +  4"'*+...)  +  2{J-S'+J-S"+...-\-J"J",+  ...) 
Das  zweite  Glied  dieses  Ausdruckes  enthält  die  Summe  der  Producte  aus  den 
Amben  ohne  Wiederholung,  die  sich  aus  den  Beobachtungsfehlern  bilden  lassen ;  da 
nun  positive  und  negative  Fehler  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  sind, 
so  wird  man  bei  einer  grösseren  Beobacbtungsreihe  wohl  die  Behauptung  aufstellen 
dürfen,  dass  sich  diese  Producte  in  der  Summe  grossentheils  aufheben,  oder  dass 
mindestens  diese  Summe  gegen  das  erste  aus  nothwendig  positiven  Grössen  sich 
summiiende  Glied  sehr  klein  wird.  Es  wird  also  genähert  gesetzt  werden  dürfen: 
m*E*  =  2  (JJ). 
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Da  in  der  Folge  häufig  die  Summenzeichen  vorkommen,  so  werde  ich  hierfür  die 
bequeme  Gaues1  sehe  Bezeichnung  einfuhren,  indem  man  statt  des  Snmmenzeichene 
die  zu  summirende  Funktion  in  eckige  Klammer  setzt,  es  ist  also: 

£  {J  J)  =  [J  J\  =  m?  E»  . 
Ist  nun  e    der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung,    so   ist  nach   der  Definition  des 
mittleren  Fehlers: 

m  e1  =  [JJ] , 
und  es  besteht  demnach  die  Relation : 


da  aber  die  mittleren,  wahrscheinlichen  und  Durchschnitte  -Felder  in  linearer  Relation 
zu  einander  stehen,  so  ist  auch: 

E :  «  =  Ä  :  r  =  H :  ij  =  i  :  Vm  ,  2} 

d.  h.  der  mittlere,  wahrscheinliche  und  Durchschnitts  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 
verhält  sich  zum  mittleren,  wahrscheinlichen  und  Durchschnitts-Fehler  einer  einzelnen 
Beobachtung,  wie  sich  umgekehrt  die  Quadratwurzel  aus  der  Anzahl  der  Beobach- 
tungen zur  Einheit  verhält.  Bezeichnet  man  aber  durch  [H]  das  Maass  der  Präciaion 
des  arithmetischen  Mittels,  mit  A  das  der  einzelnen  Beobachtung,  so  resultirt  auch: 

i:V»-A:  (fl),  3) 

d.  h.  die  Genauigkeit  nimmt  im  Verhältniss  der  Quadratwurzeln  aus  der  Anzahl  der 
Beobachtungen  zu;  hält  man  diess  mit  der  oben  (pag.  279}  gegebenen  Definition 
des  Gewichtee  p  zusammen,  wonach  dasselbe  der  Anzahl  der  Beobachtungen 
proportional  wächst  und  bezeichnet  mit  P  das  Gewicht  des  arithmetischen  Mittels, 
so  erhält  man   eine  bereite  anderweitig    (pag.  201)  erwiesene  Relation: 

h:(H]=Yp:VP-  4) 

d.  h.  die  Quadrate  der  Präcisionen  verhalten  eich  zu  einander  wie  die  Gewichte, 
und  die  Präcisionen  verhalten  sich  zu  einander,  wie  die  Quadratwurzeln  der  Ge- 
wichte ;  daraus  resultirt  auch : 

;  =  Vp:VP  | 

r  =  Vp:VP  5) 

ri=yP;YP  | 

d.  h.  die  Quadrate  der  Präcisionen  verhalten  sich  umgekehrt  zu  einander  wie  die 
mittleren,  wahrscheinlichen  und  Durchschnitts-Fehler. 


|  7.    Bestimmung  des  mittleren  und  des  Durchschnitte- Fohlers  ans 

gleich  werthigeu  Beobachtungen. 
Es  war  bisher  immer  vorausgesetzt  worden ,    dass   die  wahren  Beobachtung!* 
fehler  J',  itf . . .  bekannt  seien ,   und  ans  diesen  wurden  die  verschiedenen  Febler- 
arten  hergeleitet.     Nun  sind  aber  die   wahren  Beobachtungsfehler  niemals   in  voller 
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Strenge  bekannt  und  es  stellt  sich  daher  die  Aufgabe,  aus  den  nur  .nahe  richtig 
zu  bestimmenden  Beobachtungsfeh  lern  (Beobachteter  Werth  —  arithmetisches 
Mittel)  nach  dem  Principe  der  Wahrscheinlichkeit  die  verschiedenen  Fehlerarten  Va 


Sind  Jf ,  3T,  M"'  ...  die  beobachteten  Grössen  und  M  der  Werth  des  arith- 
metischen Mittels,  und  werden  die  durch  die  Rechnung  gefundener!  Fehler  tBeöb. 
Werth  —  arithm.  Mittel)  durch  t  bezeichnet,  so  ist: 

tfwmlf—M,  v"  =  M'—M,  tT  =  M1"  —  M, ... 
welche  Werthe  mit  den  wahren  Beobachtungsfehlem  identisch  wären,  wenn  M  dem 
wahren  Werthe  der  Unbekannten  *  entsprechen  wurde,    welche  Voraussetzung  nur 
dann  statthaft  ist,  wenn  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Beobachtungen  Vorliegt.     Sfei 
nun  der  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  durch  4  bezeichnet,  so  ist: 

Jf— *  =  d 
und   offenbar : 

J"  =  M '  —  x  ,     4'  =  M "  —  x  ,     J"  —  M"'  —  x  . . , 
oder 

J'  =  v'  4-  d  ,      J"  =  v"  +  i  ,      J"  =  rT  +•  d  . . . 
Sind  nun  m  derartige  Beobachtungen  vorhanden,   so   wird   die  Summe  der  Fehler- 
quadnte  bestimmt  sein  durch: 

[JJ]  =  [tv]  +  2[t]d  +  mfr. 
Nun  ist  aber  nach  der  Bestimmung  des  arithmetischen  Mittels  M  nothwendig: 

W-o., 
also  besteht  auch  die  wichtige  Relation: 

[JJ]  =  {tt>}  +  fHS*  ,  t) 

in  welcher  aber  6  unbekannt  ist  und  den  Unterschied  zwischen  dem  wahren  Werth 
und  dem  arithmetischen  Mittel  angibt;  es  wird  aber  das  Quadrat  dieses  Unterschiedes 
mit  dem  Quadrate  des  mittleren  Fehlers  des  Resultates  im  Durchschnitte  überein- 
einkommen.  Ist  also  e  der  mittlere  Fehler  der  einzelnen  Beobachtung,  so  ist  auch 
nach  Gleichung  2)  des  vorausgehenden  Paragraphen  (pag.  301) : 

andererseits  ist  aber  nach  der  Definition  des  mittleren  Fehlers : 

m  es  =  [JJ]  , 
daher  schreibt  sich  statt  1) : 

m  e1  =  [pb]  +  «1, 


nach  welcher  Formel  der.  mittlere  Fehler  zu  bestimmen  ist,    aus  den   zwischen  den 
Beobachtungen  und  dem  arithmetischen  Mittel  auftretenden  Differenzen  v. 
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Cieht  man,  sofort.  auf  die  Relationen  über ,  die  den  mittleren  Fehler  mit  dem 
wahrseheintfchao  Fehlet  verbinden,  so  erhalt  man,: 

r  =  ±  0.6745  Y£=;  ,  i) 

und  die  bezüglichen  Fehler  der  arithmetischen  Mittel  werden: 

Hiermit  ist  die  Möglichkeit  gebeten  aus  de$  Beobachtungen  selbst  r  und 
demnach  aueh  h  zu  bestimmen  und  ao  die  Bedeutung  von  q?  [J)  völlig  festzustellen; 
man  ist  also  jetzt  in  des  Lager  an  jeder  gegebenen  Beobachtungsreihe  die  theo- 
retisch gewonnenen  Resultate  öher  die  Fehlervertheihing  xu  prüfen.  Ehe  ich  aber 
daran  gehe,  will  ich  noch  zeigen,  wie  man  zur  Kenntnis»  des  Werthes  r  aueh 
durch  die  Summe  der  Unterschiede  zwischen  den  Beobachtungen  und  dem  arith- 
metischen Mittel  genommen  im  absoluten  Sinne  [■  {-.  t>]  gelangen  kann ,  ein  Ver- 
fahren, welches  bei  gleicfcwertbigen  Beobachtungen  auf  eine  bequemere  Rechnung 
fuhrt.  Setzt  man  vorerst  eine  sehr  umfassende  Beohachtungsreihe  voraus,  so  wird 
sehr,  nahe  sein  : 

•  1  ^  [+  *]  1     m  s3  =  [r  r]  , 
und  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  (pag.  300) : 

wird  im  grossen  Durchschnitte  sein: 

[+  f]  -  *  }/;V^M    <*>'   VM  =  ±  -^  j/i  , 

womit  also  jene  Relation  hergestellt  ist,  die  im  Allgemeinen  zwischen  [er]  und 
[-\-v]  bestehen  wird;  setzt  man  dieselbe  in  die  Gleichung  2},  3)  nnd  4)  ein,  so 
erhält  man: 

—  ±  1.2513  -^.I-±  1.2533   -J^= 

r-±  0.8,53  J^,Ä-±o.84„m-Jtt=  ' 


§  8.    Erläuterung  und  Prüfung  der  Tfrstebenöcu  Methoden  durch  die 
Beobachtungen. 

Es  soll  nun  zur  Erläuterung  und  Pnüfung  der  vorstehenden  Methoden  ein 
Beispiel  vorgenommen  werden,  welches  allerdings  nicht  ganz  die  genügende  Aus- 
dehnung hat,  doch  würde  ein  grösseres  Beispiel  zu  viel  Raum  in  Anspruch  nehmen. 
Es  wurde  mit  Hilfe  einer  Mikrometerschraube  ein  IntervalJ  von  600"  ^omal  g 
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um  den  Gangfehler  der  Schraube  zu  bestimmen;  ich  setze  neben  eine  jede  Be- 
obachtung sofort  den  Unterschied  zwischen  dem  angenommenen  Mittel  und  der- 
selben im  Sinne:  Beobachtung -Rechnung,  und  ausserdem  das  Quadrat  dieses  Unter- 
schiedes an ;  man  erhält  so : 
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Da  allen  Beobachtungen  das  gleiche  Gewicht  zuerkannt  ist,  so  ist  der  wahr- 
scheinlichste Werth  der  Unbekannten  gleich  dem  arithmetischen  Mittel,  es  ist  also: 

M  =   602"2    , 

und  die  Unterschiede  dieses  Mittelwerthes  gegen  die  Beobachtungen  finden  sich  in  der 
mit  e  überschriebenen  Columne;  bildet  man  überdies  die  Quadrate  dieser  Fehler, 
so  hat  man  sich  vorerst  die  nöthigen  Hilfsgrössen  verschafft,  um  den  wahrschein- 
lichen Fehler  r  zu  bestimmen;  man  erhält  zunächst: 

[+v]  =  45-1  ["]  =  84-39  ■ 

Zur  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  kann  man  beide  Werthe  be- 
nützen; es  ist  klar,  dass  eine  völlige  Uebereinstimmung  beider  Zahlen  nicht  hervor- 
treten wird,  indem  ja  die  Identität  nur  bei  einer  unendlichen  Anzahl  der  Beobach- 
tungen hervortreten  konnte :  man  hat  nach  §  7  Gleichung  3)  und  5)  (pag.  303)  hier- 
für die  Relationen,  wenn  man  sofort  die  auftretenden  Coefncienten  logarithmiBch 
ansetzt  und  zu  den  Formeln  das  aus  den  obigen  Zahlen  gewonnene  Resultat  hinzu- 
fügt: 

r  =  ±  [9.8290]  Y^i  =  *  0""2 


r  =  ±  [9.9270)  - 


:    ±    o"9Ö2     . 


Man  sieht,  dass  beide  Resultate  in  sehr  befriedigender  Weise  stimmen ;  da  aber  in 
der  Regel  die  mit  Hilfe  des  mittleren  Fehlers  berechneten  "Werthe  von  r  der  Wahr- 
heit näher  kommen,  als  die  aus  dem  Durchschnittsfehler  erhaltenen,  so  soll  für  die 
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folgenden  Rechnungen  der  erste«  Werth  (r  =  ±  0*992)  beibehalten  werden ,  wie- 
wohl es  klar  ist,  dass  man  keine  wesentlich  anderen  Resultate  erhalten  würde, 
wenn  man  den  zweiten  allein  benützen  würde.  Berechnet  man  nun  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  des  arithmetischen  Mittels  (vergl.  2]  pag.  30t),  so  findet  sich: 
R  = 


Das  Maaas  der  Präzision  findet  sich  nach  §  . 
1    _   [9.67gj] 


±  o  157  . 
[pag.  295] : 
=  0.481. 


Um  nun  die  Theorie  mit  der  Erfahrung  durch  die  Formel  §  4  Gleichung  7] 
(pag.  297)  vergleichen  zu  können,  ordne  ich  die  obigen  Fehler  ihrer  Grösse  nach. 
Man  findet  so,  wenn  man  jeden  Fehler  mit  der  Nummer  der  Beobachtung  versehen 
ansetzt : 
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29    o. 
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7      3 


Fasst  man  nun  die  Fehler  in  Gruppen  zusammen,  die  zwischen  den  Grenzen 
0.0 — 0.5,  0.5  — f. o,  1.0 — 1.5,  1.5  —  2.0,  2.0  —  2.5  und  2.5  —  00  liegen,  und  zählt 
die  Hälfte  jener  Fehler,  die  genau  an  der  Grenze  Hegen,  zur  Hälfte  zur  voran- 
gehenden und  zur  Hälfte  zur  nachfolgenden  Gruppe,  so  erhält  man  als  Resultat 
jene  Zahlen,  die  ich  weiter  unten  in  der  mit  i>  beobachtet  0  überschriebenen  Columne 
aufgenommen  habe.  Bildet  man  nun  die  Argumente  h  J  für  die  Integraltafel  XIV 
(vergl.  §4  pag.  297),    so  erhält  man  mit  Hilfe  derselben: 
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00 

1.000 
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Multiplicirt  man  nun  die  in  der  letzten  Columne  als  erste  Differenzwerthe  an- 
gesetzten Zahlen  mit  der  Anzahl  der  Beobachtungen  'vergl.  §  4  pag.  207),  so  findet 
man  die  nach  der  Theorie  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen  sich  vorfindende  Fehler- 
anzahl; dieselbe  steht  in  der  Columne  "berechnet". 

berechnet 


5-4 

3-4 
3.6 

der  That  die  Theorie  mit  der  Erfahrung 


Grenzen 

beobachtet 

XO — 0.5 

12.5 

3.5—1.0 

9-5 

.0—1.5 

6.5 

.5—2.0 

3.5 

t.o — 2.5 

4.0 

S.5—00 

4.0 

Die  Vergleichung  zeigt  also,  dass  i 
in  sehr  befriedigender  Weise  stimmt. 


8  9- 


Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  aas  ungleichwerthigen 

Beobachtungen. 


Es  ist  bei  den  letzten  Entwicklungen  stets  der  einfachste  Fall  in  Betracht 
gezogen  worden,  wo  eine  Unbekannte  ans  einer  bestimmten  Anzahl  diTecter  Be- 
obachtungen von  gleichem  Gewichte  abgeleitet  wurde;  es  soll  nun  die  Aufgabe  ge- 
löst werden,  aus  Beobachtungen  von  verschiedenen  Gewichten  den  mittleren  und  den 
wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit  zu  ermitteln. 
Die  Resultate  der  Beobachtungen  waren  M',  M",  M'",  .  . .,  diesen  Resultaten  wären 
beziehungsweise  die  Gewichte  p ,  p".  p'"  . . .  zugetheilt .  dann  ist  der  durch  das 
arithmetische  Mittel  bestimmte  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  (vergl. 
pag.  280}  M  bestimmt  durch: 


M  =  " 


r'+r"  +p"'  + 


X"  +.. 


um 


■1 


in  welchem  Ausdrucke  die  Gewichtseinheit  offenbar  willkürlich  ist.  Einigt  man 
sich  aber  über  eine  Einheit  und  sei  dann  s  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung, 
die  das  Gewicht  ■  erhält,  so  ist  offenbar  der  mittl  re  Fehler  des  Endresultates  be- 
stimmt durch : 

""  VTpl  ' 

Bezeichnet  man  ähnlich  wie  früher  mit  x  den  wahren  Werth  der  Unbekannten 
und  setzt  wieder: 

M—  *  =  d, 
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so  wird  die  Relation  zwischen  den  wirklichen  Beohachtungsfehlern  J',  <f\  4T  . . . 
und  den  Differenzen  zwischen  den  beobachteten  Werthen  und  dem  angenommenen 
Mittelwerthe  bestimmt  sein  durch : 

S  =  b'  +  6  ,    J"  =  r>"  +  i  ,    4"'  =t>"'  +  3  ,  ...  \ 

der  Fehler  J"  wird  zur  Beobachtung  M  gehören,  die  das  Gewicht  p'  erhält  und 
ähnlich  für  die  übrigen.  Statt  aber  einer  Beobachtung  das  Gewicht?»'  zuzuschreiben, 
kann  man  sich  vorstellen,  dass  dieselbe  das  Resultat  ist  von  p'  Einzelnbeobachtungen 
mit  der  Gewichtseinheit,  es  wird  also  in  dieser  der  Fehler  /t' \  p'  mal  vorkommen, 
ebenso  der  Fehler  ^/*,  p"  mal  u.  s.  f.;  es  wird  demnach  sein: 
[pJJ]  =  [pvv}  +  z  [pv}d+[p]ö*  . 
Hier  ist  aber  der  Bildung  der  Grösse  M  gemäss  streng : 

[pv)  =  o  , 
demnach  hat  man  auch: 

[pJJ)  =  [pvv}  +  [p]S*. 
Für   d1   wird   aber,    wie   oben,    das  Quadrat  des   mittleren  Fehlers  des  Ge- 
sammtresultateB  zu  setzen  sein,  also  da  ist: 

di=Ei  =  -fL  , 

[p] 

so  wird  man  haben; 

[pJJ\=[P  «»]+£'.  2) 

Es  erübrigt  nur  noch  die  Grösse  [p  J /f]  durch  e  auszudrücken.  Es  ist  aber 
im  Durchschnitte  für  die  wahrscheinlichen  Fehlerquadrate  anzunehmen: 

JJ  =  -*f,    ^  =  £,   <rs-=£..., 

also: 

[p  JJ]  =mtI, 
wenn  m  die  Anzahl  der  Beobachtungen,    die   verschiedenes   Gewicht   haben,    vor- 
stellt, welche  Zahl  jedoch  nicht  mit  der  Summe   der  Gewichte  verwechselt  werden 
darf.     Führt  man  nun  diese  Relation  in  Gleichung  i)  ein,  so  findet  sich  sofort: 

e-*  y  m_t  ,   *-*  y  [pK,n_,j'  *> 

und  für  die  wahrscheinlichen  Fehler: 

r  =  ±  0.6745  |/g  ,        R  _  ±  „.6745  ^gL  ■  4) 

Man  wird  beachten,  dass  man  ganz  dasselbe  Resultat  für  e  und  r  erhalten 
würde,  wenn  man  jede  einzelne  Beobachtung  mit  der  Quadratwurzel  des  Gewichtes 
{also  mit  der  Präcision)  multipliciren  würde  und  dann  die  gefundenen  Zahlen  so 
behandelt  hätte,  wie  Beobachtungen  mit  gleichem  Gewichte.  Es  wird  sich  später 
herausstellen,  dass  auch  in  complicirteren  Fällen  dieses  Verhältniss  hervortritt  und 
man  hat  demnach  ein  sehr  einfaches  und  radicales  Hilfsmittel  gewonnen,  um 
Beobachtungsresultate  von  verschiedenem  Gewichte  nach  jenen  Methoden  behan- 
deln zu  können,  die  für  gleichwerthige  Beobachtungen  gelten. 
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Schliesslich  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  man  für  die  Rechnung  des 
wahrscheinlichen  Fehlere  auch  die  absoluten  Fehler  verwerthen  kann;  mit  Hilfe  der 
zuletzt  gemachten  Bemerkung  wird  man  aber  statt  der  Relation: 

vm  =  ±  l-±ä  |/| , 

die  pag.  303  gefunden  wurde,  zu  schreiben  haben: 
und  erhalten : 


z  0.8453 


[+fVp] 


E  = 


;  0.8453 


H-pypi 


5) 


'   /»(M-l)   '         "  -■-«.*   y[p]m{m~ 

doch  bieten  diese  Formeln  im  vorliegenden  Falle  geringere  practische  Vortheile  als 
oben. 

Es  sollen  nun  die  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden ; 
ich  werde  das  früher  gewählte  Beispiel  wieder  vornehmen,  aber  dasselbe  durch  eine 
willkürliche  Zusammenfassung  der  Einzelnbeobachtungen  in  Resultate  von  verschie- 
denen Gewicht  verwandeln;  ich  erhalte  so  : 


19 — 20 
21—30 

31—34 
35—40 


M 

601  "5 
6o5"z 
602.1 
601.8 
601.9 
603.1 
601.2 
602.1 
601.2 
602.8 


Gewicht 


0.49 

2 

45 

9.00 

27 

00 

O.Ol 

O 

Ol 

0.16 

O 

48 

0.09 

O 

45 

0.36 


daneben  habe  ich  in  die  Columne  v  und  »u  die  Unterschiede  der  Beobachtung 
gegen  die  mit  Rücksicht  auf  Gewicht  abgeleiteten  Mittelwerthe  und  die  Quadrate  der- 
selben gesetzt.  In  der  Columne  pvv  finden  sich  die  letztgenannten  Fehlerquadrate 
mit  ihrem  Gewichte  multiplicirt ;  für  M  findet  sich  nach  Gleichung  1)   pag.  306: 

M  =  bo2n2  ;  und  weiter  [p  t>p]  =  39.46  , 

se  wird  also  nach  Gleichung  3)  und  4}  pag.  307 : ' 


Vergleicht  man  diese  Zahl  mit  der  oben  (pag.  305)  für  R  gefundenen  ±  o"i6, 
so  findet  man  allerdings  keine  ganz  genügende  Uebereinstiminung,  wie  dies  zu  erwar- 
ten ist,  da  in  dem  letzteren  Falle  die  Anzahl  der  Beobachtungen,  die  man  den  Prin- 
cipien  der  Wahrscheinlichkeit  unterworfen  hat,  nur  gleich  10  ist;  man  wird  daher  bei 
einer  so  geringen  Zahl  nicht  erwarten  dürfen,    dass   sich  alle  Zufälligkeiten  völlig 
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eliminiren  können,  und  dies  als  erneuten  Hinweis  betrachten  dürfen,  dass  die  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  nur  dann,  und  hier  auch  nur  unter  gewissen  oben 
erwähnten  Vorbehalten,  verlässliche  Resultate  liefern  kann,  wenn  eine  grosse  Anzahl 
von  Beobachtungen  vorliegt.  Da  bei  der  Durchführung  des  obigen  Heispieles  aber 
nur  die  Absicht  vorlag,  die  Rechnung  nach  den  Formeln  klar  zu  legen,  so  mag 
dasselbe  für  diesen  nächsten  Zweck  genügen. 


§  10.    Ermittelung  des  mittleren  Fehlers  eines  Resultates  ans  der  Summe  und 
Differenz  directer  Beobachtungen. 

Indem  durch  die  vorstehenden  Entwicklungen  die  Anwendung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  auf  den  Fall  directer  Beobachtungen  der  Unbekannten  er- 
ledigt erscheint,  soll  der  durch  die  Ueberschrift  bezeichnete  Specialfall  anhangsweise 
hier  näher  vorgenommen  werden,  hauptsächlich  aus  dem  Grunde,  weil  derselbe 
in  einer  völlig  unabhängigen  Art  eine  bereits  in  zweifacher  Weise  erwiesene 
theoretische  Grundlage  der  Methode  bestätigt.  —  Die  bisherigen  Retrachtungen 
waren  bislang  den  Fällen  angepasst  worden,  wo  unmittelbar  die  zu  bestimmende 
Grösse  beobachtet  wurde,  in  der  Anwendung  wird  man  aber  meist  mit  complicirteren 
Fällen  zu  thun  haben,  welche  sich  jedoch  meist  ohne  Schwierigkeit  auf  die  bisher 
in  Betracht  gezogenen  einfachen  Fälle  reduciren  lassen;  bevor  jedoch  an  die  Lö- 
sung dieser  allgemeinen  Aufgabe  geschritten  wird,  soll  hier  noch  der  verhältniss- 
mässig  einfache  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo  eine  Grösse  durch  die  Summe 
und  Differenz  unmittelbar  beobachteter  Werthe  bestimmt  wird,  wobei  jedoch  die 
beobachteten  Werthe  als  völlig  von  einander  unabhängig  gedacht  werden.  Es  ist 
also  x  bestimmt  durch  die  Relation : 

*  =  V\  ±  Vi  , 
wobei  durch  y,  und  t/t  die   wahren  Werthe  der  Funktionen  vorgestellt  werden ,  die 
durch  ihre  Summe  oder  Differenz  den  wahren  Werth  von  x  finden  lassen.    Die  Be- 
obachtungen   selbst   werden    aber  den  wahren   Werth  von  yt  und  y2   nicht  genau 
wiedergeben  und  der  mittlere  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen  einer  jeden  solchen 
Beobachtungsreihe  sei  beziehungsweise  s,  und  Bj .    Die  Beobachtungen  werden  hier : 
für  y(  die  Fehler  J,',  Jt",  4y"  ... 
»    yi    ■       »       ^2,  J\,  4-i"  ... 
ergeben,  demnach  wird  der  Fehler  von  x  sein,  der  sich  aus  Combination  der  ersten 
Beobachtungen  ergibt,  je  nachdem  man  die  Summen  und  Differenzen  zu  nehmen  hat 

<4 '  ±  Jt')  i 
und  ähnlich  erhält  man  aus  der  Combination   der  zweiten  und   folgenden   Ifeobach- 


Bildet  man  nun  die  Summe  der  Fehlerquadrate   und   nennt  e„   den  mittleren 
Fehler  einer  Bestimmung  von  x  und  setzt  voraus,  dass  sowohl  y,  als  auch  yz,  m  mal 
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beobachtet  wurde,  ho  dass  m  He  Stimmungen  von  x  vorliegen,  so  muss  nach  der 
Definition  des  mittleren  Fehlers  sein  : 

m  V  ={JtJt]±2  \JX  JJ  4-  [4  J,]  ■ 
Ist  aber  die  Anzahl  der  Beobachtungen  gross,  so  wird  bald  das  mittlere  Glied, 
welches  aus  der  Summe  von  Gliedern  mit  verschiedenen  Zeichen  gebildet  wird, 
gegen  die  äusseren  Glieder,  die  sich  aus  Quadraten  summiren,  verhältnissmässig 
klein  werden  und  man  wird  mit  einem  gewissen  Grade  der  Annäherung  schreiben 
dürfen : 

»**— [4  4]  +  [4  4]  .. 
Itedenkt  man  aber,  das  ist : 

\dy  dx\  =iii£|1  ,  [Ji  4z]  =  m  £j2  , 

so  erhält  man  unmittelbar: 

e„  =  ±  Ve^  +  eJ,  i) 

d.  h.  der  mittlere  Fehler  einer  solchen  combinirten  Beobachtung  ist  gleich  der 
Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  mittleren  Fehler  der  directen 
Beobachtungen . 

Wie  man  sieht,  könnte  man  leicht  diese  Betrachtungen  auf  solche  Beobach- 
tungen ausdehnen,  die  sich  aus  mehren  directen  Beobachtungen  additiv  Und  sub- 
tractiv  combiniren ,  man  würde  den  mittleren  Fehler  der  Bestimmung  von  z,  dann 
erhalten  aus : 

«„  -  ±  V"M  , 

wobei  gesetzt  ist: 

[£el=e,I  +  ej1  +  «3'  +  ...,  2) 

und  sich  die  verschiedenen  et ,  et  ....  auf  die  Resultate  der  directen  Messung  be- 
ziehen; natürlich  gilt  auch  dieselbe  Relation  für  den  wahrscheinlichen  Fehler,  man 
hat  daher: 

r.  =  ±  VR  . 

Wollte  man  das  Gewicht  einer  solchen  Bestimmung  von  x  bestimmen,  so  hat 
man  nur  zu  beachten,  dass  nach  dem  obigen  (vergl.  pag.  301)  sich  die  Gewichte 
direct  wie  die  Quadrate  der  Fräcisionen  oder  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der 
wahrscheinlichen  Fehler  verhalten;  seien  nun  die  Gewichte  der  einzelnen  Bestim- 
mungen pj ,  P3 ,  pa  . . . ,  bo  wird  sein : 

1         Jt         ^         P*1        3        to 
und  man  hat: 

=      www--  j 

Hätte  man  die  Unbekannte  durch  die  Summation  von  m  gleich  genauen  Be- 
obachtungen,   deren   mittlerer  Fehler  e  sei,    bestimmt,    so   ist   der  mittlere  Fehlet 
dieser  Summe  et  nach  deu  eben  angestellten  Betrachtungen  bestimmt  durch: 
e0i  =  tti£2     oder     «„  =  ±  e  Vm  , 
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dividirt  man  mm  beiderseits  durch  m,    so   erhält  man  eine    schon  früher  auf  i 
ganz  andere  Weise  'pag.  301)  bewiesene  Relation,  nämlich: 


wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  —  der  mittlere  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 
ist.  .  Es  nimmt  also  der  mittlere  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  im  umgekehrten 
Verhältniss  zur  Quadratwurzel  der  Anzahl  der  zum  Mittel  vereinigten  Beobach- 
tungen ab.  Der  früher  betrachtete  Fall  der  Ermittelung  des  mittleren  Fehlers  eines 
Resultates  aus  der  Summe  und  Differenz  directer  Beobachtungen  ist  einer  Erwei- 
terung fähig,  die  häufig  genug  in  der  Anwendung  vorkommt;  es  seien  nämlich  die 
einzelnen  Summenwerthe  yt,  y2l  y3,  ...  bevor  dieselben  zum  Resultate  zusammen- 
zufassen sind,  mit  den  constanten,  aber  bekannt  vorausgesetzten  Factoren  beziehungs- 
weise «,,   as,  «3  , zu  multipliciren,  dann  hat  die  vorgelegte  Funktion  die  Form : 

z  =  ±  «i  y,  ±  oj  yi  ±  as  y3  ±  . . . 

Sind  nun  die  bezüglichen  mittleren  Fehler  der  Beobachtungsresultate  y, ,  ys, 
*/}■■■  ausgedrückt  durch  et ,  e2 ,  es  ... ,  so  ist  sofort  klar,  dass  die  a  Factoren  be- 
dingen werden,  dass  der  mittlere  Fehler  des  ersten  Productes  a,  et  sein  wird,  der 
zweite  a2  ea  ü.  s.  f..  daraus  kann  man  unmittelbar  den  Schluss  ziehen  mit  Rücksicht 
auf  die  für  den  einfacheren  Fall  gemachten  Betrachtungen,  dass  der  mittlere  Fehler 
des  Resultates  x,  der  wieder  durch  e0  bezeichnet  wird,  sich  darstellt  durch: 


sind  die  wahlscheinlichen  Fehler  e,,  t2,   «j  ...  alle  gleich;  so  erhält  man: 

e0  =  ±  e  VJ^ä]  5] 


B.   Anwendung'  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  die  Bestimmung  einer 
oder  mehrer  unabhängiger  Unbekannten  ans  Beobachtungen. 

§  1.   Allgemeines. 

Es  kann  nun  daran  gegangen  werden,  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe 
durchzuführen,  nämlich  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  einer  be- 
liebigen Anzahl  von  Unbekannten,  welche  Funktionen  der  beobachteten  Grössen 
sind ;  die  oben  betrachteten  speciellen  Fälle  der  directen  Beobachtung  sind  natürlich 
in  dieser  allgemeinen  Auflösung  mit  inbegriffen. 

Dieses  allgemeine  Problem  umfasst  zwei  Klassen  von  Aufgaben ,  welche  von 
einander  abgetrennt  werden   müssen.     In  der   ersten  Klasse  sind   die  Unbekannten 
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unabhängig  (independent)  von  einander,  sind  also  keinen  weiteren  Bedingungen  unter- 
worfen als  den  Beobachtungen  möglichst  zu  genügen,  so  dass  vor  Anstellung  der  Be- 
obachtungen jedes  beliebige  System  von  Werthen  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  für  sich 
in  Anspruch  nimmt ;  in  der  zweiten  Klasse  sind  schon  a  priori  gewisse  Bedingungen 
vorhanden,  die  streng  erfüllt  sein  müssen,  nnd  ausserdem  muss  der  möglichst  gute  An- 
schluss  an  die  Beobachtungen  erzielt  werden.  Dieser  letztere  Fall  spielt  insbesouders 
bei  den  geodätischen  AuBgleichsrechnungen  eine  wichtige  Rolle,  kann  aber  für  -den 
Zweck  des  vorhegenden  Werkes  übergangen  werden,  da  in  den  wenigen  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Fällen  leicht  der  richtige  Weg  mit  Hilfe  der  Methoden  der  ersten 
Klasse  gefunden  werden  kann ;  es  wird  daher  in  der  Folge  nur  auf  die  Bestimmung 
von  einander  unabhängiger  Unbekannten  Rücksicht  genommen.  Wiewohl  dadurch 
die  Aufgabe  schon  wesentlich  eingeschränkt  ist,  so  muss  noch  eine  weitere  Ein- 
schränkung vorgenommen  werden,  die  daraus  resultirt,  das«  die  folgenden  Betrach- 
tungen einen  linearen  Zusammenhang  der  Unbekannten  mit  den  Beobachtungen 
fordern,  ein  Fall,  der  selten  genug  bei  der  Anwendung  hervortreten  wird;  ist  also 
das  Verhältniss,  wie  es  in  der  Regel  der  Fall,  kein  lineares,  bo  wird  man  sich  von 
Fall  zu  Fall  dadurch  helfen  können,  dass  man  die  lineare  Form  herstellt,  indem 
man  sich  in  irgend  einer  durch  das  Problem  bestimmten  Weise  sehr  genäherte  Werthe 
für  die  Unbekannten  verschafft  und  die  Verbesserungen  dieser  Näherungen  sucht; 
betrachtet  man  diese  als  Grössen  erster  Ordnung,  so  wird  der  Zusammenhang  zwi- 
schen den  Incrementen  der  Unbekannten  zu  der  dadurch  bedingten  Aenderung 
in  der  Beobachtung  durch  den  diesbezüglichen  Differentialquotienten  in  linearer 
Weise  ausgedrückt  sein.  Es  kann  unter  Umständen  die  Ermittelung  der  genäherten 
Werthe  der  Unbekannten  und  die  Entwicklung  der  Differentialquotienten  Schwie- 
rigkeiten machen,  für  diese  Lösung  lassen  sich  aber  keine  allgemeinen  Regeln  geben, 
da  dieselben  von  der  Natur  des  vorgelegten  Problemes  abhängig  sind.  Es  wird  in 
der  Folge  vorausgesetzt,  dass  für  die  gestellte  Aufgabe  den  eben  ausgesprochenen 
Forderungen  genügt  ist. 

Es  ist  demnach  die  vorgelegte  Aufgabe  dadurch  wesentlich  erleichtert,  dass 
die  Form  der  Abhängigkeit  der  Unbekannten  von  den  Beobachtungen  eine  lineare 
ist.  Ist  also  M  der  beobachtete  Werft,  *,  y,  z  ...  die  Unbekannten,  a,  b,  c  . .  . 
die  durch  das  Problem  bestimmten  Coefficienten ,  so  ist  die  allgemeine  Form  der 
Relation  zwischen  der  Beobachtung  und  den  Unbekannten  dargestellt  durch: 
az  +  by+cz-\-...  +  l=M. 

Eine  solche  Gleichung  allein  gibt  nur  eine  Relation  zwischen  den  Un- 
bekannten, ist  aber  nicht  zur  Bestimmung  derselben  ausreichend ;  es  müssen  not- 
wendig mindestens  ebensoviele  essentiel  verschiedene  Gleichungen  vorhanden  sein, 
als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind ;  in  dem  letzteren  Falle  ist  die  Bestimmung  der- 
selben eben  möglich,  soll  aber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  angewendet 
werden,  so  ist  es  klar,  dasB  mehr  Gleichungen  als  Unbekannte  vorhanden  sein 
müssen.  Sind  nun  Jif, ,  M-t ,  Ms  .  ■  .  die  beobachteten  Werthe ,  so  wird  man  als 
Bedingungsgleichungen  haben: 
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«t  *  +  *i  V  +  «i  *  +  -. .  -f-  *,  =  Jfi 


Diese  werden  sich  aber  sofort  einfacher  schreiben  lassen,  wenn  man  zur  Abkürzung 
einführt : 

Mt  —  lt  =  n, 

Mi £(  =  »1 

wo  »i ,  »j ,  «j  .  .  .  mit  den  Beobachtungen  im  directen  Zusammenhange  bleiben, 
weil  l, ,  li ,  /3  . .  .  durch  das  Problem  bestimmte  Grössen  sind  ;  es  schreiben  sich 
daher  die  Bedingungsgleichungen : 

öj  a:  +  ö,  y  +  c,  z  -f-  . . .  =  n, 

<HX  +  biy  +  c1z  +  ...=nJ 

as*  +  *sy  +  C3*-r-...=»j 

Wären  die  Beobachtungsfehler  völlig  Null,  so  würde  jede  beliebige  Combi- 
nation  aus  einer  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  hinreichenden  Anzahl  von  Gleij 
chungen  identische  Werthe  für  die  Unbekannten  rinden  lassen,  wegen  der  Beobach- 
tungsfehler  aber  werden  zwischen  solchen  verschiedenen  Lösungen  Differenzen  auf- 
treten ;  die  Lösung  muss  demnach  so  vorgenommen  werden,  dass  den  Beobachtungen 
nach  dem  Principe  der  Wahrscheinlichkeit  genügt  wird.  Hierbei  wird  auch  auf  den 
Umstand  dass  nicht  allen  Beobachtungen  das  gleiche  Gewicht  ertheilt  wird,  Rück- 
sicht zu  nehmen  sein.  Die  folgenden  Betrachtungen  werden  aber  lehren,  dass  man 
durch  ein  sehr  einfaches  Verfahren  in  diesem  Falle  die  Bedingungsgleichungen  auf 
gleichwerthige  zurückführen  kann. 

Sind  0|,  vi,  ej  . . .  die  nach  der  Ausgleichung  übrig  bleibenden  Fehler  in  den 
Beobachtungen  genommen  im  Sinne:  Beobachtung -Rechnung,  so  werden  die 
obigen  Bedingungsgleichungen  nach  Einsetzung  der  gefundenen  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Unbekannten  für  n, ,  »j ,  »,  .  .  -  nicht  die  durch  die  Beobachtung  ge- 
fundenen Werthe  finden  lassen,  sondern  offenbar  die  Werthe  [n, — »,),  (n2  — oj)  •■-i 
es  werden  »ich  daher  statt  der  Bedingungsgleichungen  die  folgenden,  jetzt  völlig 
erfüllten  Relationen  schreiben  lassen  : 

o,:c-r-i,  y-r-c,r+---  +  f|='»i 
wtx  -f-  Jjy  +  Cj2  +  ...  4-0,  =  «, 

Ist  nun  e  der  mittlere  FehleT  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit,  so 

Oppilm,  Bakibutti»iHif«>.  IL  40 
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Würde   man  jeder  der  eben  hingestellten 

Gleichungen  die  Gewichtseinheit  zutheilen,  so  würde  der  mittlere  Fehler  von  t>,, 
t>2,  v3  u.  b.  w.  im  Allgemeinen  gleich  werden  e;  es  sollen  aber  entsprechend  den  an- 
genommenen Gewichten  die  Fehler  — = ,  — =  . . .  gefunden  werden ,  dies  wird  man 
aber  erreichen  können,  wenn  man  die  oben  hingeschriebenen  Gleichungen  mit 
Ypi,  Vpi  u.  s.  w.  durchmultiplicirt;  man  bat  dann: 

Vp\  o,  x  +  Vp,  J,  y  +  Vpi  c,  z  -(-  . . .  +  Ypx  «i  =  Vp,  »,         j 
Vpi  <*i  z  +  Vpz  k  y  4-  Vft  cj  «  +  . . .  +Vpiv2  =  Vpini 
Vpi  a,  x  +  Yp3  b,  y  +  Vp3  c3  s  +  . . .  +  Vps  »3  =  Vpj  Mj, 


') 


Behandelt  man  nun  diese  Gleichungen  unter  Annahme  gleicher  Gewichte  für  die- 
selben, so  wird  jede  Gleichung  als  mittleren  Fehler  £  geben;  es  wird  also  sein: 

«  =  Vpt  Ci      oder      v,  =  —= 

e  ■»*  Vp2  »i     oder      v2  «=■  — —  , 

Vp* 

und  die  mittleren  Fehler  von  », ,  Oj  .  . .  sind  entsprechend  den  ihnen  zugetheilten 
Gewichten  bestimmt.  Man  leitet  daraus  die  Regel  ab,  dass  Beobachtungen  mit 
verschiedenen  Gewichten  ebenso  behandelt  werden  können,  wie  Beobachtungen 
von  gleichen  Gewichten ,  wenn  man  alle  Redingungsgleichungen  vorher  mit  der 
Quadratwurzel  des  Gewichtes  oder  mit  der  Präeision  durchmultiplicirt. 

Die  vorausgehenden  Betrachtungen  haben  also  gezeigt,  dass  man  unter  allen 
Bedingungen  das  Problem  reduciren  kann  auf  den  einfachsten  Fall,  nämlich  auf 
lineare  Gleichungen  mit  gleichem  Gewichte. 


§  2.    Bildung  der  Nornmlgleichungcii. 
i  vorstehenden  Paragraphen  aufgestellten  Bedingungsgleichungen: 
<Hx  +  bt  y  +  c,  *+...—  n,=o  | 

Oj*  +  Äjjr-l-ei*-f-...—  «,=o 
(hx  +  b3y  -\-  c3z  +  ...  —  «,=o  I  M' 


kann  im  Allgemeinen  in  den   hier  in  Betracht  kommenden  Fällen  nicht  völlig  ge- 
nügt werden ;    es   werden  Unterschiede   übrig   bleiben ,    wenn  für  x,  y,  z  bestimmte 
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Werthe  eingesetzt  werden,  die,   im  Sinne:   Beobachtung  Rechnung  genommen,  durch 
"i  i  "si  "s  ■  ■  -  bezeichnet  werden  sollen ;  man  wird  also  haben : 
Oi  x  +  i,y  +  c,  z  +  ...  —  n,  =  —  t>. 


a3z  +  biy-i-c3z+...—  n,  =  —  Oj  ' 


Die  Unbekannten  x,  y,  z  ...  sind  aber  so  zu  bestimmen,  dass  die  Fehler  t>  auf  das 
geringste  Maass  herabgedrückt  werden;  das  wahrscheinlichste  System  wird  aber 
nach  den  bisherigen  theoretischen  Betrachtungen  dasjenige  Bein,  welches  die  Summe 
der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht ;  man  wird  also  der  Relation  genügen 
müssen : 

["]  ==  t>i  »i  +  f>t  »i  +  »3  tJj  -+•  . . .  =  Minimum.  3) 

Da  aber  x,  y,  2  ...  völlig  von  einander  unabhängig  vorausgesetzt  werden,  so 
muss  die  Bedingung  des  Minimum  für  jede  dieser  Unbekannten  erfüllt  sein ;  und  es 
ist  daher  nothwendig: 

*i"l=         *M  <l"ä_o...  4) 

dx  dy  <*%  *' 

Diese  Differentialrelation  gilt  auch  für  das  Maximum,  doch  schliesst  sich  das 
letztere  sofort  hier  nach  der  Gestalt  der  Gleichungen  aus,  indem  dasselbe  nur  für 
unendliche  Werthe  der  Unbekannten  eintritt. 

Den  durch  die  Gleichungen  4)  aufgestellten  Bedingungen  allein  und  keinen 
weiteren,  ist  die  Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  unter- 
worfen, gelingt  es  also,  wie  es  in  der  That  der  Fall  ist,  mit  Hilfe  dieser  Relationen 
ohne  weitere  Voraussetzungen  die  Unbekannten  zu  bestimmen,  so  ist  das  vorgesteckte 
Ziel  erreicht. 

Führt  man  in  Gleichung  4)  die  angezeigten  Operationen  mit  Hilfe  der  Glei- 
chung 3)   aus,  so  erhält  man: 


1   'd^ 

+ 

Cj 

in 

dx 

4-fi 

dx 

+  ■■•- 

d„ 

+ 

°2 

,ln 
"iy 

+  p3 

dr3 
d, 

+  ...  = 

'    '/.' 

+ 

Ol 

17 

+  «, 

~Jx 

+  ...  - 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  gleich  der  in  der  Gleichung  4)  aufgestellten 
Anzahl  der  Bedingungen,  die  aber  wieder  nur  von  der  Anzahl  der  Unbekannten 
bestimmt  ist;  es  sind  in  Gleichung  5)  also  so  viel  Gleichungen  von  verschiedener 
Zusammensetzung  enthalten  als  Unbekannte  vorhanden  sind,  und  es  erübrigt  daher 
nichts  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  als  die  Ooefncienten  der  Gleichungen  5) 
auf  bekannte  Werthe  zu  reduciren.  Vorerst  werden  sich  die  Differentialquotienten 
von  t>  nach  Gleichung  2)  sehr  leicht  bestimmen ;  man  erhält  aus  diesen  letzteren 
Gleichungen  sofort  durch  Differentiation : 
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TJ  •  ■> 7." ' 

*— 4?'  *,=_w'  C2=*_4?-' 

■*--■«"■  '»  =  --5^'  "■ IY< 

Man  kann  daher  statt  Gleichling  5)  auch  schreiben: 
a,o,  +aiti34-aatiB  +  ...=o 
Öi  »i  +  *i  0i  +  h  ca  +  •  •  •  =  o 
c,  0,  4-  c,  1^  4-  c,  v3  -+-  . . .  =  o 


Ersetzt  man   nun  den  Werth  von  olt  ca,  Dg  . . .  durch   die,  Relationen   i 
Gleichung  2)  (pag.  315},  so  verwandelt  eich  die  erste  Gleichung  7)  in: 

«i«i*  +  Oi*iy  +  «i  «!*+■■■  —  <»]«i     1 

4"  «3  ^S  «  4"  «3  *3  ?  +  «3  «S  ■  +  ...   —  03«3         I  ' 


ähnlich  wird  die  zweite  Gleichung  7)  sich  schreiben  lausen ; 

Ol  At  a:  +  A,  J|  y  +  i,  ci  x  +  . . .  -1-  4|  M( 

-f-ojiiS  +  Aiiiy-J-i^a-r-...  —  Äj  »2 

4-  «3  *3  £  4-  *j  J3  y  4-  *s  fs  «  +  ■ . .  —  *j  "s 


u,  s.  f.  —  Fuhrt  man  nun  die  abkürzende  Ganss'sche  Summenbezeichnung  (pag.  301} 
ein,  so  wird  man  statt  der  Gleichungen  7)  schreiben  können  die  folgenden,  in  welchen 
die  Coerncienten  völlig  bekannte  Grössen  sind : 

[aa]  X  +  [ai)y  +  [a  «]•_+...  ==[«»]        | 

[•  i]  x  +  [b  b]  y  4-  [*  *}  *  4- [*  ■]        | 

[ac]  x  4-  \b  0]  y  4-  [c  e]  2  4-  ■  -  ■  =  [e  »]        I  J 


Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  kommt  gleich  der  Anzahl  der  Unbekannten, 
die  Auflösung  dieser  Gleichungen  bestimmt  die  Unbekannten  nach  dem  Axiome, 
dass  die  Summe  der  Fehlerouadrate  ein  Minimum  ist;  man  nennt  diese  Glei- 
chungen die  Normalgleichungen,  weil  dieselben  für  die  Bestimmung  Jer  Un- 
bekannten maassgebend  (normirend)  sind. 

Die  Bildung  und  Herstellung  der  Normalgleichungen  ist  nunmehr  theoretisch 
völlig  bestimmt,  nur  wird  die  thats  schliche  Durchführung  der  zahlreichen '  Multipli- 
cationen  und  Additionen,  besonders  wenn  die  Anzahl  der  Unbekannten  und  der  Be- 
dingungsgleichungen  anwächst,  das  Bedürfniss  fühlbar  machen,  die  notwendigen 
Kechnungs Operationen  möglichst  übersichtlich  zu  gestalten ,  so  dass  nicht  leicht  ein 
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Product  übergangen  werden  kann,  und  geeignete  Prüningsmittel  für  die  Richtigkeit 
der  Rechnung  herbeizuschaffen. 

Letzteres  Verlangen  kann  leicht  durch  Bildung  einiger  Hilfsgrosseif  befriedigt 
werden.  Bildet  man  nämlich  die  Summe  aller  zu  einer  Bedingungsgleicnung  ge- 
höriger Coefficienten  und  bezeichnet  dieselbe  durch  *  mit  einem  entsprechenden 
Index,   so  hat  man: 

o,  +  Ä,  +  <H  -f* +  «,=*, 


und  man  wird  sofort  zur  Prüfung  der  Coefficienten   der  Normalgleichungen ,  wenn 
man  sich  die  Bedeutung  des  Gauss'Bchen  Summenzeichens  klar  macht,  haben: 

[aa)  +  [ab]  +  [ae]  +....  [an]=[aa]       '   j    ■ 

M] +  [**]  +  ['»]  +  ...- [*»]  —  [*«]         | 

[ac]  +[bc]  +  [cc]  +....[.■]-[«] 


[an}  +  [bn]  +  [cn]  +  ... .  [nn]  =  [hm] 


-welchen  Relationen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnungsoperationen  genügt 
werden  muss.  Hierbei  könnte  aber  eine  beträchtliche  Unsicherheit  dadurch  ent- 
stehen, dass  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Unbekannten  sehr  different  in  Be- 
zug auf  ihre  Grösse  sind.  Es  muss  nämlich  die  Rechnung,  um  dieselbe  nicht  allzu 
weitläufig  zu  gestalten,  auf  eine  gewisse  Anzahl  von  Dedmalen  beschrankt  bleiben; 
bei  den  Producten  der  grossen  Zahlen  wird  aber  die  Unsicherheit  der  Rechnung 
schon  Stellen  beeinflussen,  die  |bei  den  Producten  der  kleinen  Zahlen  noch  ganz 
sicher  erscheinen  und  es  muss  gewiss  ganz  erwünscht  sein,  sich  auch  der  Richtig- 
keit dieser  kleinen  Producta  zu  versichern ;  hierbei  ist  natürlich  vorausgesetzt,  dass 
die  kleinen  Coefficienten  sich  mit  derselben  Unbekannten  verbinden,  denn  es  ist 
klar,  dass  ein  kleiner  oder  mehre  kleine  Coefficienten  bei  einer  Unbekannten,  wenn 
nur  ein  grosser  Coefficient  derselben  vorhanden  ist,  einer  derartigen  Prüfung  nicht 
bedürfen.  Man  kann  nun  leicht  dieser  Forderung  genügen,  wenn  man  für  die  Un- 
bekannten andere  Grössen  einführt,  welche  die  zugehörigen  Coefficienten  für  die 
verschiedenen  Unbekannten  nahe  gleichwertig  machen,  und  es  wird  sich  stets 
lohnen,  diese  kleine  Mühe  nicht  zn  scheuen  und  stet6  die  auftretenden  Factoren 
möglichst  homogen  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen.  Es  ist  mir  stets  am  be- 
quemsten und  sichersten  erschienen ,  den  grössten  Coefficienten,  mit  dem  die  Un- 
bekannte mnltiplicirt  erscheint,  herauszuheben  und  mit  demselben  alle  Coefficienten 
dieser  Unbekannten  zu  dividiren.  Seien  der  Reihe  nach  a,  ß ,  y  . . .  die  grössten 
Coefficienten  von  sc,  y,  z,  .  .  und  sei  v  der  grösste  Werth  in  der  Reihe  der  Werthe 
«,  «2  «3  .  . .   so  erhalten  die  Bedingungsgleichungen  nunmehr  die  Form : 
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ans  welchen  nun  die  Unbekannten  (aar),  (//  y),  fpj  ...  mit  Hilfe  der  Normal- 
gleichüngen  in  Einheiten  von  v  erhalten  werden.  Man  wird  demnach  tot  Beginn 
der  Rechnungsoperationen  zur  Ermittelung  der  Normalgleichungen  den  eben  ge- 
machten Vorschriften  gemäss  die  Coefncienten  erst  homogen  gestalten,  und  mit 
diesen  dann  die  Operationen  beginnen;  es  ist  klar,  dass,  um  von  der  in  10) 
angedeuteten  Summenprüfung  möglichst  bequem  Vortheil  zu  ziehen ,  die  Summen  s 
nach  9)  erst  mit  dem  homogen  gemachten  Coefncienten  berechnet  werden.  Es 
mögen  vielleicht  einem  in  diesen  Gebiete  der  Rechnung  wenig  erfahrenen  Rechner 
die  hier  angegebenen  Vorschriften  auf  den  ersten  Blick  die  Rechnung  zu  er- 
schweren scheinen,  die  häufigere  Anwendung  aber  wird  denselben  bald  lehren,  dass 
sie  ganz  wesentlich  zur  Sicherung  und  Bequemlichkeit  der  Rechnung  beitragen. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  die  weitere  Rechnung  zur  Bildung  der 
Normalgleichungen  und  zur  Lösung  derselben  übersichtlich  anlegen  kann  und  setze 
die  ursprüngliche  Form  der  Bedingungsgleichungen 

«1  *  +  *i  V  +  c,  «  -+-•--=  % 

<*!  z  +  bf  y  +  ct  x  +  . . .  =  nt 


voraus,  wobei  jedoch  nunmehr  die  Coefncienten  und  die  Unbekannten  der  Be- 
dingung der  Homogenität  unterworfen  sind.  Die  Bildung  der  Produkte  kann  nun 
leicht  entweder  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Logarithmentafeln  oder  nach  Bessel's 
Vorschlag  mit  Hilfe  von  Quadrattafeln  vorgenommen  werden ;  ich  werde  zuerst  das 
erstere  Verfahren  auseinandersetzen. 

Man  wird  sich  zunächst  auf  einen  mit  Horizontallinien  überzogenen  Bogen 
so  viel  Verticalcolumnen  vorbereiten,  als  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind; 
in  die  erste  Horizontalzeile  setzt  man  nun  die  logarithmischen  Coefncienten  der  Un- 
bekannten x,  in  die  zweite  die  von  y  u.  s.  f. ;  in  die  vorletzte  Zeile  kommen  die 
Logarithmen  von  »,  in  die  letzte  die  von  s,  nachdem  man  sich  vorerst  auf  einem 
Nebenblatte  nach  den  Gleichungen  g)  dieselben  durch  Summation  verschafft  hat. 
Man  hat  also  zwei  Horizontal zeilen  mehr  auszufüllen,  als  Unbekannte  vorhanden 
sind;  das  Schema  gestaltet  sich  also  wie  folgt,  wobei  die  Ziffern  in  den  Köpfen 
der  Columnen  den  Hinweis  auf  die  Nummer  der  Bedingungsgleichung  vorstellen 
sollen. 
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Nummer  der 
Bedingu  ngsglei  ch  ung 

. 

2 

3 

Coefficient  von  x 

•         »  y 

log«, 
log  6, 

log»! 

log  01 
log», 

log«! 

logo, 
log*j 
log«! 

Fehler 
Summe 

log»i 
log«i 

lognj 
log«, 

log  «3 
log*! 

..... 

Auf  demselben  Folioblatte  wird  man  nun,  wenn  die  Redinguiigsgleichungen 
und  4>e  Unbekannten  nicht  zu  zahlreich  sind,  Platz  für  die  gebildeten  Producte 
finden ;  man  wird  sich  zu  diesem  Ende ,  wenn  man  durch  (t  die  Anzahl  der  Unbe- 
kannten bezeichnet: 

fr +  *)(/-  +  !)        ,  I2) 

Verticalcolumnen  bilden,  die  um  zwei  Horizoutalzeilen  mehr  enthalten  als  He- 
dingnngsgleichungen  vorhanden  sind.  In  die  erste  Zeile  jeder  dieser  Vertical- 
columnen setzt  man  als  Aufschrift  das  bezeichnende  Product,  also  aa,  ab,  ac  . .,  JA,  bc 
...nn,  ng,  in  die  letzte  Zeile  wird  dann  die  Summe  der  Producte  der  Vertical- 
columnen eingesetzt.  Sollte  die  Anzahl  der  Redingungsgleichungen  gross  sein,  so 
wird  man  die  Zahl  der  Horizontallinien  um  einige  vermehren  und  zwar  nach  einer 
bestimmten  Anzahl  von  Hedingnngugleichungen  die  Summen  der  Producte  bilden, 
um  durch  die  später  zu  erwähnenden  Prüfungsgleichungen  den  Ort  eines  eventuellen 
Fehlers  zu  bestimmen.  Nun  schreibt  man  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die 
Logarithmen  von  at  ,  Oj,  a%  . . .  und  hält  dieselben  über  die  a  Reihe  zum  Zwecke 
der  Addition ;  hierbei  wird  man  wohl  ohne  Mühe  die  Addition  der  Logarithmen  von 
links  nach  rechts  führend,  sofort  die  zugehörige  Zahl  aus  den  Logarithmentafeln 
hinschreiben  können;  man  erlangt  so  der  Reihe  nach  die  Producte  OfO,,  a^a^,  a^a^ 
...  die  man  in  die  Columne  aa  sofort  einsetzt;  hierauf  rückt  man  den  Papier- 
streifen über  die  nächste  Horizontalreihe,  und  erhält  durch  die  analogen  Operationen 
«i  A[ ,  öj  bi ,  »,  b$  ...  und  so  Tuckt  man  bis  zur  s  Reihe  herab  und  findet 
schliesslich  a^  s, ,  »j  *j ,  OjSj  .-.;  sind  so  die  Partialproducte  gebildet ,  so  addirt 
man  die  Zahlen  einer  jeden  Verticalcolumne  und  sieht  nach,  ob  der  Relation  (vgl. 
Gleichung  io)  pag.  317) 

[aa]  +  [ab]  +  [ac].,.  +  lan]  =  [a8] 
genügt  wird.  Zeigt  sich  eine  Differenz  und  ist  man  sonst  geübt  in  der  Ausführung 
numerischer  Rechnungen,  so  wird  man  vorerst  den  Fehler  auf  sich  beruhen  lassen 
können,  da  die  weiteren  Prüfungsgleichungen,  wenn  man  sonst  keinen  merklichen 
Fehler  begeht,  den  Ort  des  Fehlers  näher  bezeichnen  werden;  hat  man  aber  nicht 
die  nöthige  Sicherheit,  so  wird  es  wohl  angemessen  sein,  die  einzelnen  Horizontal- 
zeilen  durch  die  Relationen 
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OiOi  +  Oibi  +  OiCi  +  . . .  +»,^  =  01«, 

zu  prüfen  und  den  Fehler  zu  ermitteln;  ist  so  die  genügende  Uebereinstimmung 
hergestellt,  so  schreibt  man  eich  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  J  Coeffi- 
cienten  und  hält  dieselben  vorerst  über  die  Reihe  det  b  Coefficienten,  man  erhält 
so  der  Reihe  nach  die  Producte  b\  bt ,  b2  b% ,  die  sofort  in  die  entsprechende  Co- 
lumne  b  b  eingetragen  weiden ;  nun  rückt  man  den  Papierstreifen  über  die  c  Coeffi- 
cienten und  erhält  w  4,  c,,  b%c%  ...  und  rückt  so  vorwärts,  bis  man  die  Reihen 
der  b  s  Coefficienten  berechnet  hat,  und  kann  wieder  die  zweite  Gleichung  in  10J 
zur  Probe  heranziehen ;  dann  behandelt  man  ähnlich  die  e  Coefficienten  und  setzt 
das  Verfahren  so  lange  fort,  bis  man  die  nn  und  die  n.s  Reihe  gebildet  hat,  womit 
die  Bildung  der  Producte  vollständig  erledigt  ist.  Die  letzteren  zwei  Productsummen 
sind  zwar  für  die  Bildung  der  Normalgleichungen  nicht  erforderlich ,  sie  werden 
aber  später  von  Nutzen  sein. 

Verschiebt  man  die  Bildung  der  Prüfungsrechnung  ioj  bis  zum  Schluss  der 
Rechnung,  ein  Verfahren,  welches  nur  einem  sehr  geübten  Rechner  empfohlen 
werden  kann,  so  wird  sich  leicht  der  Ort  des  Fehlers  entdecken  lassen;  denn  jede 
Summe  ist,  mit  Ausnahme  der  quadratischen  Summen,  in  den  Prüfungsgleichungen 
zweimal  vertreten,  stimmen  alle  zwei  Summen  prüf ungen  nicht,  so  ist  der  Fehler  in 
der  beiden  Prüfungsgleichungen  gemeinsamen  Summe  enthalten;  stimmt  nur  eine 
Gleichung  nicht,  so  ist  der  Fehler  in  der  quadratischen  Summe  dieser  Prüfungs- 
gleichung  enthalten. 

Es  dürfte  angemessen  sein,  das  obige  Verfahren  durch,  ein  ausführliches  Bei- 
spiel zu  erläutern,  und  ich  entlehne  das  Beispiel  der  in  diesem  Buche  durchgeführ- 
ten Ermittelung  der  Erato-Elemente,  für  welche  neun  Normalorte  als  Grundlage  ge- 
dient haben.  Es  werden  die  Verbesserungen  der  Elemente  L ',  ft,  O,  W,  Q'  und  t" 
gesucht;  die  Ausgangs-Elemente  selbst  lassen  die  in  der  ersten  Verticalcolumne 
aufgeführten  Fehler  übrig;  die  Bedingungsgleichungen ,  deren  Entstehung  in  dem 
Abschnitte  über  Bahn  Verbesserung  ausführlich  erläutert  wird,  stellen  sich  wie  folgt, 
wobei  die  ersten  neun  Gleichungen  den  Rectascensionen ,  die  letzteren  neun  Glei- 
chungen den  Dectinationen  angehören  (die  Coefficienten  der  Unbekannten  sind  lo- 
garithmisch angesetzt): 
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0.06517 

+  9.84755"  S 
0.45115 

+  9.4964»sini 

9,16378 

DU' 

+7-5*054 
9.4IIIJ 

3)  +io.*9  =  9 

98184 

3,61616 

o-ll»5S 

9«°749« 

9,4*941 

8,56894 

4)  —  9->7— « 

19157 

3«3684ä 

0,551« 

«.13111 

9-47*5* 

9.01p»! 

S)  —  0.05  =  0 

14141 

1*09714 

9.89418 

0.50910 

9.19731 

9.16190 

6)   +«.»8  =  9 

99830 

»»41954 

0.14646 

8.80119 

9.4I667 

8.11679 

7)  +17.09  =  9 

99189 

1. 14609 

0.0413S 

0,19030 

8,81060 

9»4i790 

8)   +17.07  =  0 

16514 

1.91711 

o„*75** 

o,1547S 

9,10161 

9-40554 

9)    +   1.69-0 

33893 

■  3.36011 

°»J944» 

0.47186 

7n9<>140 

Di;";il  ■:<:;<:: 

G 

9»51*oi 

ooqI 

43=9-9i933<>£  "H 

„63584V 

+  0,167263*  + 

9.400511!  V+oB203B7sin 

.'S  CT +7,91601  ö 

19  =  9.4  7°*° 

.  1436" 

9«37*3i 

9»7»*°» 

9.7319* 

0  11685 

I9  =  9HS9488 

.119JI 

9»944*7 

8.48416 

0.13569 

8*957 14 

{6  =  9,89620 

„97  590 

o„IS707 

8,41814 

oHi9554 

9.4U79 

&4  =  9fl»45Sl 

.09786 

8,91589 

9„Si28i 

9.67384 

0.15635 

H=9„6ii6; 

.06814 

9..9S«3» 

8.6 J 111 

0.14366 

8-61533 

1S  =  9BJ8470 

,,48113 

9»4S7°i 

9.67S9S 

9  93704 

0.03399 

13  =  9.45671 

.21118 

91,57067 

9,64169 

9-84854 

0,11500 

30  =  9.80366 

.81036 

9.,«  7  791 

9.91180 

°*034S3 

O.06537 

Vor  Allem  hat  man  nun  die  Gleichungen  gleichwerthig  zu  machen  und  hat 
dieselben  zu  diesem  Ende  [vergl.  §  1  pag.  314)  mit  den  Quadratwurzeln  der 
Gewichte  durchzumultipliciren ;  in  diesem  Falle  kann'  aber  das  sonst  nöthige 
Hinschreiben  der  gleich werthigen  Gleichungen  umgangen  werden,  da  alle  Normal- 
orte das  Gewicht  1  erhalten  mit  Ausnahme  des  dritten  Ortes,  dem  das  Gewicht  | 
zugeschrieben  werden  soll;  ich  denke  mir  daher  die  Gleichungen  3)  und  12}  mit 
— =  durchmultiplicirt.  Dem  Gleichungssystem  11)  (pag.  318}  entsprechend  setze  ich, 
um  die  Ooefficienten  möglichst  homogen  zu  machen  (die  Ooefficienten  logarithmisch) : 

x  =0.33893  ä  U 
y  =  4.02489  J)  ft 
z  =  0.55422  &  <P 
(  =  o  50920  Ö  V 
u  =  0.20387  ö  Q'  sin  »" 

tp=  0.15635  a  t 

v  =  37"o5  . 

und  erhalte  so  (vergl.  pag.  319)  das  folgende  Werthtahleau ,  in  welchem  alle 
Werthe  logarithmisch  auf  vier  Stellen,  -was  genügend  ist,  angesetzt  sind  und  wo- 
bei a  durch  die  Summation  aller  Ooefficienten  derselbeu  Verticalreihe  9)  (pag.  317' 
erhalten  wurde: 

123456789 
log  Coeff.  v.  *  9.9701  98545  94934  9-9526  9.9024  9.6594  9.6540  9.8263  0.0000 
»         »       »  y   o„oooo  9*8423  9n44°8  9>.343°  9*0723  8^4146  8. 1212  8.9023  9-3350 

•  «        1.  z  oBoooo  9.5109  9.6278  9„9970  9.3400  9.7922  9.4871  9„72i6  9„8402 

•  »  t  9. 3383  9-943°  VM53  77239  0.0000  8.2930  9^7811  9*8455  9-9027 
»  »  «  u  9.2926  9,0599  9.0750  9.2686  9Bi935  9-2328  8„6i67  8^977  7^995 
'         h        «10  7.3702  9.25+8  8„262i   8.8639  9-°°55  8.0704  9„27i6  g.2492  9„3757 

log»  o„oooo  9„53öo  9-293»  9*4255    7n'302  9-779»   9-8640  9.6634  8.6717 
log  *  o„2i76  9.9743   9.8638  9„504&  0.2656  0.2681   9.8260  8.7889  0.0957 
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logCoeff.  v 


x  9.5804  9,1319 
y  9«6l°9  9Il87 
z  9,6130  8,8181 
"13  9»2I89 


'3 


■4 


15 


17 


0         n     »  u  o„oooo  9. 

11         •     »  w  7n7597  9- 

log«  9*5593  8. 

log*  0^375 

Es  wurden  nun  12)  (pag. 
die  Anzahl  der  Gleichungen 
letzten  neun  Horizontalzeilen 
zogen,  man  hatte  dann: 


..5290 
■9705 
.9614 
.0526 

■  3>9J 


9.1054  95573  8,9066  9,3727  9,0458  9.1178  94647 
9-0539  8,9510  8.0730  8.0433  7.4574  8- 1963  8-7955 
9-2395  9.6028  8,3717  9,4041  «„9028  9.0164  9.3*37 
7.8246  7„9o8g  g„oo36  8„i220  9.1667  9,1335  9-4"3Ö 
9- 7813  9.99 '7  9-47°°  9-9398  9-7332  9.6447  9*8307 
8B6504  9«2574  0.0000  8-459°  9.8776  9.9586  9.9090 
8.9959  9n3097  8,2374  9.347"  9»*975  9-047"  8,5451 
9.4462  o„i770  0.0353  9- 3688  9,6617  0.1245  9-6999 
entsprechend  35  Verticalcolnmnen  vorbereitet;  da  aber 
eine  bedeutende,  wurde  die  Summe  der  ersten  und 
gebildet  und  diese  stets  der  Prüfungsgleichung  unter- 
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ab 
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.. 

+0.00** 
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- 

— I  5407 

bb 

.. 

hd 

he 

+0.8714 

— o-9335 

— o.9J3s!+°.*o34 

+0.1831 

-0.9335 

+r.ooooi+r.oooo 

—0.1179 

-0.1961 

+0.5117 

-0.4975 

+0.13191+0.6*71 

-0.0811 

+0.1187 

1458 

+0.6741 

+0.483*!— o-ilSJ 

+0.0798 

1 

+0.0970 

-0.0859 

+0.131*— 0.0081 

+0.0370 

—0.0057 

+0 

+0.1176 

+O.0761— 0.1171 

+0.0071 

-0  03*8 

+0.B038 

-0.1978 

—0.8904 

+0.0047 

+0.1664 

+0.065S 

1388 

-O.lBÖS 

+0.0487 

+0.1191 

—0.0409 

5 

+0.6380 

—0.09431+0.1748 
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—0.1147 

+0.0809 

+■-4711 

+0.0140 

-0.0158 

—0.1181 

+0.0.84 

6 

+0.1083 

—0.0119 

+0.18*9 

+0.0780 

+0.0054 

+0 

»745 

+0.846» 

+0 .  0007 

— 0  0044 

7 

+0.203* 

+0.1384 

-0.17*3 

—0.0187 

—0.0843 

+0 

3196 

+0.301O 
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+0.4494 

+0.0535 

~o-3S3» 

-0.4697 

+  0.1190 

+0 
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+0.0411 
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—0.0411 

-0.0559 

-0.0079 
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-0.1855 
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+O.1448 
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-0.1561 
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— 0  3805 

— 0  0011 

-0.1379 

— 0.6575 
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0014 
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— O.OOlB 

+0 .  0096 

16 
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+0 
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+0.0011 
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— 0.0579 

—0.1191 

+0 

0146 
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+0  1461 
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+0.0.61 

-0.0413 

i' 

+0.4657 

— 0.1013 

—0.2864 
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— 0.0734 

— 0.1418 

— '  4973 

+0.1091 

+0.1S74 

-0.0397 

+0.5709 
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ei 
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0/ 
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+1.6504 

dd              dt 

+0.0005 

, 

— 0.00*3 

+1.0000 
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6504 

+ 1. 00001— 0. 11 79 

-O.I9«! 
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+I.OOO0 
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+0. 04*7 
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+0.2389 

6556 

+o.io5ll+o.»844 

— O.0J7* 

+0.0583 

—0.1115 

+0.3056 

+0.7692 

+O..S77 
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+0.00J0 

—0.0542 
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■f  0.1801 

+0.0504 

+0.0833 

+0.3101 

+0.0007 

-0.0031 
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+0 
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—0.1843 
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+0.1646 

+0.3174 
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T-o  0479 

+0.1188 
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-0.1561 
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6 

+0.0142 

+0.0368 

+0 
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T  +0.038;1 +0.000;  - 


5.OJ94I-' 
3.0494  — c 


-1- 


■'34J  +1.0000  +0.005; 
1S69I+0.1141. +0.315« 
.0019  +0.3*51:  — 0.017c 
.0111+0.961;^  +0.1771 
.10941  +0.087II  +«.1951 
.0031  +0.7578  +0. 015c 
.0674.  +0.19171-0.4081 
.l8ll'+0.1947;+0.4OH 

.12991+0.4586  —0.5491 

.1761  +4.  »3*9  +0-136^ 


..3138 
'.o593  - 


—0.4153   - 

+  1.7180 
+0.381« 
+0. 1688  - 
+  1.4747   - 
+0.3*0: 
+0.103S   - 
-«««> 
+0.5S77  - 
-0.3393  • 


1.0855 j 

J.0044J 
3.0369 


i . 0847 
' +0.3461 


+4-*76s[  +3-9&I7  I+0.H51]  +4.37*7 


1.6504 
'-3*3* 
'•143S 


0.6163 
0. 10J3 

0. 0177 
0.3067 


Bildet  man  nun,  den  Prüfungsgl eich un gen  10)   (pag.317]  gemäss,  die  Proben. 
so  erhält  man: 


Summe 

dirert.  Werth 

Summe 

dircct.  Werth 

[«•] 

+  2.983z 

+   2.9829 

-   '4975 

—  1.4973 

<*») 

+  O 

6817 

+   O.8815 

+  1.0467 

+    LO466 

M 

+  3 

4460 

4-  3-446» 

4-  H736 

4-  1-173° 

Id.] 

+  3 

0228 

+  3.0221 

—  0.1760 

—  0.1762 

[..] 

—  0 

4'5< 

—  0.4153 

4-  42773 

4-  4-2769 

]/') 

—  0 

0729 

—  0.0731 

4-  4-3786 

4-  4.3787 

[»»] 

+  3 

2440 

4-  32442 

4-  0.8631 

+  0.8629 

so  dass  eine  für  die  vierstellige  Rechnung  völlig  befriedigende  Uebereiii  Stimmung 
zu  Tage  tritt;  vereinigt  man  die  zwei  zusammengehörigen  PartiaWmmen,  so  erhält 
man  für  die  Normalgleichungen  die  folgenden  Coefficienten : 

[0«]  =  + 5.2485,  (JJ]  =  4-i.8859>[cr]  =  +  4-0440,  [rfrf]  =  4-3-6670,  [ee]  =  +  4-3983 
[oäJ= — 1-7472,  [bc]  =+0.8041,  [cd]  = — 0.2356,  [de}  = —  0.3220,  [ef)=  +  0.2049 
{ac]  =  —  2-1954,  [i>rf]  =  —  0.8454,  [ce]  = +  0.3416,  W\=  —  0-0007,  [e»]  =  +  0.0463 
[<**]*= +  1.91 12,  [ic)  =  +  o.3854,:c/]=—  0.0072,  [rf»]=—  1.3277.  [ff\  =  +4. 1328 
\ae]= — 1.1923,  [bf]= — 0.0037,  [cn\  =  +  i-868i,  \fn]  =  —  0.0212 

[o/]==+o.ooo8,  [4n]  =  +i.4493, 
[«»]=  -Q-5399- 
.  und  überdies?  ist  die  Summe  der  auftretenden  Fehlerquadrate : 
[nn]  =»  +  2.6322  , 
von  welcher  .Summe  später  (»einrauch  gemacht  wird. 
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Etwas  abgeändert  wird  man  die  Bildung  der  Normalgleichungen  vornehmen 
müssen,  wenn  man  nach  lies  sei's  Vorgange  Quadrattafeln  zur  Herstellung  der- 
selben anwenden  will;  die  Anwendung  dieser  letzteren  bietet  nach  meinen  eigenen 
Erfahrungen  über  diesen  Gegenstand  so  wesentliche  Vorzüge  vor  dem  zuerst  aus- 
einandergesetzten Verfahren,  dass  ich  nicht  anstehe,  dasselbe  als  besonders  zweck- 
mässig zu  empfehlen ;  einer  der  wesentlichsten  V  ortheile  ist  darin  zu  suchen ,  dass 
das  Zeichen  der  Producte  nicht  in  Betracht  kommt,  sondern  durchaus  positive 
Werthc  in  das  Product-Schema  einzutragen  sind;  es  ist  hierdurch  eine  wesentliche 
Fehlerquelle  vermieden,  die  selbst  dem  geübtesten  Rechner  gefährlich  ist,  nämlich 
die  Zeichenfehler;  ausserdem  ist  die  Anzahl  der  zu  bildenden  Verticalcolumnen  we- 
sentlich vermindert;  die  Verminderung  beträgt  ft  Columnen,  wenn  u  die  Anzahl 
der  Unbekannten  vorstellt.  Um  aber  das  B  es  sei' sehe  Verfahren  mit  Vortheil  an- 
wenden zu  können,  ist  es  erwünscht,  bequem  eingerichtete  Quadrattafeln  zu  besitzen; 
ich  habe  deshalb  als  Tafel  XV  eine  solche  Tafel  eingefügt,  die  innerhalb  der  Grenzen 
0—2  die  Quadrate  für  jeden  Hunderttheil  des  Argumentes  auf  vier  Stellen  angibt, 
eine  für  die  vorliegenden  Zwecke  meist  ausreichende  Genauigkeitsgrenze. 

Die  Grenzen  dieser  Tafel  werden  niemals  hei  der  Bildung  der  Producte  der 
Coefficienten  überschritten  werden,  wenn  man  nur  die  Coefficienten  durch  entspre- 
chende Abänderung  der  Unbekannten  nach  den  in  diesem  Abschnitte  bereits  empfoh- 
lenen Regeln  homogen  macht;  nur  die  Priifungscoefficienten  *,  (von  denen  man  für 
die  folgenden  Prüfungsgleichungen  nur  die  Quadrate  benützt)  können  hiervon  eine 
Ausnahme  machen;  man  wird  sich  aber  hierbei  erinnern,  dass  identisch  ist: 

>J=20S-<I1+  i«_ol», 

wo  für  a  jene  ganze  Zahl  zu  wählen  sein  wird,  die  s  —  «"kleiner  als  2  macht 
und  wobei  natürlich  das  Zeichen  von  s  stets  positiv  gedacht  wird.  Mit  dieser  For- 
mel wird  man  leicht  die  die  Grenzen  dieser  Quadrattafel  ausnahmsweise  über- 
schreitenden Coefficienten  berechnen  können. 

Um  mit  Hilfe  einer  Quadrattafel  ein  Product  zu  berechnen ,  erinnere  man 
sich  dass  offenbar  ist: 

ai  =  i{(a  +  4)*  —  «*  —  &*}; 


«1  *,  =  i{(«i  +*i;»  —  «11  —  V} 


demnach  auch  mit  Benutzung  des  symbolischen  Summenzeichen : 

[«»]—*{[{«  +  *)»]  — [Ml  —  ■**!)■ 

Man  bedarf  daher,   wenn   man   die  in  den  Normalgleichungen   auftretenden  Coeffi- 
cienten und  ausserdem  [»  n)  bilden  will,  der  folgenden  Quadratsummen : 
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(-*)»],  [(«  +  «)'],  ....  [(«  +  »)»] 
[»»],  [(*  +  «)'] [(»  +  »)•] 


[»»] 

und  es  stellt  sich  die  Aufgabe,  dieselben  in  zweckmässiger  Weise  zu  bilden  una 
das  Resultat  der  Rechnung  zu  prüfen.  Vor  Altera  wird  man  wieder  vor  Beginn  der 
Rechnung  jede  der  Bedingungsgleichungen  mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen 
Gewichtes  durchmultipliciren  und  die  Coefficienten  der  Unbekannten  möglichst  ho- 
mogen machen  (vergl.  pag.  318);  ich  setze  deshalb  voraus,  dass  die  Unbekannten 
und  die  Fehlereinheit  so  gewählt  sind,  daB&  der  grösste  auftretende  Coefncient  einer 
jeden  der  Unbekannten  und  der  grösste  Fehler  der  Einheit  gleich  ist.  Hiermit 
bildet  man  ähnlich  wie  oben  die  Summen: 


«1  =  «1  +  h  +  ci  +  ■  ■ 

*3  =  «3  +  *3  +  C-t+    -■ 


•  +  «2 


und  stellt  sich  das  folgende   dem  früher  benützten    analoge  Schema  zusammen , 
welchem  aber  statt  der  Logarithmen  die  Kahlen  selbst  Aufnahme  finden: 


Nummer  der 
Bedingu  ngsgleichung 

. 

.     1     3 

Coefncient  von  x 

.     y 

Fehler 

'1 
«1 

a3 
»3 

Summe 

», 

* 

H 

Hierauf  bilde  man  sich  wieder  ein  Schema  mit 


- 1)  [?  4 


*+l 


Verticalcolumnen,  wobei  u  die  Anzahl  der  Unbekannten  vorstellt;  jede  Vertical- 
columne  erhält  drei  Zeilen  mehr  als  die  Anzahl  der  Unbekannten  ist;  die  erste 
Zeile  dient  zur  bezeichnenden  Ueberschrift,  die  vorletzte  für  die  Summe  der 
Werthe ,  in  die  letzte  Zeile  wird  bei  den  nicht  quadratischen  Gliedern,  die  Summe 
der  Quadrate  der  Einzelnglieder  angesetzt,  also  unter  [(«  +  b)r  kommt  [aa]  +  \bb\. 
unter  [(a  -+-  e)1]  die  Summe  [a  a]  +  [c  c)  u.  s.  w..  welcher  Zusatz  sich  leicht  erklärt, 
wenn  man  die  Bildung  der  Productsummen  [a  b],  [a  c]  u.  s.  w.  sich  vergegenwärtigt. 
Vorerst  bildet  man  die  Quadrate  aller  Coefficienten.  dann  schreibt  man  sich  die 
a  Coefficienten  auf  den  unteren  Rand  eines  Papiers,  hält  dieselben  über  die  b  Reihe, 
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und  indem  man  beide  Coefficienten  mit  Rücksicht  auf  ihre  Vorzeichen  addirt,  erhält 
man  das  nunmehr  vom  /eichen  unabhängige  Argument  für  die  Quadrattafel  und 
bildet  bo  die  (a-\-b}2  Reihe;  nun  rückt  man  um  eine  Zeile  tiefer  und  erhält  die 
[a  +  c)'1  Reihe  u.  s.  f.  bis  zum  Schlüsse,  dann  beginnt  man  mit  den  b  Coefficienten 
dieselbe  Operation,  indem  man  zuerst  die  {b  +  c)1  Reihe  ableitet  u.  s.  f.  Das  sich 
so  bildende  Schema  wird  also  das  folgende  sein: 


na 

»  1  ..;....  1  .. 

'.+«> 

l«+rt' 

;«+«!f 

;i+«)> 

3 

ro.-t-M* 
twHil» 

(art-"*)1 

.... 

1 

Im]     1     [661    |     [«]     |     ...-    |     [Ml 

[h+»]l 

[(»Ml 

[»+»)■]' 

[»+«:'!  |  .... 

«0+{k|[~HM 

[-l+*ni 

»I+W 

■5) 


Um  sich  von  der  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  überzeugen,  quadrirt  man 
die  Gleichungen  14)  (pag.  325'j,  addirt  dieselben  und  denkt  Mich  die  Producta  nach 
13J  [pag.  324)  zerlegt,  so  rcsultiren  leicht  die  folgenden  Priifuiigsglcicliungen ,  in 
welchen  wieder  durch  fi  die  Anzahl  der  Unbekannten  dargestellt  wird : 

[«]+>—!)  {[aa] +  [bb]  +  [cc]  +  ....  +  [■■]—■ 
=  [[a  +  b}*\  +  [{a  +  c)*\  +[(•  +rf)«J +  ....  + [(«+«)»] 
4-  [(i  +  c)«]  +  [(b+d)*\  4-  ....  4  [[44-»fl 
4  [(e  +  d) "]  +  ....  4-  [{«  +  »)'] 
+  .... 
+ 

d.  h.  die  Summe  [ss]  vermindert  um  die  fp — 1)  fache  Stimme  der  Quadrate  der 
quadratischen  Coefficienten  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  übrigen  Coeffi- 
cienten. Las  st  diese  Prüfung  Fehler  vermuthen,  so  wird  die  Anwendung  dieser 
Formel  auf  die  einzelnen  Glieder  den  Ort  des  Fehlers  entdecken  lassen,  denn  es  ist 
ja  allgemein: 

«(«j  4-  (/*—*•)  {  aiai  4*  Mi  4  °ici  +  ■  - .  +  »,»i )  <—  .. 
—  [a{  +  bfY*  +-  fa-f-r,)*  +  {ai  +  di)*  4-  ■  •  -4-  to  +  *t)* 

+  (ij  +  ci)'  4-  Ä+4)s  4-  ■■  •  ■  4-  {*,  +  »()* 

4  (ci4-rf|)14--.-4-^4-«i)s 

4--.. 

Hat  man  sich  so  eine  sichere  Prüfung  der  Richtigkeit  der  berechneten  Grössen 
verschafft,  so  bildet  man  die  für  die  Normalgleichungen  nöthigen  Formen  durch 

(««  -  »([(«+«•)  -  [««]  -  m)  ■«) 
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es  wird  also  2.  B. 


welche  Operation  durch  die  Angaben  in  der  letzten  Zeile  einer  jeden  Verticalcoliunne 
sehr  sicher  durchgeführt  wird,  und  man  erhält  so  leicht  alle  die  für  die  Normal- 
gleichungen  nöthigen  Coefneieoten ;  dass  man  sich  in  dieser  letzteren  Operation 
keinen  Fehler  hat  zu  Schulden  kommen  lassen,  prüft  man  leicht  durch  die  folgende, 
ohne  Schwierigkeit  Sil  verificirende  Relation;  es  ist  nämlich,  wenn  man  setzt: 

8  =  {[*f\  +  [ac]  +  [ad\  +  ....  +[an) 

+  [bc]  +  [&Jl  4...  ..+[*•] 

+  [ed\ +  ....  +  [en] 


2S  = 


-{[a. 


■7) 


+  [bi]  +  [cc]  +  ....  +  [«»)   , 

der  Bildung  der  Normalgleichungen  geprüft 


womit   demnach   der  letzte   Schritt   : 
erscheint. 

Die  für  den  Kometen  I  1866  (im  Beispiele  des  letzten  Abschnittes)  gebil- 
deten homogen  gemachten  Differentialquotienten  finden  sich  nach  dem  obigen 
Schema  [pag.  326)  zusammengestellt,  wenn  man  die  Summe  der  Coefficienten  mit 
s  bezeichnet,  wie  folgt: 

Rectascensionen. 


. 

» 

■ 

• 

• 

• 

„ 

.  ,.oo00 

+  0.7834 

+ =.;,.. 

+  o.isjo 

■1-  0.1661 

+  O.I014 

4-  0.0139 

+  0  9856 

+  0.5986 

+  O.J»10 

+  o-*S09 

-po 

+  O.1650 

+-  0.1118 

+  0-S9»7 

+  0.1417 

—  0.0510 

0711 

—  0.0*47 

—  0.0981 

+  1.0000 

+  0.5704 

+  0.1754 

+  0.1077 

+  0 

1648 

4"  0.1390 

H-  0.1188 

—  =.H9» 

—  O.Ol 37 

4-  0.048S 

+  O.OS7J 

+  .0 

0615 

+  O.0631 

4-  0.0610 

/ 

+  0.0716 

4-  O  0165 

0095 

—  0.0357 

" 

—  0.4440 

4-  1.0000 

-  0.050s 

—  0.114a 

-  0..175 

-  0.4748 

+  0.1407 

■ 

+  i-,37 

+  l-i4*o 

+  O.9694 

+  0.49*1 

4-0 

1*45 

-"■" 

+  0.3343 

8     1     • 

■°  ___   "     !     ■■ 

'1 

■4 

a 

—  0.0313 

—  0.8941 

—  05416 

-  0.1819 

—  0.1546 

-0.156T 

—  0.0171 

«79* 

—  0.6679 

—  0.5697 

—  0-4499 

—  0. 3917 

—  0.1951 

—  0.1407 

0815 

+  0.0451 

4-  0.0970 

4-  0.0907 

4-  0.0817 

4-  0.0763 

+  1 

+  o.537i 

+  0.1997 

+  0.1188 

+  0.1031 

+  0.0815 

f 

+  I 

+  0.4154 

+  0.07» 

+  0.0146 

—  0.0179 

-  0.0169 

—  0.05 10 

" 

+  0.1670 

+  0.4989 

+  0.3077 

—  0.4483 

—  O.OIJl 

+  0.117s 

' 

+  0 

'744 

—  o-9iS7 

-,.1116 

—  0.540s 

—  «1457 

—  0.J911 

—  0.3051 
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Die  Bildung  der  Quadrate  nach   dem  auf  pag.  326  gegebenen  Schema  unter 
Benutzung  der  Tafel  XV  ergibt: 


Nr.'  1    aa     \     bb    I     ec     \    dd     \      et 

//  i  ..j   .. 

(a+ft)l  |,a+rl2 

'«+<»  \{a^e)*\(a+f,'\[a+n?'\b+f'- 

1    t.oooojo.  97140-  JS84|"-oooo|o.lljj 

o.oot6|  0.1971]  7.1*4* 

3-94*6     2.555* 

4.0000 

o.4JS9.o*Mo|o.3o9i  2.51« 

6i37'o 

H*1 

020110.3251!  o.oooi 

005 1 1  1 . 0000  9 

1.9099    0.8558 

0.5771  0.7310  3.1805  0.5480 

1    0 

103c 

OOOS|0. 0758(0. 001; 

0007 1  0  .002.5;  0 

9198 

0.47900. 1114 

0-4'7S 

0.1761.  O.l J*ljO.  toi*  0.0890 

0640!  0 

00280, 0431 

0.003: 

24K1 

0,2539    0.040c 

0.096]  0.0674  0.0008  0.039: 

5    0 

oi?6;o 

0405 

0 

005*10.0171 

o.ooj; 

0 

0001    0.016a 

0 

■  47* 

0.1349  10.00*8 

6. 1095 

0.051BI  o.o*4j|o.ool5  0.010t 

01030 

0*71 

0071I0.0I91 

000510.2154 

0.0710,0.0003 

0.0170  0.006]  0.1394  0.00*; 

7    0 

0096  0.0141 

Illä 

8    0 

0.8301  1  1 ,0636 

0.0127 

0.9384:0  93*4  0.01*4  J-53I* 

7996  t 

27BK  O.OOlc 

0.2881 

1726  O.1489 

8569  [3.58*0;  2.0117 

0.71U 

0.1175-0.129*  0.1561   2.3J4« 

»955° 

44610 

0381  0.0094 

o.Q39< 

0052  0.0341 

4947  !  1.4677  :0.545s 

0.1994 

0.1182  0. 111]  0.530110  -411 

■4S«|o 

32460 

0.019J 

oooi]  0.0947 

1911  10.9055  I0.2731 

0.0590  0.1149!  0.0055!  0.504- 

06480 

OHIO. 0068    o.olot 

ij    0 

0145!° 

00880.0058  0.0066 

3517    0.3679    0.06*9  0.0065   0.0056  O.OJ74'  0.0289  o.»9*> 

14    0.0014b. 15420 

0065  0.0049,  0.0036 

0 

oois|  0.0162 

0.0931      0.1847      O.O.J8    O.OOH|0.03OS|0.0081|0.0082    0.221». 

J- 1*65(4.7*97  1.7681  |i. S484!  1.5016 

1.197SI*.  134} 

i3.llB4|l4.726l|7.7O3'|7.70s6|  1.6437'  J.4&S9I  5-ooi*,il.»ii| 

1 

7.9161  4.9546 

4-7149 

4. 6881I4. 1*4]   5.3*08!  6.4T' 

Nr. 

(b+J)*  j  (b+eT*  j  (i-h/V  j  |*+n)* 

(«+<*!» 

IH-«)*|  («+/}*  \lc+n]<1 

(*+*)■  |(*r/l" 

(«*+»;* 

0.1810  Io.61440.1i1s 
0.0013  |o.9S3i    1.14(3 

0.004t ;  0.0179  !o.oi-i 

0.O027       O.OO44  '  CO]?* 

0.0017  1  0.1695   0.14M 

0.0007  0.0411  O.om 
4.0000  1  1 .3619    I   jtli 

0.9072   1.0733!  0,81« 

o.o7]9  |  0.0001  i  0.011b 
0.0135  jo.  1919,  0.1030 
0.0073  |o.ti9i  !  0.11-4 
0.0010  0.0047  0.09« 
0.0000  ;  0.0151    o.co!5 

3 
4 
J 

6 

7 

9 
13 

1.9426 1 0.4170 

1.3666    0.3105 

0.1557,0.1165 
0,1103  1  0.0950 
0 . 1 340    0 . 0690 
0,0924    0.0520 
0.0584    0. 0341 
0.9141  [0.0144 
0.9118:0.1143 
0. 1159-0.1191 
o.*i94lo.iBS7 
0.1741 .0.1574 
0.1196    0.IJ57 
0. to}9 |  0. 1105 

0.449» 
0.1207 
0.0661 
o.0]68 

0.0076 
0.0144 
0.341* 
o.JSJo 
0.308t 

O. 26*2 

0.1370 
O.I986 

o.l934 
»-SSSS 

0.0731 

0.0054 

0.0694 
0.5081 
0.1511 

0.7267 

0.0686 
0.8993 
0.2145 

0.070] 

0 . 5070 
0.0639 

0.0*  )9 

1,1696 
0.21]* 

0.0097 
0.0015 

0.0003 

0.0670 
0  0139 

0.0007 

0.0011 

0.2620 
0.0455 

0.0113 

0.0180 

0.0127 
0.0152 

0.0159 
0.0165 

0.0178 

...» 

1.3015 
0.005] 
0.0768 
0.039* 
0.3130 
0.0018 
0.6939 
0.0008 
0.1443 
0.0179 
0.31*6 
0.0115 

| 
0.4359    0.8340 
O.i989|o.4>»* 
0.1049    0.0911 

0.070110.0459 
0.051t    0.0141 
0.0408 '0.0137 

0.8436:0.8436 

O.3389.0.1110 
0.0880 ,0.0286 
o.o5»6    0.011. 
0.0346    0.0041 
0.0149    0.0015 
0.0171  |o.ooo3 

0. 3091 
1.4661 
0.0506 
0.0003 

0.007] 
0.1959 

0.15*7 
0.1337 

0.0391 

8.9688     1. 1713 
6.1781     6.2]1] 

3*319 

5-9*75 

5.8]2i 
6.8640 

4.5787 
3.1165 

0.0843 

1.1697 

0.4409 
1.9659 

»■9573 

3.9014 

*-4J4l'  *.S»9* 
3.0500    j.7461 

3.6540 
3.6827 

5.1130  I4  6041  t.tW 
».6994|  J.&3S9    3-3?=' 

Die  Probegleichung  15)  (pag.  326)   ergibt  das  folgende  befriedigende  Resultat 

16.0664,  (;i  —  1)  =     80.3320 
ss  =    23.1284 


Summe    =  103.4604 
Summe  der  nichtquadrat.  Gl.  =  103.4626. 
Aus  der  Verbindung  der  Zahlen   der   beiden  letzten  Zeilen  findet  rieh  nach 
16)   ([lag.  326)  für  die  übrigen  Coefficienten  der  Normalgleichungen: 

[a b}  =  -+-  3.4049  ,  [Ä  c]  =+ 2.3616  ,  [cd]  =  +  0.6311  ,  [de]  =  —  0.3078 
1-3453,  [et]  =—  1-5927,  [rf/]  =  — 0.1085 
2.0300  ,  [vf]  = —  1.2625  ,  [dn]  =  —  0.0143 
1.3478,  [<•»]  =  —  0.4725  ,  [«/]=+  1.2568 
0.5159  ,  \en]  =  +  0.4841 

[/»]  =  +  O.48H 


M  —  + 1.3742 ,  [bd\=  + 

[ad]  =  +  1.4853,  [M 

M--i .0222,  [*/]  — 

[af\  =  —  0.4592  ,  14»]=  —  ■ 

(««j 0.1500  , 
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Die  Summe  dieser  Coefncienten  ist  nach  17)   (pag.  327)  gleich  S;    setzt  man 

für  ss  jenen   Werth   ein,    der    »ich    ergeben  würde,    wenn  die  Probegleichung  15) 

(pag.  326)  völlig  stimmen  würde,  so  hätte  man  zu  setzen  ss  =  23.1306  (pag.  328), 

es  ist  also:  „„        _.  . ,_* 

sä  =  23.1306 

Summe  der  Quadrate  =  16.0664 

Differenz  =  2Ä=    7.0642 

S=    3-532" 

die  Summe  der  Coeff.  8=    3.3320 

was  eine  gute  Uebereinstimmung  ist;  um  diese  stets  zu  erhalten,  wird  es  immer  gut 
sein,  von  der  wie  oben  comgirten  Summe  ss  Gebrauch  zu  machen. 


§  3.    Bestimmung  der  Ellrnlnationsgleichnngen. 

Die  Auflösung  der  Normalgleichungen  wird  am  z  weck  massigsten  ebenfalls  in 
geordneter  und  übersichtlicher  Form  durchgeführt,  um  einerseits  die  Auflösung  mög- 
lichst vor  Rechenfehlern  zu  sichern,  und  anderseits  die  Bestimmung  der  Unbekannten 
so  genau  als  thunlich  zu  erhalten .  Die  Ordnung  in  der  man  die  Unbekannten  ansetzt, 
ist  an  sich  gleichgültig,  doch  wird  es  sich  später  als  vorteilhaft  erweisen,  falls  die 
Bestimmung  einer  oder  mehrer  Unbekannten  sehr  unsicher  ausfällt,  dieselben  als 
die  letzten  anzusehen;  auf  diesen  Fall  einer  besonderen  Unsicherheit  tn  der  Auf- 
lösung der  Normalgleichungen  werde  ich  am  Schlüsse  dieses  Abschnittes,  der  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  behandelt,  ausführlich  eingehen,  da  er  in  der  An- 
wendung der  vorliegenden  Methode  auf  11  ah  11  be Stimmungen  ziemlich  häufig  auftritt. 
Ich  werde,  um  hier  die  Anordnung  der  Rechnung  anschaulich  zu  machen,  annehmen, 
dass  sechs  Unbekannte  zur  Bestimmung  vorliegen,  es  ist  dies  der  bei  astronomischen 
Untersuchungen  überwiegend  häufig  eintretende  Specialfall  und  es  wird  ein  leichtes 
sein,  von  Fall  zu  Fall  das  vorliegende  Schema  zu  verengern  oder  zu  erweitem.  Es 
Bind  also  die  Normalgleichungen: 

[aa]x  +  [ab]y  +  [ac]z  +  [ad]  t  +  [ae]  u  +  [af]te  =  [an] 

[■»]*  -H  [bb]y  +  [bc]z  +  [bfl  t  +  [be]u  +  [b/]u>=  [bn] 

[ac]x  -r-  [bc]y  +-  [cc\z  +  {cd\t  +  [ce]u  +  [cf]u>  =  [cn] 

[ad]x+[bd]y+[cd]z  +  [dd\t+  [de]u  +  [df]w=[dn] 

[ae]x  +  [be]y  +  [ce]z  +  [dejt  +  [ee]u  +  {ef]w  =  [en] 

[«/]*+[*/]  V  +  ["ZI  *  +  Erf/] <  +l'f)«  +  lff) »  =  [/«] 

Man  kann  nun  die  Auflösung  dieser  Gleichungen   so  einrichten,  dass  man 

durch  die  entsprechende  Elimination  einer  Unbekannten  vorerst  auf  fünf  Gleichungen 

hingeführt  wird,  die  ebenso  symmetrisch  construirt  sind,  wie  die  sechs  ursprünglichen 

Normalgleichungen.     Die  Unbekannte  x  wird   sich   nothwendig    am   sichersten  aus 


A) 


,  Google 


330 


der  ersten  Gleichung  bestimmen,  da  in  dieser  die  zu  z  gehörigen  Factoren  in  der 
quadratischen  Form  mit  einander  summirt  erscheinen.  Man  bat  daher  zur  Be- 
stimmung von  x  aus  der  ersten  Gleichung  in  A) : 


[aal  [aal  * 


3      TSii» 


M 


>-s< 


!»•] 

[•«] 


•  -W. 


■) 


welcher  Werth  in  die  folgenden  Gleichungen  zum  Zwecke  der  Elimination  einzu- 
setzen wäre.  Durch  die  Substitution  wird  jeder  der  neu  entstehenden  Coeffurienten 
ein  Binom,  für  welche  eine  weitere  symbolische  Bezeichnung  eingeführt  werden 
soll;  man  wird  also  schreiben  für  die  in  der  zweiten  Gleichung  auftretenden 
Binome : 


[»»]-  vk  [«•]-["■] . 

[»•]- 

-gM  =  M 

■    [H-£!J  M -[»•■!  • 

[*/l  - 

-  S  l'/l  =  t»/'l 

'    M  -  §3  M  =  [»<«■]. 

[»•]  " 

-£:}[«•]=[»•■] 

in  der  dritten  Gleichung  werden  auftreten: 

[H--{Ji|  [«]-[«■]  • 

[•/l  " 

-  £sj  (•/!  =  [•/■] 

[•"*]  -  -53  M  =  [•*']  . 

[•■]  " 

-gH  =  l»'l 

m-|$  [«■]-[••■]  ■ 

die  vierte : 

M  -  £3  M -[**']  . 

[<</]- 

-&«/]  =  !<</■] 

!'•]  -§§[••]-[*•■]  . 

[■«»]- 

-^[•"]-[*»l 

die  fünfte: 

[«•]  ■ 


H  [«.]  =  [•••] , 


[«»]- 


[•»]-[•»■] 


und  endlich  die  sechste  Gleichung  fordert  die  Berechnung  von : 


W  -  W) lafl " 


if/<] 


[/*•]  — fe9  [«»]  =  [/»■) . 


Hat  man  nun  die  vorstehend  eingeführten  Hilfsgrössen  berechnet,  so  reducirt 
sich  das  System  der  sechs  Gleichungen  in  A)  auf  das  folgende  ebenfalls  symmetrisch 
angeordnete  System  von  fünf  Gleichungen : 

[J4l]y  +  [bc  •]>  +  [»<*!]<  +  [S.ijo  +  [S/i]w  =  [4» 
[4ci]«+  [««i]»  +  Mi]«  +  [»«!]«+  [c/i]»=  [«• 
Mi]«  +  Mi]z  +  t"iJ<  +  [iei]»+  [i/i]  w  =  [■«» 
[*ei]y  +  («ei]«  +  [aVi]  «4-  [sei]«  -f-  [e/i]w  =  [en  i] 
,;»/■■]» +  («/■]«  +  [<*/■]  «  +  [./■]«  +  [//i]  «.  =  1/» 


B) 
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Ehe  ich  weiter  gehe,  will  ich  noch  eine  Frage  erörtern,  die  für  die  Folge 
von  Wichtigkeit  ist,  nämlich  ob  die  neu  eingeführten  Symbole  bb  i],  bei],  [bdi\ 
...  in  analoger  Weise  wie  die  Symbole  [aa],  [ab],  [ac]  ...  aus  Productsummen 
von  gleicher  Verbindung  entstanden  gedacht  werden  können,  etwa  in  der  folgenden 
Weise: 

[bbi]  =  &  i)  (ft,  i)  4-  (M  («,!)  -H  (V)  (M)  +  ■  ■  ■ 

[itf  I]  =  (*,  I)   fol}   +  (J»l)  (CJI)   +  (is2)  fcl)  +  .  -  ■ 
U.  8.  f. 

Diese  Frage  kann  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Folge  bejaht  werden.  Die 
allgemeine  Form  dieser  neuen  und  auch  in  der  Folge  einzuführenden  Symbole  ist, 
wenn  man  auf  die  Entstehung  und  Entwickelung  der  Uilfsgrössen  zurückgeht: 

wobei  />i,  j>i,  ...  rit  rj,  ...  die  Coefficienten  zweier  beliebiger  Unbekannten  darstellen, 
während  durch  qu  ys,  .  . .  die  Factoren  der  zu  eliminirenden  Unbekannten  bezeichnet 
werden.  Multäplicirt  man  beiderseits  mit  dem  Nenner,  für  welchen  auch  das  Symbol  [q  q] 
geschrieben  werden  kann  und  beachtet,  dass  sich  nach  der  Ausführung  der  Mutti 
plicationen  die  Glieder,  in  denen  alle  4  Indices  gleich  werden,  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen aufheben,  so  erhält  man  vorerst  die  Form: 

IPi?i  (?aft  +  ftjs  +■•-)  —  ?iPi?jr2  —  ftft?iri  —  ■  ■■  | 
+  />!*!  (fcfc  +  ?J?3  +-•■)  —  ?li>ift»"3  —  ftft?3rS— ■■•  I 
-T-A»"»(ftft  +ft«l+-.0  —  ?lPi?<r<  —  ftASVt  —    -■      I 


[??]   >"]  = 


für  welche  auch  geschrieben  werden  kann: 
\gq][pri]  =  (p,ft  —  SiftlfaSi  —  ffi^i)  +(ftft  —  fcft)  fa?3  —  q%r%)  +.-. 
+  (ft&— ?iä)  (n?3  —St'"»)  +  {Psft  —  to/>4)(*i?i  —  S'j'"1)  +... 


war  die  Anzahl  der  ursprünglichen  Bedingungsgleichungen  m,  so  wird  die  Anzahl 
der  Glieder  in  diesem  Ausdrucke  sein  """~  ;  vergleicht  man  demnach  die  neu  ein- 
geführten Hilfsgrössen  mit  diesem  Resultate  und  beachtet  insbesondere  die  einzelnen 
Factoren,  so  sieht  man  sofort,  dass  man  in  der  That  sich  dieselben  in  ähnlicher 
Weise,  wie  die  ursprünglichen  Summensymbole  entstanden  denken  kann,  nur  steigt 
der  höchste  Index,  da  in  den  letzteren  m  angenommen  wurde,  auf  - '^^-  .  Für  die 
quadratischen  Symbole  bbi],  [cci],  [44 1]  ...  ist  für  p  und  r  derselbe  Buchstabe 
zu  setzen,  man  erhält  daher  rechts  vom  Gleichheitszeichen  eine  Summe  quadratischer 
Glieder;  man  kann  daraus  den  wichtigen  Schluss  ziehen,  dass  die  quadratischen 
•Symbole  stets  positiv  sein  müssen.  Femer  kann  man  hervorheben,  dass  wenn  zwi- 
schen den  Coefficienten  der  verschiedenen  Unbekannten  ein  nahe  proportionales 
Verhältnisa  besteht,  so  dass  z.  B.  in  den  Relationen : 


v  Google 


Pl  =  *?1  +  h 

ft  =  *jfo  +  h 

'■)!   ^i<   ^-3  nothwendig  klein   wird,    die   obigen   Cbeföcienten  für  die    quadratischen 
Glieder  die  Form  annehmen: 

ftfc  —  *»«}*  +  fcft  —  ^.ft)1  +  ■  •  ■ 


d.  h.  der  für  die  Unbekannten  bestimmende  Coeffieient  wird  deT  Null  gleich  bis 
auf  Glieder  zweiter  Ordnung  von  X,  und  eine  Bestimmung  wird  also,  wenn  X 
klein  wird,  nicht  möglich,  was  übrigens  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Glei- 
chungen folgt,  doch  wird  man  aus  dem  obigen  Ausdrucke  leicht  die  Bemerkung 
ableiten,  dass  der  Fall  der  Kleinheit  der  CoefBcienten  nur  unter  dieser  Bedingung 
auftreten  kann. 

Aus  den  Gleichungen  B)  nun  eliminirt  nan  y  in  ähnlicher  Weise  wie  früher 
x  aus  A),  und  man  wird  ans  ähnlichen  Gründen,  wie  früher,  y  zunächst  aus  der 
ersten  bestimmen  und  das  Resultat  in  die  folgenden  einsetzen ;  es  ist : 


'  [66 1]        [lii]  [6ft»j  [66i]  166'] 


l'      1 

Man  wird  also  neue  Hilfsgrössen  zu  bestimmen  haben: 

I" ')  -  OTT!  I*«  "I  =  [•••]  ■       1"/>1  -  'feil  [*/■]  =  IOT 


[i. 

[66' 


['•■]-g£iJ[»«J -[•»«],  [*■■ 

(»«■]-$£j[4")  =  [«"l .    [•»> 
W'l-Sni  [»/']-[•/•]■ 

COT -§$[»/■]  =  COT  ■    C/»' 

Nach  Einführung  dieser  Hilfsgrössen  erhält  man  das  System : 
[cc2]z  +  [cdz\  t  +  [cca]«  +  [c/2]tc  =  [e»2] 
[0112]«+  \ddi\t  +  [<ie2]«  +  [a'/2)«i  =  [i»2] 
(0«2]»  +  [</«2]<+[«e2]«  +  [«/2]t»=  [e»2j 
[0/2]«  +  [0T/2]  (  +  [8/2]  «  +  1//2]  V  _  [/».] 


|Ui] 

1*/'] 

-  WA 

isjij 

[1.1] 

-[dm] 

!*6i 

[»•'] 

=  [o»s] 

[»».] 

=  [f»A 
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Bestimmt  man  daraus  z  nach  der  ersten  Gleichung : 

._[««»)       M»],        [«»]„       It/»}, 
z-f?77]-T^i(-  [«*]"        [•»]  ' 

substituirt  diesen  Werth  in  die  folgenden  und  bildet: 


1-/2]  - 
(ff'1- 


i^j  [c«j]  =  [«e3]  ,        [em]  —  -£jjj  [c»i]  =  [«»3] 


[»/"]  -  WA  , 


Kij  [./2]  =  l//3]  , 


l/«*]-££j  [«»']  =  [/» 3], 


so  hat  man  daher  die  drei  Gleichungen: 

[dd  3]  I  +  [d,  3] «  +  [i/3j »  =  [rf»  3] 
[i«3]<+  (e«3]ii+  [«/3]«=  [«»3] 

[*/3]  <  +  [•/}]«  +  ucrsl"  -  [/«jJ 


bestimmt  man  also  wieder  (  nach 


U-31       H<il„ 


.hüj. 


und  berechnet  als  neue  Hilfsgiössen : 

[«3]  -  gjjj  [<»3l  =  ["4]  ■       [«»3]  -  gjfj  l*«3]  =  t«»4] 
[•/3]-g^[i/3]  =  [./4], 

[//3]  -  [g»j  WA  -  I//4]  ,       I/-3]  -  ggf  [<«»3]  =  l/»4)  , 

so  hat  man  Alles  zurückgeführt  auf  die  zwei  Gleichungen : 

|>«4]*  +  [e/4]w=  [e»4]  1 


bestimmt  man  i 


i  nach: 


m»4] 

■  [*«4] 


«9- 


and  berechnet  die  Hilfsgrössen : 

1//4)  -  j£]  [«AI  -  iffi]  ,      [/»4l  -  g£f  [«»4]  -  l/»5]  , 
so  wird  man  schliesslich  haben : 
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woraus  lesultirt: 


l/'S\ 
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Ist  einmal  w  bestimmt,  so  wird  sich  durch  Buccessive  Benützung  der  Formeln  5), 
4),  3),  2)  und  1)  die  Bestimmung  der  Unbekannten  u,  t,  z,  y  und  x  ergeben,  welches 
Verfahren  am  bequemsten  erscheint,  wenn  nicht  das  Gewicht  der  Unbekannten  ge- 
fordert wird,  sondern  nur  die  Unbekannten  selbst  bestimmt  werden  sollen ;  im  letzteren 
Falle  empfiehlt  sich  ein  anderes  Verfahren,  welches  weiter  unten  ausgeführt  wird. 
Die  ersten  Gleichungen  mA,B,C,D,E  und  F  kann  man  die  Eliminationsgleichungen 
nennen  und  hat  demnach  für  dieselben  die  Form: 

[aa]x  +  [ai]y  +  |n|<  +  \ad\t  +  [«•]«+  [«/)•»■=  [«»] 

[Jiijj,  +  [4,i],+  [bd,]l  +  [*••]•  +  [»/!]•—  [*»■] 

[CC2]  <  +  [cd 2]  <+[«•»]«  +  [C/2]  »=  [c,  2] 

[ddi\  t  +  [<>.})«  +  [0-/3]»=  [d-3] 

[««4]«+  [e/4]«>=  [«»4] 

[//,]  »=[/.  5] 

Es  könnte  auf  den  ersten  Blick  den  Anschein  haben,  als  ob  die  Berechnung 
dieser  zahlreichen  HilfsgrÖssen  schwer  durchführbar  wäre,  indem  ee  nicht  leicht  ist, 
stete  die  Uebersicht  zu  erhalten  und  sich  bei  diesen  vielfachen  Multiplicationen  vor 
Fehlern  zu  schützen.  Man  wird  deshalb  bedacht  sein  müssen,  die  Rechnung  über- 
sichtlich anzuordnen  und  zweckmässige  Prüfungsgleichungen  einzuführen.  Ehe  ich 
aber  das  Schema,  nach  dem  man  die  Elimination  ausfuhren  kann  angebe,  werde 
ich  vorerst  die  Prüfungsgleichungen  näher  bezeichnen  und  entwickeln,  da  die  Eli- 
mination und  Controlrechnung  unter  einem  abgethan  werden  kann,  also  sofort  auch 
die  Prüfungsrechnungen  in  das  Schema  aufzunehmen  sind. 

Es  waren  oben  (pag.  317)  als  Piürungsgleichungeu  benützt  worden  die 
Summen : 

[aa]  +  [ab]  +  [aC]  + +  [a«]  =  M 

[ab]  +  [bb]  +[be]  + +  [in]  =  [4#] 

Lac]  +  [bc]  +  [ce]  + +  [cn]  =  [ci\ 


[an]  +  Li»]  +  [cn]  + +  [»«]  =  [»»] 

Diese  Summen,  die  früher  zur  Herstellung  entsprechender  Prüfungsgleichungen 
gedient  haben,  wird  man  zweckmässig  zu  weiteren  Controlen  benützen  können;  hier- 
bei wird  es  sich  aber  für  die  Sicherung  der  weiteren  Rechnung  förderlich  erweisen, 
diesen  Gleichungen  völlig  zu  genügen,  so  dass  für  [as],  [bs]  u.  s.  w.  nicht  die  di- 
rect  berechneten  Werthe  in  Anwendung  kommen,  sondern  jene,  die  durch  die  Sum- 
mirung  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Werthe  erhalten  werden. 
Bildet  man  nun  ähnlich  wie  früher  neue  HilfsgrÖssen  und  setzt: 

[J,l  -  TJ7]  t"l  =  !»•  "1 
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so  ist,  wenn  man  [b$]  und  [as]  seiner  Bedeutung  nach  auflöst: 


[».,]  _[»]_£!}[.»]  +  [».] - 


g«  [..]  +  ....  +  [».]-$}[■ 


und  mit  Berücksichtigung  der  oben  (pag.  330)  eingeführten  HilfsgröBsen  auch: 

[*•!]  — ß«i] +  [*•!]  +  ....  + [Im], 
wodurch  eine  zweckmässige  Contfolgleichung  hergestellt  ist.     Um   also   den  Ueber- 
gang  von  den  sechs  Normalgleichung«n  A)  auf  die  Gleichungen  B)  zu  prüfen,  bildet 
man  die  Hilfsgrössen : 


["1—53  ["]  =  [•«■), 


»j- 


[«■] 


[/»]■ 


und  hat  dann  die  Prüfungsgleichungen : 

[4«i]  =  (44 1]  +  [J»i]  +  [bdi\  +  [4.1]  +  [4/1]  +  [4» 
[««1]  =  [4ci]  +  [oci]  +  [eil]  +  [»«!]  +  („/,]  +  [<.» 
[i.i]  -  [Mi]  +  [eil]  +  [<Mi]  +  [<»•■]  +  [•*/<]  +  [dni 

[.«!]   =  [4.1]  +  [».!]   +  [d,l]  +  [•«!]  +    [•/■]    +  [«»1 

[/..]  -  [4/1]  +  [»/■]  +  [i/i]  +  [./■]  +  [//.]  +  [/». 

von  denen  jedoch  nur  die  erstere  in  der  Regel  zur  Prüfung  Anwendung  findet, 
der  andern  aber  wird  man  bedürfen ,  um  die  Richtigkeit  der  folgenden  Prüfungs- 
gleichungen zu  erweisen;  ich  werde,  da  sich  die  Beweise  für  das  Bestehen  dieser 
und  der  folgenden  Relationen  in  der  oben  durchgeführten  Weise  leicht  herstellen 
lassen,   nur  die   erforderlichen  Hilfsgrössen   und  Prüfungsgleichungen  aufstellen. 


[«"■i-gfi!  [»..]  =  [*•] 


[..1 


[S.il-l/.i] 


[c,2]  =  [>«<]  +  [.i2]  +  [e«2]  +  [•/«]  +  [«"] 
[<J»2]  =  [eih]  +  [ddi]  +  [i«2]  +  [i/2]  +  [dm] 

[.»!]  —  [e<  J]  +  [dll]  +  [!•!]  +  [«/2]  +   [«»2] 
[/.2]  _  [C/2]  +  [i/1]  +  [./2]  +  [ff  2)  +  [/»2] 

t*'2]  -  PH]  I"2)  =  [*«3)  '        W«2'  -  f£j  l"2!  =  l/'3l 

["21-Sj1,!'2l  =  [e*3)  ' 

[*.3]  -  [«3]  +  [i.3]  +  P/3]  +  t*»3] 
[•13]  =  [de})  +  (»«3]  +  [./j]  +  [«03] 
l/»3]  =  [</3l  +  l«/3]  +  [ff  3)  +  [>3] 


,  Google 


33«    

[•■ji  -  M [d,3]  -  ["i]  •  v,3]  -  [M [d'31  - 1-*"'41 

t"4]  =  [««4]  +  [e/4]  +  [«"4] 
[/i4]=[«/4)  +  [//4]  +  [/»4]' 

W"»]  -  -j^j  t«'4]  =  \f'$) 

[f>5]  =  (//s]+[/»5]  , 
womit  die  Rechnung  einer  sehr  durchgreifenden  Controle  unterworfen  erscheint. 
Ich  könnte  nun  daran  gehen,  das  unten  ausführlich  vorgelegte  Schema,  welches 
ich  für  die  Anwendung  zusammengestellt  in  den  Text  aufgenommen  habe,  zu  er- 
erläutern.  Es  finden  sich  die  EHminationsrechnnngen  auf  der  linken  Seite  des  auf- 
geschlagenen Buches  [pag.  340),  die  Priifungsgleichungen  nebst  einigen  erläutern- 
den Noten  auf  der  rechten.  Nachdem  es  aber  zweckmässig  ericheint,  in  das 
Schema  auch  jene  Rechnungen  aufzunehmen,  welche  die  Herabminderung  der  Summe 
der  Fehlerquadrate  [n »]  durch  die  Bestimmung  der  einzelnen  Unbekannten  enthalten 
und  schliesslich  die  minimale  Fehlerquadratsumme  kennen  lehren ,  so  sollen  vorerst 
die  hierzu  nöthigen  Ableitungen  gemacht  werden.  Diese  Grösse  gibt  eine  sehr 
durchgreifende  Prüfung  für  die  Richtigkeit  der  gesammten  Rechnungen,  indem  die 
Substitution  der  Unbekannten  in  die  Bedingungsgleichungen  die  einzelnen  übrig 
bleibenden  Fehler  erkennen  lässt,  deren  Quadratsumrae  mit  dem  bei  der  Elimination 
hierfür  gefundenen  Werthe  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  stimmen  musB. 
Ueberdiess  hat  die  Ermittelung  dieser  Grössen  eine  Bedeutung,  wenn  man  die  Un- 
sicherheit in  den  Unbekannten  auf  ein  numerisches  Maass  zurückfuhren  will.  Es 
fanden  sich   oben  [pag.  315]   die  Gleichungen: 

aix-i-bljf  +  clz  + —  n,  =  —  »i  | 

<h*  +  hy  +  «**+ —  »,=— cj 

«t*-\-hy  +  Ci*  + —  «3  =—  »s 


8) 


in  welchen  die  Grössen  vit  t>],  t>3  ...  die  nach  der  Bestimmung  der  Unbekannten  auf- 
tretenden Unterschiede  zwischen  der  Beobachtung  und  Rechnung  sind,  wenn  für  x, 
y ,  z  ...  die  aua  den  Normalgleichungen  resnltUenden  Werthe  eingesetzt  werden ; 
die  Summe  dieser  Fehlerquadrate 

t>i  »,  +■  O,  ff!  +  Oj  Og  +  . . .  =  [vt] 
kann  auch  dadurch  gebildet  werden,  dass  man  die  Gleichungen  8)  rechts  und  links 
mit  dem  zugehörigen  — v  durchmultipUcirt  und  Alles  addirt,    man  erhält  so,    wenn 
man  zur  Abkürzung  einführt: 

«i  »1  -+-  <h  «1  +  <h  «s  +  •  ■  •  •  =  [<*v] 

*i  »i  +  *a  »i  +  h  "3  + =  [M 

(H  ««  +  4  «i  -r-cs"j-r- =  [«•] 


niv,+»it)1  +  n3vi  +  .. 
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die  Relation: 

[..1  -  [«.]«—  [l.]y  -[«.]«-  ['•]'  —  [••]«-  [/•]•-  [••]  • 
Nun  ist.  aber  nach  Gleichung  7)   (pag.  316)  iür  die  Bedingung  des  Minimums 
der  Fehlerquadrate,    welches   durch    die  Auflösung   der  Normalgleichungen    erhalten 
wird: 

M=»o,   [ic]*=o,   [cv)=o,   [dv)  =  o,   [«t>]=o,   [/pi=o, 
woraus  man  die  wichtige  Relation  ableitet: 

[•«]  =  [••].  9) 

Multiplicirt  man   die  Gleichungen  8)   (pag.    336)    mit   den   zugehörigen    — n 
durch  und  addirt,  so  erhält  man : 

(»«]  -  [«]«  -  [4.]jf-  [.«]•  -  [*»]«-  [.»]«—  |/»1«-  [.»]  =  [..]  -      .0) 
welche  Gleichung  also  sofort  die  Grösse  [vv-  finden  lässt,   sobald  die  Unbekannten 
x,  y,  z...    ilen    Normalgleichungen    gemäss    bestimmt    sind.      Es    ist    aber    oben 
(pag.  330)  x  bestimmt  worden  durch: 


[an]  [ai]  [ac]  [ad]  [at\  \af\ 

•  [••]        [.«]»        [aa]z         [•«]  [O0)u        [na] 


setzt  man  also  diesen  Werth  von  jr  in  Gleichung  10)   ein  und  schreibt  überdies«: 

!*"•]- |sj  [«»]  =  [»»']  1 

so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  oben  (pag.  330)  eingeführten  Hüfsgrössen  gesetzt 
werden  dürfen : 

[„„,]  — [4»,]y_  [cm]2  —[dm]t  -[*«,]«-[/«  !]«—[•»] 
Ersetzt  man  wieder  y  nach  der  Gleichung  z)    (pag.  332)  und  schreibt: 

so  wird: 

[»«2]  -  [<■!].  -  [i»2](- '[•■!>  -  [/■!]>_  [••]    , 

welches  Verfahren  bis  zur  letzten  Unbekannten  in  ähnlicher  Weise  fortgesetzt  werden 
kann  ;  man  hat  also  für  die  vorliegenden  Gleichungen  mit  sechs  Unbekannten  die 
folgenden  sechs  Hilfsgrö'ssen  zu  berechnen : 


[»«■]=  [..] 


[»»3]  =-  [»»>]  - 


g[«i  ,  t..4]=[.»ii-g:-g['-3i 

§E|  [»..],      [..5]-[»«4]-fe=2j[«4] 
|  [»1],      [.»6]  =  [»»5]  — ^jjf/»5] 


and   hat  dann   die   folgenden   rtestimmungsgleichungen   für   die   Summe  der  ührig- 
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bleibenden   Fehlerquadrate    [t 
Wendung  bringen  wird  : 


o],  von   denen  man  gewöhnlich  nur  die  letzte  in  An- 


[»»]- [•■!*  — [»»]»  — t«»l»- 

[«»!■]     _[4„ly_  [..,],_ 

[aal]    —  [»»2]i- 

[»»3]  - 


■  [ä  n]  l  —  [e  «] 
[dni]t-[em 

[rf»3]*—  [c»3 

[««4]  — [ö»H 
[»»51 


-[/»]»  = 

p»] 

-(/»!]»  = 

pp] 

_[/«]«  = 

pp] 

-[/»!]•- 

pc] 

-[/«4]»  = 

••] 

-[/»5]»  = 

pp] 

[»»6]  = 

pp] 

Die  Grösse  [n»6]'=  [du]  kann  aber  auch  mit  Hilfe  der  Summengrossen  in 
ganz  anderer  Weise  erhalten  werden  und  diese  Bestimmung  wird,  da  dieselbe  eben- 
falls im  Gänsen  die  Bildung  von  nur  sechs  Hilfsgrössen  erfordert,  als  zweckmässige 
Controle  benützt  werden  dürfen.  Diese  Prüfung  ist  eine  der  durchgreifendsten, 
doch  wird  dieselbe  nur  dann  gut  übereinstimmende  Resultate  geben,  wenn  die  Auf- 
lösung der  Normalgleichungen  keiner  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  ist.  Der 
Fall  des  Eintretens  einer  solchen  besonderen  Unsicherheit  wird  am  Schlüsse  dieses 
Abschnittes  ausführlicher  behandelt  werden.  Beachtet  man  die  Bedeutung  der 
Summengrösse 

[„,]  =  [an]  +  [in]  +  [en]  +  [dn]  +  [«•]  +  \fn]  +  [nn]  , 
und  bildet  die  Hilfsgrösse : 


[>tii -[■<]-{ 


[..] , 


so  wird  nach  Auflösung  der  mit  s  verbundenen  Summenglieder  rechts  t 
heitszeichen  geschrieben  werden  dürfen: 


[»..]  =  [»»]- 


-feüjM  +  ■•■  +  [»»]  - 


[«»] 


oder  durch  Einführung  der  oben  benützten  Hilfsgrössen : 

[»<•]  =  [i»i]  +  [nil  +  [d.i]  +  [«»ll  +  |/m]  +  [»»■] 
Aehnlich  vorgehend,  wird  man  die  Hilfsgrössen: 

]=[•■■]  -Kl4"] 

[»«3l— [»«»]  - 
[»J4]  =  [»«3]  — 
[n«5]  =  (»M]  — 

!».6]  =  [».5]  -  fö!!  [/«5l 


paj 

>«4] 
[••4] 
[/»!] 
I//S] 


[CS  2] 

[d.i] 


[-4] 
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bilden  und  die  Relationen  haben: 

1».,]  =  [4»l]  +  [Mi]  +  [*.,)  +  [,»,]  +  1/»,]  +  [»«•] 
{«»]  =  [cm]  +  [dm\  +  [,i.2]  +  [/»>]  +  [»»2] 
[»,3]  -  [rf»3]  +  [..}]  +  [/»3)  +  [»»3] 
l»»4]  =  [,»4]  +  (/»4]  +  [»»4] 

[■•5] -[/«!]+ [»»>] 
[»,6]  =  [»»6] 

womit  die  geforderten  Prüfungsgleichuugen  erlangt  sind ,  von  denen  man  bei  der 
praktischen  Anwendung  jedoch  nur  die  letzte  Gleichung  benützen  wird. 

Ich  gehe  nun  daran,  an  der  Hand  des  auf  pag.  340  aufgenommenen  Schemas 
zu  zeigen,  in  welcher  einfachen  und  übersichtlichen  Weise  die  für  die  Elimination 
nothwendigen  Rechnungen  und  Oontrolen  durchgeführt  werden  können. 

Zunächst  ziehe  man  auf  einem  mit  Horizontallinien  überzogenen  Blatte 
zwei  Verticalcolumnen  mehr  aus,  als  Unbekannte  vorhanden  sind.  In  die  erste  Zeile 
setzt  man  neben  einander  die  Werthe,  die  mit  a  verbunden  sind,  also  [aa],  [ab], 
[ac] ...  [ob],  [as]  und  darunter  in  die  zweite  Zeile  die  Logarithmen  derselben  und  macht 
diese  zweite  Zeile  etwa  durch  ein  angehängtes  E  besonders  kenntlich,  denn  es  ist 
dies  die  erste  Eliminationsgleichung,  welche  die  Bestimmung  von  x  (vergl.  pag.  330)  ver- 
mittelt. In  die  dritte  Zeile  kommen  die- mit  b  verbundenen  Werthe  [bb],  [bc]  ... 
[b  s]  und  man  rückt  hierbei  um  eine  Verticalcolumne  nach  rechts  ein,  so  dass  die  mit  b 
verbundenen  Buchstaben  dieselben  werden,  die  früher  in  denselben  Verticalcolnmnen 
mit  a  combinirt  waren.  In  die  erste  Verticalcolumne  der  vierten  Zeile  setzt  man 
log  j — 1  ;  dieser  und  alle  in  derselben  Verticalcolumne  enthaltenen  Logarithmen 
müssen  sorgfaltig  auf  ihre  Richtigkeit  geprüft  werden,  da  sich  ein  Fehler  in  den- 
selben der  Summencontrole  leicht  entzieht;  ich  habe  diese  wichtige  Bemerkung  des- 
halb im  Schema  hervorgehoben.  Nun  schreibt  man  diesen  Logarithmus  von  - — 
auf  den  unteren  Band  eines  Zettelchens  und  addirt  denselben  der  Reihe  nach  zu 
den  Logarithmen  von  [ab],  [ac]  . ..  [as],  die  alle  in  der  zweiten  Zeile  stehen;  in- 
dem man  die  Ziffern  der  beiden  Logarithmen  von  vorn  addirt,  wird  man  das  Hin- 
schreiben der  so  entstehenden  Logarithmen  gänzlich  vermeiden  können ,  wenn  man 
sofort  die  Zahlen  aufsucht,  und  sie  in  die  vierte  Zeile  und  zwar  in  dieselbe  Vertical- 
columne ,    in  der  das  Product  gebildet  wurde,  einträgt.     Es  kommt  also  zu  stehen : 


[ab]  unter  [bb] 

[ac]  .       [bc] 


£S  [«]   «nter   [bs] 
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Probegleichungen. 


i)  [i.i]  =  [44 1]  +  [»«!]  +  [Sil]  +  [6»i]  +  [4/i]  +  [4»i]       ! 

2]  [Mi]  =  [im]  +  [m]  +  [eil]  +  [ce,]  +  [n/i]  +  [■>•.] 

3)  [».2]  =  [,„]  +  [edi]  +  [et i\  +  [cf2]  +  [cm]  ! 

4)  [rf.i]  =  [Mi]  +  [ga-i]  +  [aVi]  +  [</.i]  +  [rf/l]  +  [<*»i] 

5)  [<«]  =  [ed2]  +  [ddz]  +  [dei]  +  [«•/.]  +  [in 2] 

6)  [du]  =  [dd3]  +  [dt}]  +  [dfi]  +  [dm]  t 
7]  [Mi]  -  [i.i]  +  [Mi]  +  [*«■]  +  [Ml]  +  [t/1]  +   [•■!] 

8).  [m]  =  (ce2;  +  [</«2]  +  [««2]  +  [t/l]  +  [•»!] 

9]  [«»3]  =  [«°«3]  +  [««3]  +  >/3]  +  [«»3] 

io)  [c»4]  =  [Bfl4]  ■+-  [c/4]  +  [c»4]  ! 

II]  |/.1]=  [4/1]+  [«/■]  +  [i/i]  +[./!]  +[/•/,] +|/„,] 

'        12]  |/«!  =  [e/2]  +  [dfi]  +  [t/2]   +  |//2]  +  [fm] 

■3l  l/«3]  -  W/3]  +  l»/3l  +  im  +  |/»3] 

,4)  lAt]  •=  [«AI  +  L//4]  +  l/»4] 

15)  l/»5]  =  [//5]+[/»5]  1 

16)  |»,i]=  [4»  ■]  +  [«»  ■]  +  [</»!] +  [«»■] +  [/»■] +  [»»■] 

17)  [»«2]  =  [em]  +  [d*2]  +  [e»2]  +  \f»2\  +  [»»2] 
18]  [uj]  =  K»3]  +  [«»3]  +  l/»3]  +  [»»3) 

ig)  ]7»s4]  =  |e»4]  +  |/«4]  -f  [n»4] 

20)  1»15]  =  l/»5l  +  l»»5] 

2i)  [»«6]  =  l»»6]  ! 

Hei  der  Anwendung  wird  man  »ich  in  der  Regel  mit  den  mit  einem  Ans- 
rufungszeichen  versehenen  I*robegleichnngen ,  bei  denen  sieh  alle  Werthe  in  der- 
selben Horizontal  zeil e  befinden,  begnügen  können.  Die  mit  E  bezeichneten  Werth- 
reihen  entsprechen  den  Eliminationsgleichungen,  die  mit  einem  *)  versehenen 
Logarithmen  müssen  besonders  nachgesehen  werden,  da  sich  ein  Fehler  in  denselben 
leicht  der  C'ontrole  entzieht. 
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Zieht  man  nun  die  Zahlen  dieser  vierten  Zeile  von  jenen  der  darüber  stehenden 
dritten  Zeile  ab  und  setzt  die  so  entstehenden  Differenzwerthe  in  die  fünfte  Zeile, 
so  hat  man  die  Hilfsgrossen: 

[Mi],   [bei],   [bdi],  [bei],   [b/i],   [bm],   [bsi] 

erhalten.  Das  dieser  Zeile  angehängte  Zeichen  i)  weist  auf  die  auf  pag.  341  ste- 
hende Prüfungsgleichung  hin,  welche  Bemerkung  für  dieses  und  die  ähnlichen  An- 
merkungszeichen  für  die  Folge  hier  hervorgehoben  werden  soll.  Dieser  Probe  muss 
völlig  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  genügt  werden. 

Ich  kann  mir  aber  wohl  sparen,  den  weiteren  Vorgang  der  Rechnung  aus- 
einanderzusetzen ,  indem  die  bisherigen  Andeutungen  in  Verbindung  mit  dem  auf 
pag.  340  in  extenso  mitgetheilten  Eliminationsschema  wohl  genügen  werden,  um 
die  zweckmässige  Anlage  der  Rechnung  und  die  Bildung  der  nothwendigen  Hilfs- 
grÖssen  anschaulich  zu  machen.  Ist  die  Elimination  beendet,  so  wird  man  an  die 
Bildung  der  Grösse  j»n6]  schreiten,  die  wohl  auch  durch  das  Schema  selbst  hin- 
reichend erläutert  ist. 

Ich  werde  nun  die  oben  (pag.  323)  ermittelten  Cbefficienten  der  Nonnal- 
gleichmigen  den  hier  gegebenen  Vorschriften  gemäss  auflösen  und  glaube,  dass  ich 
mich  hierbei  weiterer  Erläuterungen  enthalten  kann;  um  die  Elimination  nicht  zu 
unsicher  zu  machen,  habe  ich  mich  fünfstelliger  logarithmischer  Tafeln  bedient; 
der  Vorschlag,  der  hier  und  da  gemacht  wurde,  im  Falle  einer  besonderen  Un- 
sicherheit der  Auflösung  grössere  logarithmische  Tafeln  hierbei  anzuwenden,  musB 
als  un  zweckmässig  bezeichnet  werden,  wie  dies  eine  einfache  Ueberlegung  zeigt. 
Sind  die  Normalgleichiingen  nämlich  mit  Hilfe  kleinerer  Tafeln  gebildet,  so  erhält 
man  dann  nur  eine  Lösung ,  die  von  der  Unsicherheit  dieser  logarithmischen  Rech- 
nung abhängt.  In  der  folgenden  Rechnung  sind  die  Eliminationsgleichungen  durch 
ein  angehängtes  E  und  die  aus  den  Coefficienten  der  Normalgleichungen  gebildeten 
Zeilen  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  bezeichnet,  ausserdem  sind  die  dem  Re- 
sultate entsprechenden  Probegleichungen  in  der  letzten  Verticalcolumnc  neben  den 
direct  berechneten  Werthen  angesetzt : 
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35847 

+  4.13180 
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+  4 
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9.70180 

+   1.3409* 
+0.79062 

+   t 

+   * 

S6918 

+  4.13*79 

-  0.01778 

—  0.00336 

+  4 

3,184 

6-03937 

9-63337 

+   0.55030 
+  O.52328 

-0 

66772 
75363 

+  .4.13*78 

—  0.01441 
+  0.00013 

+   4 

31176 
00019 

8.69708 

8.15181 

+  0.00131 

+   0 
+   0 

08591 
07841 

+  4-'3i78 
+  0.01019 

—  0.0145s 

+   4 
+   0 

31195 
11859 

7.64514 

+  0.0157t 

+   0 

007  JO 
01813 

+  4-1*259 
0.6.517 

—  0.01811 
8.16031 

+  410436 

+  410438 
E 

+    O.02S6j 

+  0 

02563 

7-64514 
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Wie  man  sieht,  stimmen  alle  Proben  in  sehr  befriedigender  Weise,  ausser- 
dem zeigt  die  starke  Herabminderung  der  Fehlerquadrate  von  -+-  2.63220  auf 
+  0.02563,  dass  eine  sehr  wesentliche  Verbesserung  in  der  Darstellung  der  Beobach- 
tungen erreicht  werden  wird. 


§  4.    Bestimmung  der  Unbekannten  ans  den  EUminationsglelchungen. 

Liegt  blos  die  Aufgabe  vor,  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten 
zu  ermitteln,  ohne  auf  die  Bestimmung  der  Unsicherheit  derselben  eingehen  zu 
wollen,  so  wird  es  sich  wohl  am  meisten  empfehlen,  durch  successive  Rücksubsti- 
tutionen in  den  vorliegenden  Eliminationsgleichungen  die  Werthe  der  Unbekannten 
zu  ermitteln;  das  Schema  der  Rechnung  gestaltet  sich  hierfür  wie  folgt: 
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—»[•Vi] 

-»[0/1] 

-«[./.] 

-»[o/l 

—  U  \i.  J] 

-■[«.«1 

-«[o.i] 
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-lioi.l 
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log« 
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welches  Schema  wohl  an  sich  verständlich  ist;  man  hat  hierbei  nur  zu  beachten, 
dass  die  erste  Zeile  sofort  hingeschrieben  werden  kann,  die  zweite  Zeile  aber  mit 
Benützung  des  bereits  im  Elimination» Schema  aufgenommenen  Werthes  von  w;  die 
dritte  Zeile  erhält  man  mit  Hilfe  des  Werthes  u,  der  durch  die  bisherigen  Rech- 
nungen bekannt  ist  u.  s.  f. ;  hierbei  stellen  die  Zeichen  ^  die  Summen  der  über- 
ein an  der  stehenden  Werthe  vor.  Die  erforderlichen  Producte  bildet  man  am' einfach- 
sten, indem  man  den  Logarithmus  der  betreffenden  Unbekannten  auf  den  untersten 
Rand  eines  Zettels  schreibt  und  denselben  hierauf  successive  über  die  entsprechenden 
Logarithmen  der  Eliminationsgleichungen  hält.  Man  hat  hierbei  zu  beachten,  dass 
man  im  Eliminationsschema  Seite  340  bei  dem  untersten  links  vorspringenden  Loga- 
rithmus zu  beginnen  und  stets  in  derselben  Verticalcolume  von  einer  der  mit  E  be- 
zeichneten Eliminationsgleichungen  zur  anderen  nach  aufwärts  fortzurücken  hat ;  dies 
wird  sofort  klar,  wenn  man  sich  die  Eliminationsgleichungen  ausgeschrieben  hin- 
stellt, nämlich: 

[««]»+[.  4]. +  [«»l«  +  [.«T](+[.«l»+[o/]«  =  [a»l 

+  [4»llj,+  [»ei]«+[Mi]l  +  l..l]«  +  i»/l]»=[4«il 

+  [cc2]z+[erf2]*+  [ce2]u  +  [cfi\v>  =  [etil] 

+  [dd3]t  +  [dei]u  +  [<f/j]  «,  =.  [dn3] 

-f  [ee4l«+  !«?/4lw=  [«»4] 

+  I//51»  =  I/»5]  • 


,  Google 


345 


Zur  Controle  der  Richtigkeit  dieser  Elimination  kann  man  die  Summe  dei 
vorstehenden  Gleichungen  benützen ;  es  wird  nämlich  der  folgenden  Gleichung  nach 
Einsetzung  der  Werthe  der  Unbekannten  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarith- 
mischen Rechnung  genügt  werden  müssen: 

[aa\x 
+  {[ab]  +  [bbi]}y  | 

+  {[oc]+{bci}+[cc2]}s  I    ={ak\-r\-[bm]+[cn2] 

+  {[aJ\  +  [bdi]+[cd2)+[ddi}}t  '    +ld»s\-\-[en4\+\jhtfi      l<i 

+  {[ae)+[l>ei]+[ce2]  +  lde3}  +  [ee4}}u 
+  {[«/]  +  [6/i]  +[«/2]+[d/3]  +  [«/4]+[//5]}«' 

ich  ziehe  es  jedoch  vor,  die  Controle  mit  Hilfe  des  weiter  unten  angesetzten  Ver- 
fahrens herzustellen,  welches  zwar  etwas  mehr  Arbeit  verursacht,  aber  dann  beson- 
dere V ortheile  bietet,  wenn  man  die  Gewichte  der  Unbekannten  bestimmen  will. 
Vorerst  werde  ich  jedoch  die  Zahlen  des  obigen  Beispieles  hier  anführen.  Nimmt 
man  das  obige  Schema  zum  Muster,  so  ergeben  die  Eliminationsgleichungen  des 
vorangehenden  Paragraphen  die  Werthe: 


+  0-07344 

:r™ 

+  +  +    1 

1   +   1     1    + 

+  +  +  +    1 

+  °*7434 
8.871« 
0.6141s 

—  1.1197t 

0,0(1626 
0.45199 

+  1.8*171 
0.16048 
0-49437 

+  1. 11689 
0.0557a 
O.HS17 

-t-  3.10917 

0.49264 

0.7»OOJ 

7,645 14 

•■— 

9..&J417 

9 . 7661 ■ 

9.94035 

9.77261 

Die  in  der  letzten  Reihe  stehenden  Werthe  sind  also  die  Logarithmen  der 
nunmehr  ermittelten  Unbekannten  w,  u,  t,  z,  y  und  x.  Hierbei  hat  man  aber  zu  be- 
achten, dass  in  Folge  des  Homogenmachens  [vergl.  pag.  321)  diese  Unbekannten 
mit  der  oben  angenommenen  Fehlereinheit  durchzumultiplicireu  sind,  und  durch 
die  bezüglichen  Homogenitätsfactoren  zu  dividiren  wären;  ich  werde  jedoch  später 
auf  diesen  Umstand  nochmals  zurückkommen  und  die  entsprechenden  Transforma- 
tionen vornehmen. 

Es  soll  nun  jenes  Verfahren  vorgenommen  werden,  welches  zur  unabhängigen 
Bestimmung  einer  jeden  einzelnen  Unbekannten  führt;  es  scheint  dasselbe,  falls 
man  die  Gewichte  der  Unbekannten  bestimmen  will,  worüber  der  nächste  Paragraph 
handeln  wird,  das  zweckmassigste  zu  sein ;  da  ausserdem  dieses  Verfahren  in  der  That 
sehr  wenig  Mehrarbeit  verursacht ,  so  möchte  ich  es  stets  zur  Controle  der  vor- 
stehend entwickelten  Werthe  empfehlen,  auch  wenn  man  nicht  die  Gewichte  der 
Unbekannten  selbst  bestimmen  will.  Nimmt  man  die  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  u.  5) 
(pBR-  33°)  332'  333)  des  vorangehenden  Paragraphen  vor,  so  gestalten  sich  dieselben 
nach  einer  einfachen  Umsetzung: 
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«  + 


y  ^  144,1  *  ^  144,1  '  +  !44,1  u  ^ 
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r[44,] 


<  + 


<  + 


n«ii . 


_  [«,1 

Hfij" 

[6»,] 
[4Ji) 

B3- 

[«•■] 
[•••I 

sas- 

W»l] 

[Mll 

sä- 

[«4] 

w> 

Multiplicirt  man  mit  Ausschluss  der  ersten  Gleichung  die  folgenden  der  Reihe 
nach  mit  den  unbestimmten  Factoren  j4.,  ^3,  . . .  -4S  und  addirt  dann  diese  neuen 
Gleichungen  zu  der  ersten  in  2),  so  kann  man  diesen  unbestimmten  Factoren  die  Be- 
dingung unterlegen,  dass  nach  der  Addition  der  Reihe  nach  die  Coefficienten  der 
Unbekannten  y,  x,  t,  u  und  w  der  Null  gleich  werden ;  diesen  Bedingungen  gemäss  wird 
man  daher  für  die  Bestimmung  dieser  Coefficienten  die  Gleichungen  aufstellen  können: 


[.,,■■ 

.[»-■]  . 

+  A, 

■„_  ,1 

+  [iiii  ^ 

+  E 

^!+«j 

[».1 

+  [4jTj^' 

+  fe! 

^    j.l'»ll 
4  +  l«!l 

+  1H1J     ' 

+  £ 

,    .   [Vi] 

4+ 


^«+^> 


IMese  Gleichungen  lassen  in  der  That  die  successive  Bestimmung  der  Coefncienten 
in  sehr  einfacher  Weise  durchführen;  sind  diese  einmal  ermittelt,  so  hat  die  directe 
Bestimmung  von  X  keine  Schwierigkeit,  denn  man  hat  offenbar: 


.  [•«!    .    [S«i] 


W«ll  . 
[«11 


]g"4] 


^,+ 


^. 


Um  eine  ähnliche  Gleichung  für  die  folgende  Unbekannte  zu  erhalten,  wird 
man  in  den  Gleichungen  2)  die  dritte  mit  B^,  die  viert«  mit  Ws  u.  s.  f.  multi- 
nliciren  und  dann  das  Resultat  dieser  Multiplication  zur  zweiten  Gleichung  ad- 
diren:  legt  man  den  B  Coefficienten  wieder  die  Eigenschaft  unter,  dass  die  in 
dieser  Summe1  auftretenden  Factoren  der  Unbekannten  z,  t,  u  und  w  verschwinden 
sollen,  so  müssen  dieselben  den  Bedingungen  genügen ; 
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Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt,    erhält   man   als   weitere  Hedingungs- 
gleichungen : 


+  C 

[o.l 

c. +  c. 

[•>/■ 

.  Wßl 

—  KS  +  4SA  +  A 


Hat  man  sich  die  bezüglichen  Coeffieienten  den  vorstehenden  Gleichungen 
3)r  4]'  5}>  °)  und  7)  gemäss  bestimmt,  so  findet  man  offenbar  für  die  Unbekannten 
die  Werthe: 


c=  '"»1 
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Die  Rechnung  nach  diesen  Fonneln  gestaltet  sich  ausserordentlich  einfach 
und  bequem,  wenn  man  dieselbe  in  der  folgenden  Weise  ausführt;  ich  werde  wieder 
zunächst  das  Rechnungsschema  hinschreiben  und  dann  durch  den  erläuternden  Text 
dasselbe  näher  ausführen.     In  die  erste  Zahlenreihe  setze  man  die  Logarithmen  der 


Grossen : 


[■»]      ]?j 


öfl, 


mit  umgekehrten  Zeichen,  in  die  zweite  eine  Vertical- 

columne  einrückend  log  j — }jä~iI"*  '  *'°M — v{  jj  u.  s.  f.  Alle  diese  Logarithmen 
findet  man  schon  nur  mit  Abänderung  des  Zeichens  in  der  ersten  Verticalcolumne 
des  Eliminationsschemas  (pag.  340)  mit  *)  bezeichnet,  und  zwar  in  einer  ganz 
analogen  Anordnung,  so  dass  kaum  das  Hinschreiben  dieser  ersten  Zahlengruppe 
nöthig  wäre  ;  doch  ziehe  ich  es  vor,  diese  kleine  Mehrarbeit  vorzunehmen,  weil  sich 
in  dieser  Anordnung  die  weiteren  Operationen  sehr  einfach  gestalten.  Nun  beginnt 
die  Rechnung  der  ^-Coefricienten ;  zu  diesem  Ende  schlägt  man  mit  Ausschluss 
des  ersten  Logarithmus  die  Zahlen  zu  den  Logarithmen  der  ersten  Reibe  auf,  bringt 
sie  in  die  erste  Seihe  unter  den  ersten  starker  markirten  Horizontalst  rieh  und  setzt 
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sofort  an  der  entsprechenden  Stelle  in  der  Verticalcolumne  i  den  Werth  von  log  A, 
an,  der  schon  in  der  ersten  Zeile  enthalten  ist  (es  ist  At  =  —  j-L  j ,  Diesen  Loga- 
rithmus bringt  man  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  und  hält  nun  diesen  über 
die  Logarithmen  der  zweiten  Reihe  und  schreibt  die  so  erhaltenen  Pioducte  in  die 
zweite  Zeile  der  ^-Gruppe.  Die  Addition  der  zwei  Werthe  in  der  zweiten  Vertical- 
columne  gibt  den  Werth  A2,  zu  dem  sofort  der  Logarithmus  aufgeschlagen  und  an 
entsprechender  Stelle  eingetragen  wird.  Diesen  Logarithmus  nun  schreibt  man 
wieder  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  und  hält  diesen  über  die  Logarithmen 
der  dritten  Zeile;  die  so  gebildeten  Producte  werden  nun  in  die  dritte  Zeile  der 
-d-Grappe  eingetragen.  Die  drei  Werthe  der  dritten  Verticalcolumne  ergeben  den 
Werth  von  A%.  Analog  das  Verfahren  fortsetzend,  gelangt  man  schliesslich  bis  zum 
Werthe  Ai.  Die  B,  C,  D  und  E- Werthe  werden  ganz  in  der  gleichen  Weise  gebildet, 
nur  denkt  man  Bich  die  Logarithmen  der  ersten  Zeile  für  die  Ermittelung  von  B, 
die  zwei  ersten  Zeilen  für  die  Ermittelung  von  O  u.  s.  f.  weggestrichen.  Durch 
dieses  einfache  Verfahren,  dessen  Mechanismus  man  sich  bald  zu  eigen  machen  wird, 
werden  die  erforderlichen  Factoren  leicht  erhalten. 

Nun  schreibt  man  sich  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  der  Reihe  nach 
die   in   der  zweiten   Verticalcolumne   des  Eliminationsschemas    (pag.  340)   mit  dem 

Zeichen  ")  versehenen  Logarithmen  von  ¥-\  t  ftt-t  •  •  -  •  r*J\  >  m*11  erhält  so  einen 
loa]       |öftlj  1//J1 

Zahlenwerth  mehr  als  Vertioalcolumnen  in  dem  vorstehenden  Schema  sind;  hält 
man  nun  diesen  Zettel  so  über  die  Reihe  der  A- Werthe,  dass  der  Logarithmus  von 
\fnJ-  aber  den  Logarithmus  von  Ab  zu  stehen  kommt,  schlagt  zu  j— -  die  Zahl 
auf,  dann  die  Zahlen  der  Producte  A\  :.  ,-j,  A?  7— -4  u. 's.  f.,  und  bringt  diese 
Werthe  in  eine  Verticalcolumne ,  die  mit  x  überschrieben  ist,  so  ist  die  Summe 
dieser  Werthe  der  Werth  der  Unbekannten  x.  Nun  rückt  man  den  Zettel  über 
die  log  -ö- Reihe ,  ohne  seine  Lage  gegen  die  Verticalcolumnen  zu  ändern  und  be- 
achtet nur  den  ersten  Werth,  der  keinen  Logarithmus  unter  sich  stehen  hat;  zu 
diesem  schlagt  man  wieder  den  Werth  auf  und  bildet  die  Producte  fis  \  -,  > 
B\  TTjA  «•  8-  f-,  die  man  in  die  mit  y  überschriebene  Verticalcolumne  bringt; 
die  Summe  dieser  Werthe  ist  die  Unbekannte  y,  und  in  analoger  Weise  bilden  sich 
die  übrigen  Unbekannten. 

Das  Schema  der  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt : 
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Benützt  man  wieder,  um  diese  Schemen  durch  Zahlenbeispiele  zu  erläutern, 
die  im  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen  Elimination  egleichungen,  so  stellt  sich 
die  Rechnung,  wie  folgt  (vergl.  Schema  pag.  348) : 


1 

» 

3 

4 

J 

9-5"J» 
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9,561*8 
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7.94608 
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8,69708 
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Die   Bestimmung  der  Unbekannten   aus  den  A,  B,  C,  D  und  2?-Cofficienten 
stellt  sich  wie  folgt  (vergl.  Schema  pag.  350): 
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Vergleicht  man  die  hier  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  mit  den  vorher 
durch  die  successiven  Substitutionen  (pag.  345)  bestimmten,  so  wird  man  eine  be- 
friedigende U  eberein  Stimmung  wahrnehmen;  der  grossere  Unterschied  im  Logarith- 
mus von  u  erklärt  sich  aus  der  Kleinheit  der  Zahl  und  beeinflusst  in  der  letzteren 
in  der  That  kaum  die  fünfte  Stelle.  Es  ist  also  ohne  grosse  Mühe  eine  scharfe 
Controle  für  die  Werthe  der  Unbekannten  hergestellt  und  ea  kann  nun  an  eine 
durchgreifende  Prüfung  der  ganzen  Rechnung  geschritten  werden,  die  man  niemals 
verabsäumen  sollte.  -Es  wurde  oben  (pag.  343)  durch  die  Elimination  für  die  Summe 
der  übrig  bleibenden  Fehlerquadrate  [nnb]  der  Werth  0.02563  gefunden;  würde 
man  die  für  die  Unbekannten  erhaltenen  Werthe  in  die  früher  gefundenen  homogenen 
Kedingungsgleichungen  (pag.  321,  322)  einsetzen,  so  würde  man  für  die  übrig  bleiben- 
den Fehler  erhalten: 

o,  =  n,  —  (oj  x  +  A,  y  +  c,  *  +■  <*,  l  +  e,  u  +/,  w) 
v^  =  n2—  (oj2  +■  ijy  +  <v-r-^tf-f-'>j«-|-/iw) 
"3  =  *h  —  («s*  +  hy  +  <^*  +  <M  +  *»"  +/j«] 


deren  Quadratsumme  mit  der  obigen  Zahl  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung 
stimmen  müsste.  Man  kann  aber  die  Prüfung  noch  umfassender  machen,  wenn  man 
auf  die  ursprünglichen  nicht  homogenen  Kedingungsgleichungen  (pag.  320,  321)  zu- 
rückgeht, wobei  man  aber  zu  beachten  hat,  dass  die  durch  diese  letzteren  gefundenen 
Werthe  von  o  mit  der  Quadratwurzel  des  Gewichtes,  oder  was  bequemer  ist,  die 
Quadrate  der  Fehler  mit  dem  zugehörigen  Gewichte  zu  ruultipliciren  sind ,  um  jene 
Quadratsumme  zu  erhalten,  die  durch  die  Elimination  erhalten  würde.  Multiplicirt 
man  daher  die  oben  gefundenen  Werthe  der  Unbekannten  mit  der  Fehlereinheit, 
deren  Logarithmus  oben  (pag.  321)  mit  1.5688  angenommen  wurde  und  dividirt 
dieselben  durch  die  daselbst  angenommenen  Homogenitatsfactoren ,  deren  Logarith- 
men beziehungsweise  0.33893,  4.02489,  0.55422,  0.50920,  0.20387,  0.15635  sind, 
ho  sind  die  Logarithmen  der  ursprünglichen  Unbekannten,  alle  Grossen  in  Hogen- 
sekiinden  angesetzt : 
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log  hfl  = 
log  h  0  = 

log  a  v  = 

log  öö'  Bin  f  = 
]ogQi"  = 


1.0025 

7.4842 

o.  7807 
0*6939 
9.6220 
. 9.0576  . 


Schreibt  man  sich  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  Logarithmen  dieser 
Grössen  mit  veränderten  Zeichen  hin  und  setzt  in  die  erste  Zeile  des  folgenden 
Schemas  die  ursprünglichen  Fehler  n  und  darunter  die  Producte  der  Unbekannten  in 
die  diesbezüglichen  Coefficienten  (pag.  320,  321),  so  wird  man  durch  die  Summirung 
der  über  einander  stehenden  Werthe  zur  Kenntniss  der  übrig  bleibenden  Fehler  in 
den  einzelnen  Coordinaten  gelangen;  man  erhält  so  die  folgenden  Resultate: 
Rectascen  sionen . 
No.  1  1  3  4  5  (•  7  8  9 


n 

— V"°5  — l*"?J  +io"*9  —  g"S7  —  o"oj  +»»*«  +17"09  +I7"°7  +  ■ 

69 

Correct. 

1.    iL' 

— »0.49  —15.70  —  9.67  —19. 68  — I7-S4  —10.01  —  9-*9  —  "4-7»  — «-9S 

.      bp 

+  31.19  +11.46  +12.60  +  7-«  ■+-  J.ll   ■+>  0.84  —  0.41  —  *-5»  —  ° 

99 

.      a# 

+11.62  —  7.01  —11.98  +11.47  —  4.73  —'3-4°  —  6-64  +"-19.  +"4 

97 

.     iV 

+  3.48  +1400  -  O.J9  +  °-°8  +"J.9°  +  o-3"  -  9-64  -iL 18  +14 

6S 

.    off 

—  0.13  +  0.08  —  0.11  —  0.1*  +  0.10  -  o.n  +  0.03  +  0.07         0 

OO 

.      bi' 

0.00  +  0.03         0.00  +  0.01    +  0.01         0.00  —  0.03  +  0.03  —  0 

04 

V 

—  0.18  +  i.ij  —  0.46  —  0.99  —  ».43  —  0.10  +  0.49  +  0.17  +  * 

3* 

B» 

0.0B         1.18         0,21         0.98         5.90         0.01         0.14        0.03         5 

3« 

— iJ"43  +  %"%9  —  S"i9  —  7"S6  —  o 
—  8.JJ  +  1.97  +  3-9^  —  7-9»  +  1 
+13.18  —  4.14  —  S-"7  +  1.88  —  ° 
+  8.87  +  1.4»  +  5-11  +  8.67  +  0 


o.67  - 


"64  - 
-77  + 


IS  " 

8"14  — 
4.H  + 
0.J6  +  ■ 
5-48  + 


IS  —  0.13  - 

S7  +  0-66  - 


■73  + 
•J4  — 

■  3*  + 


.03  +o 


15  + 


..39  +  0.10  - 


il  +  . 


0  +  *.i8  +  0.81  —  1.5»—  3-41  - 

01  4.7S  0.67  1.31  11.76 
addirt  man  nun  diese  Fehlerquadrate,  nachdem  man  dieselben  mit  ihren  Gewichten 
durchmultiplicirt  hat,  was  im  vorliegenden  Falle  wenig  Muhe  macht,  da  alle  lie- 
dingungsgleichungen  das  Gewicht  1  haben,  mit  Ausnahme  der  Gleichungen  No.  3 
und  12,  denen  nur  das  Gewicht  0.5  angeschrieben  ist,  so  findet  sich: 

[••]  =  35"»7  • 
Aus  der  Zahl  [n»6]  ±=0.02563  resultirt  aber,   wenn  man  dieselbe   mit  dem 
Quadrate  der  angenommenen  Fehlereinheit  multiplicirt : 

[m6]  =  35"i8 
was  eine  befriedigende  Ueberein Stimmung  ist,  und  eine  durchgreifende  Oontrole  aller 
bisherigen  Rechnungen  abgibt. 
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§  3.   Bestimmung  der  Gewicht«  und  der  mittleren  Fehler  der  Unbekannten. 

Im  Falle,  dass  eine  Unbekannte  durch  directe  Beobachtungen  bestimmt  wurde, 
war  die  Auswerthung  des  Gewichtes  des  arithmetischen  Mittels  sehr  einfach,  indem 
dasselbe  unmittelbar  gleich  war  der  Summe  der  Gewichte  der  Beobachtungen;  viel 
schwieriger  wird  aber  die  Bestimmung  der  Gewichte  in  dem  nunmehr  vorliegenden 
Falle,  wenn  durch  die  Beobachtungen  mehre  Unbekannte  gleichzeitig  bestimmt 
werden. 

Seien  die  Gewichte  der  Unbekannten  der  Reihe  nach  durch  Px,  Py,  Px,  . . . 
bezeichnet,  femer  sollen  die  Beobachtungswerthe  »,  ,  n2,  n,,  ...  gleiches  Gewicht 
haben.  Es  ist  nämlich  oben  (pag-  314)  gezeigt  worden,  dass  man  durch  die  Multi- 
plication  einer  jeden  Bedingungsgleichung  mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen  Ge- 
wichtes derselben  ein  System  von  Beobachtungen  von  verschiedenen  Gewichten  auf 
ein  solches  mit  gleichen  Gewichten  zurückfuhren  kann;  wären  also  die  vorgelegten 
Beobachtungen  von  differenter  Genauigkeit,  so  wird  vorausgesetzt,  dass  durch  das 
eben  erwähnte  Verfahren  die  Zuriickführung  auf  gleiche  Gewichte  bewerkstelligt  sei. 

Die  Unbekannte  x  und  ebenso  die  anderen,    werden  sich  offenbar  nach  dem 
linearen  Charakter  der  in  Betracht  gezogenen  Funktionen  in  eine  lineare  Abhängig- 
keit von  den  Beobachtungsfehlern  bringen  lassen  ;  man  wird  daher,  ohne  vorerst  auf 
die  Bedeutung  der  Coefficienten  näher  einzugehen,  schreiben  dürfen : 
x  =  ainl  +'a3«s  +  05%+  ..  I 

Ist  s  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit,  und  sind  ex,  ev, 
e„  ...  die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten ,  so  lassen  sich  zunächst  sofort  die  Re- 
lationen aufstellen  (vergl.  pag.  311): 


ex  =  e  )V  +  «i*  +  «3a  +  •  •  ■  •  =  *  V[t 

%  _  t  VW] 


Pv  ~  \fifl 


Man  hat  daher  zur  Bestimmung  des  Gewichtes  der  Unbekannten  Px  nur 
die  Bedeutung  der  Summe  [aa]  näher  zu  ermitteln.  Hierzu  bieten  die  Normal- 
gleichungen ein  geeignetes  Mittel;  dieselben  sind  (vergl.  pag.  317): 

[aa]  x  +  [ab]y  +  [ac]z  +  ...  =[«»] 

[a  b]  x  +  [b  b]  y  +  [b  c]  z  +  . . .  =  [4  n] 

[ac]x  +  [bc]9+[ec]g+...  =  [c  n] 
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Denkt  man  sich  nun  ein  analoges  Gleichungssystem  von  der  Form 

[aa]  0,  +  [ab]  Gj  +  [•«]  0,  +  . . .  =  i 

[ab]  Q,  +  [bb]  Q,  +  [bc]  Ck  +  . . .  =  o 

[ac]  Q,  +  [Je]  Q1  +  [cc]Qa+...=o 


so  erhält  man  durch  Auflösung  dieses  Systemes  die  Werthe  der  Grünst  Q,,  Qj,  Qj  . . . ; 
addirt  man  nun  die  Normalgleichungen,  nachdem  man  dieselben  der  Reihe  nach 
mit  Q| ,  Qj,  ^  . .  durchmultiplicirt  hat ,  bo  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  in 
3)  aufgestellten  Bedingungen  nach  der  Addition: 

x  =  [an]  Q,  +  [bn]  <&  +  [«*]  Qj  +  . . . 

Löst  man  nun  in  dieser  Gleichung  die  Summen  auf  und  ordnet  nach  den  Grössen  n, 
so    werden    die     Cdefficienten    der    verschiedenen    n   mit   den  a-Coefficienten    der 
Gleichung  1)  identisch  werden  und  man  wird  durch  die  Gleichsetzung  erhalten: 
ai=a,Qi+b1Q1  +  c1Q3  +  ...  \ 

<*i  =  «1  Qi  +  h  Qi  +  <=i  Q»  +■  •  ■  •  I 

ai  =  aaQl+b3Ql+ciQi  +  ...  (  4) 


Um  nun  die  geforderte  Bestimmung  von  [aa]  zu  erhalten,  denke  man  sich 
vorerst  diese  Gleichungen  links  und  rechts  mit  o,,  a^,  o,  ..  multiplicirt  und  addirt, 
dann  folgt  sofort  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  und  3) : 

aio,  4-as«i  +«s<*s  +  ■•  =  [*«]  =  '  5) 

ebenso  wird  die  Mnltiplication  mit  b,  c  u.  s.  w.  ergeben : 

a,  6,  +  ai  Ji  -f-  a3  b3  +  . . .  = .  [o  b]  =  o  | 

«i  c,  +  oa  c,  +  a3  es  -r-  . . .  =  [ac]  =  o  >  6) 


weiter  gibt  aber  die  Multiplication  der  Gleichungen  4)  mit  den  zugehörigen  a  und 
Addition  derselben  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  5)  und  6) ; 

[««]  =  «,  .  7) 

womit  also  die  Bestimmung  des  reeiproken  Werthes  des  Gewichtes  von  x  er- 
reicht ist,  da  ja  die  Bestimmung  von  Q,  aus  den  Gleichungen  3)  keinen  weiteren 
Schwierigkeiten  unterworfen  ist.  Wollte  man  in  analoger  Weise  die  Bestimmung 
der  Werthe  [ßß],  [yy]  ■■■  durchfuhren,  so  würde  man  nun  in  den  Gleichungen  3) 
für  die  erstere  Bestimmung  in  der  zweiten  Gleichung  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
die  Einheit  zu  setzen  haben,  für  die  anderen  Gleichungen  aber  die  Null  einsetzen, 
für  die  Bestimmung  von  [yy]  würde  man  die  dritte  Gleichung  der  Einheit  gleich 
setzen  u.  s  f.  Man  gelangt  dadurch  zu  dem  Schlüsse,  dass  man  den  reeiproken 
Werth  des  Gewichtes  einer  jeden  Unbekannten  leicht  erhält,  wenn  man  in  die  Nor- 
malgleichungen   der  Reihe   nach    rechts    vom    Gleichheitszeichen    für  *   die    erste 
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Gleichung,  für  y  die  zweite  Gleichung  u.  b.  f.  der  Einheit,  die  übrigen  Coefficienten 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  Null  gleich  setzt  und  die  Gleichungen  diesen 
Bedingungen  entsprechend  fimel  auflöst,  wübei  /t  die  Anzahl  der  Unbekannten  vor- 
stellt; der  an  Stelle  der  betreffenden  Unbekannten  auftretende  Werth  ist  der  gesuchte. 
So  einfach  scheinbar  diese  Methode  ist,  so  würde  dieselbe  in  der  eben  hingestellten 
Form  doch  recht  beschwerlich  ausfallen ,  weil  man  das  Gleichungssystem  u  mal  auf- 
zulösen hätte;  es  lassen  sich  aber  Methoden  der  Rechnung  angeben,  welche  diese 
Arbeit  mit  Benützung  der  bereits  berechneten  Coefficienten  auf  eine  höchst  unbe- 
trächtliche reduciren. 

Dehnt  man  die  folgenden  Entwicklungen  auf  den  Fall  von  6  Unbekannten 
aus,  so  hat  man  zur  Bestimmung  des  Gewichtes  von  x  nach  dem  Vorausgehenden 
in  den  Nonnalgleichungen  zu  setzen: 

[an]  =  i  ,     [cn]  =■  o  ,     [en]  =  o 
[&»]  =  o  ,     [rfn]  =3  o  ,     [fn]  =  o  ; 

beachtet  man,  dass  nach  der  vorliegenden  Methode  der  Gewichtsbestimmung  die 
Auswerthung  des  reciproken  Wertlies  des  Gewichtes  durch  die  successive  Elimination 
sich  genau  so  gestaltet,  wie  die  Ermittelung  des  Werthes  von  x,  so  sieht  man  so- 
fort, dass  nur  jene  Hilfsgrossen  Abänderungen  erfahren  werden,  die  mit  »  verbun- 
den erscheinen,  die  übrigen  bleiben  unverändert;  man  wird  also  zu  setzen  haben, 
wenn  man  die  bei  der  directen  Bestimmung  der  Unbekannten  (pag.  346,  347)  be- 
nützten Hilfsgrössen  einführt: 


[»».]_. 


!»>]  . 


[■•] 


[»lil 


[Mi] 

•[5115 


4  - 


[cn 


jJ.        [«»] 


[*»]— ES 


1,,  [0»jJ  =  _g: 

1«»— H-fcä 4 


V&  —  &. 


"[Sil] 


4- 


rAui— — Isfl- 


"P3      PTi  ■*       l"1  ■* 


W»l] 


4  =  ^. 


[«04]  = 

Oben  (pag.  347J  war  für  die  directe  Bestimmung  von  x  gefunden  worden  die 
Gleichung : 
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„„] 


[1.1] 


['• 


u- 


W«l! 


A  + 


Man  hat  also  iii  dem  vorliegenden  Falle  gemäss  den  Gleichungen  8)  (pag.  355)  in  die- 
sen Ausdruck  statt  [an],  [bm],  [cm],  [dn^],  [«»4],  [fn$]  beziehungsweise  die 
Weiche  1,  Aj,  Ai,  A3,  A,  und  A$  zu  setzen  und  erhält  also  zur  Bestimmung  des 
reziproken  Werthes  des  Gewichtes  von  x  die  Gleichung: 


"(•«]  ' 


■4j-*3    1    -Ai-At    1    -<ii4 


+ 


ü     ~  [•«]   "■"  [«■]   "■"  [•«■]   """  [«]]   "^  l«4] 

Will  man  dag  Gewicht  Ton  y  bestimmen,  so  hat  i 
[an]  =  o,   [in]  =  i ,   [es]  =  o,   [rfn]=o,   [«»] 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

[!■!]  — 1,     [«J»l]~o,     [/»l]  =  o 


I//JI  ' 


o,    [/»]  = 


['»■]  = 


[,.!}  = 


verfährt  man  nun  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  oben,  so  wird  man  leicht  finden, 
das»  für  die  Bestimmung  des  Gewichtes  von  y,  welches  durch  Py  bezeichnet  ist, 
resultirt :  . 


Ji-B, 


[ddD 


B4S4    .    -B^gs 


P,  —  H>b,]  T  [ec,]  -r  [drfj]  t-  [„4]   -r  rjyjj   ■ 

Zur  Bestimmung  des  Gewichtes  von  z  wird  man  zu  setzen  haben: 

[cm]  =  1       [«12]  =  o 
[dm]  =  o  ,     [fm]  =  o  , 


id.}]  = , 


[/■S]- 


[«»3]—  o. 

[e»4]  =  I  ,     [/«4]  = 


l/»5]  =  I  • 

Es  bestimmen   sich   also  die  reciproken  Werthe   der  .Gewichte  der  einzeln60 
Unbekannten  durch  die  Gleichungen: 


,-  + 


[Sil]  T[c.s] 


_  ^a^a    1    -^«-4« 

[<"3l  """  [e.4]   "'    I//51 

I    -Ba^g  _i_  ^«  J4    1    -Bg-Bg 

l"[Ml]  T|..4]    T[//!l 

C.C,         C.C.         C.C, 

["!]  """  [<«4l  T  I//S] 

■      1   AP«   ,  AP» 

&•<!]  T  [«4]   T  {//!] 
[•■»]  LZ/!) 

KTil 
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Aus  den  Gleichungen  to)  erhält  man  also  mit  Hilfe  der  bereits  vorhandenen 
HilfsgrÖBsen  in  sehr  einfacher  Weise  die  reciproken  Werthe  der  Gewichte,  wobei 
man  zu  beachten  haben  wird,  dass  dies  eigentlich  jene  Werthe  sind,  deren  man  zur 
Bestimmung  der  mittleren  Fehler  bedarf,  da  ja  die  Quadrate  der  mittleren  Fehler 
umgekehrt  proportional  den  Gewichten  sind.  Ausserdem  ist  es  klar,  dass  von  einer 
GewichtsbeBtünmung  ganz  wohl  die  Rede  Bein  kann,  wenn  die  Anzahl  der  Bedingungs- 
gleichungen der  Anzahl  der  Unbekannten  gleich  ist. 

Die  Bestimmung  der  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  wird  also  sofort  thun- 
lich  sein,  wenn  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  dem  Gewichte  i  bekannt 
ist;  est  sollen  nun  die  zur  Bestimmung  der  letzteren  Grösse  nö'thigen  Ableitungen 
vorgenommen  werden,  wobei  die  schon  früher  berechnete  Grösse  [er]  =  [»«]  ihre 
Verwendung  findet. 

Es  sei  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit  «  und 
es  wird  vorausgesetzt,  dass  alle  Bedingungsgleichungen  das  gleiche  Gewicht  haben, 
was  stets  dadurch  erreicht  wird  (vergl.  pag.  314),  dass  man  vor  Beginn  der  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  alle  vorhandenen  Bedingungsgleichun- 
gen mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen  Gewichtes  durchmultiplicirt ;  das  Ge- 
wicht einer  solchen  Gleichung  soll  nun  der  Einheit  gleich  sein,  also  der  mittlere 
Fehler  derselben  e;  bezeichnet  man  wieder  mit  t>„  Bj,  v3  ...  die  Unterschiede  zwi- 
schen der  Beobachtung  und  Rechnung  nach  erfolgter  Ausgleichung,  mit  Jt,  <f%,  d3  . . 
die  wirklichen  Beobachtungsfehler,  sind  x,  y,  z  ...  die  durch  die  Ausgleichungs- 
rechnungen  gefundenen  Werthe  der  Unbekannten,  x-\-Sx,  y+Sy,  z -\~  5  a  .... 
die  wahren  Werthe  derselben,  so  hat  man  offenbar  (vergl.  pag.  315)  die  zwei 
Gleichungssysteme : 

0,«+*,  y  +  c,  z  +  . . .  ~  n,  =  —  vt 

a1x  +  b1y  +  ot*+:..—  »i  =  —  o* 

a3x  +  bsy-\-c3z+...—ni  =  —  vn 


a,  (x  4-  Sx)  +  A,  (y  -f-  ty)  +  c,  (z  +  dz)  -+-  . . .  -  m,  =  —  Jx  | 

oj  (*  +  Sx)  +  bi  [y  +  6y)  +  ct  [x  +  dz)  +  . . .  —  «j  =  —  J-\  . 

o,  (x  +  Sx)  +  b3  [y  +  dy)  -I-  cj  (f  -|-  9z)  +  . . .  —  «j  =  —  Jt  I 

Multiplicirt  man  nun   die  Gleichungen  11)    der  Reihe  nach   mit  c,,  Oj,  c3   ...  um 
addirt,  so  erhält  man,  da  die  Relation  (vergl.  pag.  337)  besteht: 

[a.]  =  [H-[..]  =  -=°, 
sofort: 

[•»]-[••]  '3) 

Verfährt  man  ebenso  mit  den  Gleichungen  12),  so  findet  sich  andererseits: 

[..]  -  [.4  .  .4) 

Die  Vereinigung  der  Resultate  der  Gleichungen  13)  und  14)   ergibt: 

[..]  =  [»4  .  15) 
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Um  nun  die  Summe  der  tatsächlichen  Fehlerquadrate  [J  J\  mit  der  mini- 
malen [vv]  mit  Hilfe  der  Fehler  der  Unbekannten  in  Verbindung  zu  bringen,  multi- 
plicirt  man  die  Gleichungen  11)  und  12)  der  Reihe  nach  mit  ä\,  </j,  J^  ...  und 
erhält  so  durch  Addition : 

\a<f\x+\bj\y\  [cJ]z+  ...  —  [» J]  =  -  [tJ]  =—[»»] 
[aJ\  [x  +  dx)  +  [bj]  [y  +  Sy)  -f  [ej]  [z  +  3z)  +  ...  —  [nJ]  =  -  [JJ] 
Die  Subtraction  dieser  Gleichungen  ergibt: 

\JJ\  =  [vv]  —  [aj]  Sx  —  [bj]  dy—[cj)dt—...  16) 

wobei  offenbar  nach  der  Idee  des  mittleren  Fehlers  zu  setzen  sein  wird: 

[4J\  =  »«e  ,  17} 

wenn  m  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  vorstellt.  Die  Bestimmung  von 
[st '  J]  aus  der  Gleichung  16}  hätte  keine  weitere  Schwierigkeit,  wenn  die  Fehler  der 
für  die  Unbekannten  gefundenen  Werthe  bekannt  wären ,  eine  Bestimmung  die  offen- 
bar unthunlich  ist;  doch  soll  sofort  gezeigt  werden,  welche  Werthe  man  diesen 
Fehlem  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeit  beimessen  kann.  Multiplicirt 
man  die  Gleichungen  12)  der  Reihe  nach  mit  <*,,  %,  »,  ...  und  addirt  dieselben 
so  findet  eich  leicht: 

+  [aa]Sz+[ab]ij,+  [ac]6'*+ /  =       l      '  ' 

Nun  ist  aber  die  erste  Zeile  in  diesem  Ausdrucke  der  Bestimmung  der  Nor- 
malgleiohungen  entsprechend  der  Null  gleich,  man  hat  daher,  wenn  man  die  ana- 
logen Resultate  hinschreibt ,  die  die  Multip lication  mit  den  0 ,  c  . .  Coefucienten 
ergibt: 

[aa]dx  +  [ab]dy  +  [ac]iz  +  ...  +  [aJ]  =0  I 
[ab]tx  +  {bb]dy+  [be]tx+...  +  [bJ]=o  I 
[ac]dx  +  [bc)3y-\-  [cc]8z+  ...  +  [cJ\  =0       [ 


•9) 


Die  Gleichungen  19)  sind  wie  Normalgleichungen  zusammengesetzt,  nur  stehen 
an  Stelle  der  Unbekannten  die  Fehler  derselben  und  anstatt  n  die  Grössen  —  J; 
es  wird  daher  die  Bestimmung  dieser  Fehler  durch  die  Grössen  —  J  in  derselben 
Weise  vorgenommen  werden  dürfen,  wie  die  Bestimmung  der  Unbekannten  aus  » 
und  man  wird  deshalb  die  in  der  Gleichung  1)  [pag.  353)  auftretenden  a,  ß,  y  . . . 
Coefucienten  ohne  Abänderung  benutzen  dürfen  und  die  Relationen  erhalten: 

dz**  —  {a,^!  +  aj^/a  +  «s^>-|-.  •■  }    | 
6y  =  -{ßtJt+ß3Jt+&J3  +  ...} 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die   Gleichungen  16)  ein,   so   wird  ! 
man  die  Summe  [a  ä]  auflöst,  für  die  einzelnen  Glieder  erhalten : 
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—  [aJ\dx  =  {alJl+a1di  +  aaJ3  +  ...)(a^dl  +  o,//a  +  asd3  +  ,..} 

—  [bJ)iw>™[bljl  + 1,4  +  ^4  +  ...)  (A4  +A4  +  A4  +  --) 

—  [cd]iz=^  (c,d,  +0)4  +  ^4  +  ■-•)  (/i4  +ft4  +  ft4  4-  ■•■) 

Man  wird  vor  Allem  behaupten  können,  dass  diese  Froducte  nothwendig  positiv  sein 
müssen,  denn  die  Constanten  sind  so  bestimmt,  dass  [v v]  ein  Minimum  ist;  jede  von 
der  durch  die  Normalgleichung  erhaltenen  Bestimmung  der  Unbekannten  abweichende 
Bestimmung  wird  daher  diese  Fehlerquadratsumme  vermehren  müssen ,  woraus  un- 
mittelbar mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  iö)  die  aufgestellte  Behauptung  be- 
stätigt wird. 

Führt  man  nun  die  in  21)  angezeigten  Multiplicationen  durch  und  beschränkt 
sich  auf  die  erste  Gleichung  allein,  indem  die  übrigen  in  gleicher  Weise  behandelt 
werden  können,  so  kann  das  Resultat  dieser  Multiplication  in  der  folgenden  Weise 
hingeschrieben  werden : 

—  [ad]äz  =  a^axJxJ^  +  a^a^^J^  +  a3a3J3d3  +  ...  +  Sq{JpJr) 
wobei  unter  den  Zeichen  JS  alle  jene  Producte  zusammengefasst  gedacht  erscheinen, 
die  verschiedenen  Fehlem  angehören,   während   die  ersteren   Glieder   die  Quadrate 
dieser  Fehler  enthalten;    setzt  man  nun  für  J\  J\ ,  d^d?,  d3d3  ■■   ihre   mittleren 
Fehlerquadrate  ee  und  beachtet,  dass  nach  Gleichung  5)   (pag.  354)  ist: 

[««]  =  ■ , 

so  erhält  man: 

—  [aJ]Sx=  ee  +  Sq{dpJr)  ; 
der  erste  Tbeil  rechter  Hand  wird  als  Quadrat  nothwendig  positiv  sein,  also  der 
obigen  Forderung,  dass  —  [ad]  Sx  pdsitiv  ist,  genügen;  im  letzteren  Theile  wird 
aber  wegen  der  Combination  der  verschiedenen  Fehler  mit  einander,  und  da  posi- 
tive und  negative  Fehler  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  haben,  die  angezeigte  Summe 
bald  positive  bald  negative  Werthe  erhalten,  die  aber  im  Allgemeinen  gegen  das 
entere  Glied  klein  sein  werden;  man  darf  daher  im  Durchschnitte  annehmen,  dass  ist 

—  [ad] dz  =  ee  ; 
durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  erhält  man  die  Relationen: 

—  [bd)dif  =  —  [cJ\dz  =  ...  =ee  . 
Setzt  man  diese  Relationen  in  die.  Gleichung  16J  ein,  se  erhält  man  also,  wenn 
man  mit  ft  die  Anzahl  der  Unbekannten  bezeichnet,  mit  Rücksicht  auf  17) : 

mee  =  [vv]  4-  ftee 
in  welcher  Gleichung  m  die  Anzahl   der  Bedingungsgleichungen  vorstellt;  bestimmt  , 
man  daraus  e,  so  findet  sich; 


=  ±t/ä 


womit  die  verlangte  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers   der  Gewichtseinheit  erlangt 
ist.     Die  Bestimmung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  nach  dieser  Formel  zeigt,    dass 
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an  eine  solche  nur  gedacht  werden  kann,  wenn  mehr  BedingnngBgleichungen  vorhanden 
sind,  als  die  Anzahl  der  Unbekannten  betragt.  Verbindet  man  diese  so  gewonnenen 
Werthe  von  e  mit  den  durch  die  Gleichung  10]  (pag.  356)  bestimmten  Gewichten, 
80  erhält  man  die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  bestimmt  durch: 


yp. 


VP. 


23) 


Indem  somit  die  letzte  gestellte  Aufgabe  erledigt  erscheint,  wird  es  wieder 
angemessen  erscheinen,  die  Rechnungsschemen  anzugeben  und  durch  ein  Beispiel 
zu  erläutern.  Zur  Berechnung  der  Formeln  10)  wird  man  sich  in  das  Schema  in 
der  unmittelbar  ersichtlichen  Weise  die  Logarithmen  der  Quadrate  der  bereits  er- 
mittelten Hilfsgrö'ssen  eintragen,  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  Com- 
plemente  der  Logarithmen  von  [aa],  [iii],  [cc2~:,  [dd$],  [ee^.\.  jj'ri\  aufschreiben 
und  diese  Logarithmen  über  die  A1  Zeile  halten,  so  dass  log  .■■■  über  log  A*?  zu 
stehen  kommt ;  hierbei  wird  der  log  -. — :  über  die  Zahlen  des  Schemas  hinausragen; 
zu  diesem  letzteren  Logarithmus  wird  mau  die  Zahl  aufschlagen  und  unter  dieselbe  in 
eine  Vertikal  columne  die  übrigen  Produkte  der  Horizontalzeile  bringen,  die  Summe 
dieser  Zahlen  ist  der  reciproke  Werth  des  Gewichtes  von  x;  nun  rückt  man  das 
Papier  vertikal  um  eine  Horizontalzeile  herab,  schlägt  zum  ersten  nach  links  vor- 
stehenden Logarithmus  die  Zahl  und  die  übrigen  Produkte  auf  und  bringt  alles  wieder 
in  eine  Vertikalcolumne ,  die  Summe  dieser  Werthe  ist  -=-  u.  s.  f.;  das  Schema 
stellt  sich  also  wie  folgt: 


• 

' 

4 

5 

log  A,' 

log  Af 

log^a» 

log  Af 

log  Af 

logBa* 

logÄ' 

log«,' 

log  Bf 

logW 

log  C 
logD," 

log  W 

logA" 

log -Ei" 

[•"] 

[Hi] 

iceli 

[ddS\ 

[..4] 

A,At 

3,3, 

o,c. 

B,D, 

3,3, 

[«■] 

[»«1 

[da,] 

[«4] 

l//il 

A,A, 

3,3, 

c,c. 

D,D, 

[«>) 

[ddi\ 

1..4] 

I//S1 

A,A, 

3,3, 

0,0, 

["ll 

l"«4l 

,//s] 

A,A, 

3,3, 

1"«] 

l//sl 

A,A, 

[//!] 

1  :P, 

1  :  PK 

1  :  P. 

1  :  Pt 

1  :  P„ 

log  (1 :  Pr, 

log  (■  :  P,) 

10g  |I    !   P,l 

log  (1  :  P,) 

log  (1  :  PJ 

log  {1  1  P„, 
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Die  Fortsetzung  des  oben  gegebenen  Rechnungsbeispieles  gibt  also  mit  Rück- 
sicht anf  das  obige  Schema: 


9.04461 

9.10314 

9.16968 

8.85961 

6.14670 

7-499" 

8.46461 

4-753>6 

4. 84650 

8.53IJO 

7.5445° 
7.38318 

3.83816 

4.8164B 
7.394"6 

+0.19053 

+0.76670 

+0.51035 

+■0-35319 

+0.24316 

+0.08496 

+O.OOI01 

+0.01101 

+0.00059 

+0.00060 

+0. 0511s 

+0.01019 

+O.OJ1.0 

+0.00000 

+  0.0176O 

+0.00000 

+O.OOOO3 

+0.50647 

+0.77800 

+  0-333" 

+0.35378 

+0.14376 

9.5981 

9.8910 

9.5117 

9-548? 

9.3870 

9.3848 

Die  Summe  der  übrig  bleibenden  Fehlerquadrate  ist   jvergl.   pag.  343]  : 
[vv]  =  [»»6]  =  0.02563  . 
Da  im  vorliegenden  Falle  m  =  1 8  und  ft  =  6  ist,  so  findet  »ich  der  mittlere  Fehler 
einer  Bedingungsgleichung  nach  der  Formel  23)    fpag.  360) : 

log  «  =  8.6647  - 
Will  man  diesen  mittleren  Fehler  in  Bogensekunden  kennen,  so  wird  man  dieses  so 
gefundene   e  mit  der  Fehlereinheit,   deren  Logarithmus  oben  mit  1.5688  angenom- 
men wurde,  zu  multipKciren  haben  und  es  findet  sich  also : 

b  =  ±  i"ji2  ; 
will  man  nun  die  Unsicherheit,  d.  h.  den  mittleren  Fehler  der  Elemente  selbst  ken- 
nen, so  wird  man  zu  beachten  haben,  dass  die  vorliegende  Auflösung  nicht  die  Un- 
bekannten selbst  gibt,  sondern  Unbekannte,  die  in  einer  linearen  Relation  zu  den  er- 
steren  stehen;  die  diesbezüglichen  Factoren  wurden  oben  [pag.  32t)  angenommen  (die 
Cotffici enteu  sind  logarithmisch  angesetzt]  : 

x  =  o  33893  iL'  ,     t  =0.50920  i)  f 
y  =  4.024890^    ,     (1=0.20387  da'  sin*' 
'  2  =  0.55422  i<P   ,     »=0.15635  8»' 

man  wird  also  die  Quadratwurzeln  der  gefundenen  Reciproken  der  Gewichte  mit  t 
zu  multipliciren  und  durch  die  diesbezüglichen  Homogenität  scoefficienteii  zu  divi- 
diren  haben,  um  die  mittleren  Fehler  der  Elemente  zu  erhalten,  und  mit  Benützung 
der  vorstehenden  Zahlen  finden: 


mittlerer  Fehler 

von  ä  V 

=  ±  o"494 

.               . 

.      ifl 

=  ±  0.000143 

.               » 

»       t>® 

=  ±0.276 

■ 

»    HW 

=  ±  0.315 

.               . 

ÖQ'  sint 

=  ±  0.529 

. 

dt 

=  ±  0.588  . 

Ojpolior,  üaiicbMtin; m ringen 
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§  6.    Behandlung  der  vorgelegten  Aufgabe  im  Falle,  dass  die  Auflösung  der 
Normalgleichungen  besonderen  Unsicherheiten  unterworfen  Ist. 

Die  in  den  vorausgehenden  Paragraphen  gegebenen  Vorschriften  bedürfen 
unter  Umständen  einer  etwas  veränderten  Behandlung,  wenn  nämlich  die  Auflösung 
der  Normalgleichungen  besondere  Unsicherheiten  bietet;  man  erkennt  diese  Un- 
sicherheiten ,  wenn  man  nicht  schon  vor  Beginn  der  Lösung  von  diesem  Umstände 
Kenntniss  hat,  sofort  daran,  dass  der  erste  Coefficient  einer  oder  mehrer  Elimination  s- 
gleichungen  sehr  klein  wird;  es  sind  diese  Coefficienten  oben  mit  den  Symbolen 
aa\,  [64 1],  [ccz],  [dd$],  ...  identificirt  worden.  Diese  Coefficienten  müssen,  wie 
man  dies  aus  ihrer  Entstehung  sofort  ableitet  Ivergl.  pag  331;,  nothwendig  positiv 
sein,  es  kann  aber  in  Fällen  besonderer  Unsicherheit,  wo  dann  der  fragliche  Coef- 
ücient  unter  die  Grenze  der  Sicherheit  der  Rechnung  tritt,  der  paradoxe  Fall  ein- 
treten, dass  dieser  Coefncient  thatsächlich  negativ  gefunden  wird.  Die  Ursache 
dieser  Erscheinung  ist  oben  {pag.  332)  erklärt  worden,  als  bedingt  durch  das  nahe 
proportionale  Verhältnis»  zweier  oder  meiner  ('oefficientenreihen.  Ist  der  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Unbekannten  und  den  Beobachtungen  ein  völlig  linearer, 
so  kann  dem  eben  bemerkten  Nachtheile  dadurch  begegnet  werden ,  dass  man  die 
ganze  Rechnung  auf  eine  grössere  Anzahl  von  Decimalen,  als  im  Endresultate  ver- 
langt, werden,  anlegt;  doch  macht  diese  Ausdehnung  der  Rechnung  auf  mehr 
Decimalen  die  Arbeit  bei  den  zahlreichen  Multiplicationen  sein-  mühsam  uud  zeit- 
raubend. Bei  der  Anwendung  auf  die  in  dem  vorliegenden  Werke  auftretenden  Pro- 
bleme hat  man  aber  niemals  mit  solchen  linearen  Functionen  zu  thun,  so  dass  das 
eben  in  Vorschlag  gebrachte  Verfahren  wenig  Aussicht  auf  Erfolg  hätte,  denn  die 
in  Anwendung  gebrachten  Differential  quotienten  zwischen  den  Incrementen  der  Un- 
bekannten und  den  beobachteten  Werthen  werden  bei  so  bedeutenden  Aenderungen 
nicht  constant  angenommen  werden  dürfen.  Man  wird  aber  hieraus  die  im  Allge- 
meinen zu  wenig  beachtete  Bemerkung  ableiten,  dass  man  die  Wahl  der  Unbe- 
kannten des  Probleme  s  so  vorzunehmen  hat,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Aenderungen  derselben  und  den  Beobachtungen  ein  möglichst  linearer  wird ;  hierfür 
können  aber  keine  allgemeinen  Methoden  gegeben  werden,  und  man  wird  von  Fall 
zu  Fall  für  das  vorgelegte  Problem  die  entsprechendsten  Hilfsmittel  einzuführen 
trachten.  So  viel  kann  man  aber  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  man  durch  die 
Lösung  des  Problem  es  unter  Voraussetzung  der  Linearität  der  Funktionen  den 
gesuchten  Resultaten  näher  kommen  wird ;  trifft  diese  Annäherung  nicht  hin- 
reichend zu,  so  wird  die  Anwendung  der  mit  Hilfe  des  zuletzt  gewonnenen  Resul- 
tates neu  berechneten  Differentialquotienten  eine  abermalige  Verbesserung  finden 
lassen,  welches  Verfahren  fortgesetzt  im  Allgemeinen  eine  mehr  minder  rasche  Con- 
vergenz  zeigen  wird.  Man  wird  aber  leicht  bemerken,  dass  dieser  Vorgang  viel  an 
Kürze  zu  wünschen  übrig  lassen  wird,  denn  man  hat  für  jede  Verbesserung  die 
Rechnungen    ganz    vom    Anfang    an    neu    durchzuführen;     die    in    diesem    Werke 
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angeführten  Methoden  sind  jedoch  so  gewählt,  daas  man  wohl  nur  in  sehr  sel- 
tenen Fällen  auf  dieses  beschwerliche  Verfahren  zurückgeführt  wird. 

Man  wird  meist  schon  bei  Beginn  der  Rechnungen  theils  durch  anderweitig 
gewonnene  Erfahrungen,  theils  aus  theoretischen  Betrachtungen  wissen  können,  ob 
in  dem  vorgelegten  Falle  besondere  Unsicherheiten  in  der  Lösung  des  l'robleraes  zu 
erwarten  sind;  so  wird  z.  B.  die  Bestimmung  der  Bahnelemente  eines  kleinen  Pla- 
neten aus  den  Beobachtungen  einer  Opposition  meist  in  zwei  Elementen  eine  be- 
sondere Unsicherheit  hervortreten  lassen,  ans  zwei  Oppositionen  in  einem;  die  Be- 
stimmung einer  Kometenbahn  aus  den  Beobachtungen  einer  Erscheinung  wird  im 
Allgemeinen  meist  nur  eine  Unbekannte  besonders  unsicher  erscheinen  lassen.  Man 
wird  sich  hierbei  klar  zu  machen  haben,  dass  diese  Unsicherheit,  wenn  nicht 
die  Wahl  der  Unbekannten  besonders  zweckmässig  vorgenommen  werden  kann,  sich 
meist  auf  die  übrigen  Unbekannten  erstreckt,  indem  sich  diese  als  Functionen  des 
unsicheren  Elementes  darstellen  lassen;  die  Bestimmung  der  übrigen  Elemente  er- 
scheint sofort  sicher,  wenn  man  eine  Relation  einführt,  die  die  Unsicherheit  in  dem 
fraglichen  Elemente  aufhebt.  Bei  Bahnbestimmungen  werden  aber  solche,  die  Un- 
sicherheit behebende  Relationen  selten  genug  herbeigeschafft  Werden  können ,  wenn 
nicht  anderweitige  neue,  der  Zeit  nach  weit  abstehende  Beobachtungen  herangezogen 
werden  können ;  doch  wird  zum  Beispiel  der  Umstand,  dass  die  meisten  Kometen 
nahezu  parabolische  Hahnen  haben,  benutzt  werden  können ,  bei  der  Lösung  des 
Problemes  in  diesem  Falle  e=  i  zu  setzen;  es  wird  durch  diese  Specialisirung  in 
den  meisten  Fällen  die  Unsicherheit  in  der  Auffindung  der  Elemente  behoben. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  will  ich  nun  noch  auf  die  Methode 
eingehen ,  die  man  im  Falle  einer  besonderen  Unsicherheit  in  der  Auflösung  der 
Normalgleichungen  anwenden  kann,  um  so  weit  als  thunlich  Resultate  zu  erlangen, 
die  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeit  gemäss  bestimmt  sind.  Es  ist  klar,  dass, 
da  im  Allgemeinen  zu  dieser  Lösung  keine  neuen  theoretischen  Bedingungen  ein- 
geführt werden  können  und  dürfen,  eigentlich  das  Bestreben  nur  dahin  gerichtet 
werden  muss,  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  derartig  einzurichten,  dass  der 
Unsicherheit  der  Rechnung  der  möglichst  geringe  Einftuss  eingeräumt  wird.  Ich 
werde  wieder,  wie  oben,  voraussetzen,  dass  sechs  Unbekannte  zu  bestimmen  seien, 
von  denen  zwei  einer  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  sind;  es  wird  diese  letz- 
tere Beschränkung  für  die  vorliegenden  Zwecke  ausreichend  sein  und  die  Zurück- 
fuhrung auf  den  einfacheren  Fall,  wo  nur  eine  Unbekannte  unsicher  bestimmt  er- 
scheint, sich  leicht  machen  lassen.  Man  wird  vorerst  die  Rechnung  so  anlegen, 
dass  die  voraussichtlich  mit  besonderen  Unsicherheiten  behafteten  zwei  Unbekannten 
als  die  letzten  erscheinen,  was  meist  a  priori  entschieden  werden  kann;  wenn  dies 
nicht  möglich  wäre,  so  wird  eine  vorläufige  Lösung  der  Normalgleichung  die  ge- 
wünschte Aufklärung  geben;  ich  setze  also  voraus,  dass  die  Bestimmung  der  Un- 
bekannten u  und  w  besonderen  Unsicherheiten  unterworfen  ist;  es  werden  demnach 
in  der  vollständigen  Elimination  die  Coefncienten  [««4]  und  [ff$\  ausserordentlich 
klein.    Ich  hebe  hier  nochmals  hervor,  dass  sieb  diese  Unsicherheit  gewöhnlich  auch 
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den  anderen  Unbekannten  in  verschiedenem  Maasse  mittheilt.  Unter  den  eben  ge- 
machten Voraussetzungen  wird  also  die  Bildung  der  Elimination sgleichungen  bis  zur 
fünften  Gleichung  (Elimination  von  «*)  keine  Unsicherheit  bieten;  man  wird  deshalb 
ohne  Bedenken  nach  der  bisherigen  Methode  die  folgenden  EliminationBgleichuDgen 
bilden  können: 

[aa]x+  La%  +  [>">]*  +   [•  rf] '  +  [«•]«  +   W1  »—[•■]     . 
[ÄAijy  +  [bci]z  +  [6di]t  +  [bei}u+  [bfi]w  =  [bm]  l 

Icc2}z  +  [cd2]t  +  [ce2]u+[c/2]te=[cn2]  |  l> 

[dd3]t  +  [di3}*+  [rf/3]«=  [d»i\  I 

Diese  Eliminationsgleichungen  werden  aber  offenbar  die  Unbekannten  als  Funktionen 
von  u  und  w  darstellen  lassen,  durch  successive  Substitution  oder  durch  irgend  ein 
zweckmässiges  Eliminationsverfahren,  indem  hier  die  vier  ersten  Unbekannten  die 
Formen  erhalten : 

t=  [at,  +  ißt)u+  [>*;»  | 

z  =  {a  z]  -\-  \(i  z)u  -\-  [y  z)  v>  | 

y=  («y!  4-  (W«+  (yy)w  I 

x  =  lax)  +  \ßx)u+  [yx)w  ) 

wobei  jetzt  die  in  runden  Klammern  stehenden  Coefficienten  von  Fall  zu  Fall  be- 
kannte Grossen  sind.  Man  wird  zu  2)  bemerken  können,  dass,  wofern  man  auf 
eine  Bestimmung  der  Unbekannten  w  und  w  verzichtet,  und  dieselben  der  Null  gleich 
setzt,  die  erste  verticale  Coefficientenreihe  die  wahrscheinlichsten  Wertbe  der  Un- 
bekannten unter  der  gemachten  Voraussetzung  ergibt.  Andererseits  wird  die  Grösse 
der  ß  und  y  Coefficienten  die  aus  der  Unsicherheit  der  Elemente  u  und  v>  entste- 
hende Unsicherheit  in  den  anderen  Elementen  aufweisen,  wobei  häufig  der  Fall 
eintreten  wird,  dass  einer  oder  mehre  dieser  Coefficienten  klein  werden ;  man  wird 
daraus  den  Schluss  ableiten  dürfen,  dass  in  diesem  Falle  für  das  betreffende  Element 
die  Unsicherheit  von  w  und  w  ohne  wesentlichen  Nachtheil  ist.  Hat  man  für  u 
und  w  in  der  That  die  unsichersten  Elemente  gesetzt,  so  wird  keiner  der  ß  und  y 
Coefficienten  die  Einheit  überschreiten;  sollte  dies  aber  doch  der  Fall  sein,  so 
deutet  dieser  Umstand  darauf  hin,  dass  man  dieses  Element  hatte  als  letztes  wählen 
sollen,  doch  wird  dies  keinen  wesentlichen  Nachtheil  für  die  Rechnung  haben,  so 
lange  nicht  ein  solcher  Coefficient  die  Einheit  um  ein  Vielfaches  überschreitet. 

Die  Bestimmung  dieser  in  2)  auftretenden  Coefficienten  muss  sorgfältig  con- 
trolirt  werden,  da  diese  Coefficienten  die  Grundlage  für  alle  späteren  Rechnungen 
abgeben.  Indem  vorausgesetzt  ist,  dass  diese  durch  die  Methode  der  unmittelbaren 
Substitution  erhalten  sind,  kann  zu  deren  Controle  in  sehr  übersichtlicher  Weise 
mit  Hilfe  der  bereits  oben  (pag.  346,  347)  eingeführten  A,  B,  O ...  Coefficienten  eine 
nochmalige  Bestimmung  erhalten  werden ;  man  findet  leicht ,  wenn  man  beachtet, 
dass  die  mit  dem  Index  5  versehenen  Coefficienten  sich  der  Voraussetzung  nach 
einer  sicheren  Berechnung  entziehen: 
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ta.i  -  '*"  i  »"1  i  j_  :<!i  A    i  n»n  j 

l**l  —  [««]  +iSTil  ■*  +  i.Jij  ^!  +  [da,]  A> 


M  =  4  +  jHi,[^-- 


,  i«/»l  ,     ,   lä/y   .  I 
+  irti]  -*■  +  i«j  -*■  < 


.  u» 


.1^1  . 


;j-ii 


« 


IC»)  =  * 

™       ti«ü  *  i»>!  "■.  ^  iSii  **  i 

ß»)  =  C, 


(„  1)  =  Hill 
1°''  —  [iJj] 

0»')  =  A 

(,<]  =-  ata 

Substituirt  man  nun  die  [in  2)  (pag.  364)  erhaltenen  und  durch  3)  controlirten 
Werthe  der  Unbekannten  in  die  Bedingungsgleichungen,  so  erhalten  die  letzteren 
die  Gestalt: 

(«i)  +  (A)«+ W«  =  "i  I 

(o,l  +  (fc)«  + W»-«l  4) 

(«■)  +  (Ä)«+  M«  =  »i 


in  welchen  Gleichungen  also  die  neu  eingeführten  Cuefficienten,  deren  Bestimmung 
der  Voraussetzung  nach  durchaus  keiner  Unsicherheit  unterworfen  ist , '  die  folgende 
Bedeutung  haben : 

(«1)  =  «1  {<"}  +  öi  («?)  +  ci  M  +di{at) 
[<*,]  =«,(0«]  +  61(051]  +c2(az)  +  ajM) 

(A)  -  <h  Iß')  +  »,  (/»»)  +  «I  (M  +  «1  (M  +  «. 
[ft!  =  o,  |ft»)  +  4,  i/>y)  +  e,  |/J«)  +  o,  |/»()  +  •, 

M  =  «1  fr*!  +  *i  fr»)  +  =1  (?«i  +  «1  M  +/i 

W=°i(r«)  +  h[rv)  +  ily)  +  <kir>)  +/i 

Setzt  man  nnn  überdies  in  den  Gleichungen  4} : 

"1'— «1  —  («1) 
n,'  =  h,  —  (oj) 
«s'  =  fl|  —  (os) 
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so  wird  man  vorerst  zu  beachten  haben,  dass  man  als  Controle  der  bisherigen  Rech- 
nungen (vgl.  pag.  337)  benützen  kann : 

[»»4]  =  [<•■«■] .  7) 

Mit  Hilfe  der  Relationen  4)  und  6)  (pag.  365)  hat  man  also  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Unbekannten  u  und  v>  mit  den  Beobachtungen  auf  die 
einfachste  und  directeste  Weise  hergestellt,  man  hat  nämlich  jetzt  die  Gleichungen: 

(Ä)  «+(*]"  =  «,'  | 

die  zur  Hestimmung  von  u  und  w  verwerthet  werden  können.  Es  ist  also  hiermit 
das  anfangs  angedeutete  Ziel  erreicht,  die  Bestimmung  der  Unbekannten  u  und  w 
ans  den  Beobachtungen  selbst  durch  möglichst  wenig  Zwischenrechnungen  her- 
stellen zu  können,  und  mehr  ist,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  nicht  zu  leisten. 
Diese  Gleichungen  8)  werden  einen  sehr  sicheren  Maassstab  abgeben,  ob  die  Bestim- 
mung der  Unbekannten  u  und  tc  oder  einer  derselben  überhaupt  möglich  ist;  werden 
nämlich  die  Coefncienten  iß)  und  [•/)  alle  gleichzeitig  so  klein,  dass  dieselben  gleich 
geachtet  werden  können  der  Unsicherheit  der  angewandten  Rechnungsmethode,  so 
ist  eine  Bestimmung  beider  Unbekannten  völlig  unthunlich,  haben  aber  diese  Coefn- 
cienten eine  angemessene  Grösse,  so  kann  dennoch  die  Bestimmung  der  einen  Unbe- 
kannten unmöglich  sein,  wenn  die  zusammengehörigen  \ß]  und  [7)  Coefncienten 
nahe  proportional  sind;  dieser  Umstand  braucht  jedoch  vorerst  hier  nicht  beachtet 
zu  werdender  tritt  ohnehin  bei  den  weiteren  Schritten  der  Auflösung  von  selbst 
hervor.  Es  soll  nun  vorausgesetzt  werden,  dass  diese  Coefncienten ,  wie  dies  wohl 
in  der  Regel  der  Fall  sein  wird,  eine  angemessene  Grösse  haben,  welche 
die  unvermeidliche  Unsicherheit  der  Rechnung  wesentlich  überschreitet.  Die 
Bedingungsgleichungen  8)  enthalten  zwar  keine  neuen  Bedingungen  gegen  die 
ursprünglichen  Gleichungen  und  dürfen  dieselben  auch  nicht  enthalten,  ge- 
währen aber  den  Vortueil,  dass  denselben  bereits  vier  Bedingungen  (allgemein 
[fi — 2]  Bedingungen)  der  Normalgleichungen  genügen,  daher  die  noch  zu  erfüllenden 
Bedingungen  einfacher  präcisirt  werden  können.  Es  kann  hier  noch  darauf  auf- 
merksam gemacht  werden,  dass  es  sich  für  die  Bequemlichkeit  der  Rechnung  em- 
pfiehlt, die  Gleichungen  8)  ähnlich  wie  dies  mit  den  ursprünglichen  Bedingungs- 
gleichungen geschehen  ist,  durch  Einführung  von  Homogenitätsfactoren  (vergl. 
pag.  318)  umzugestalten;  man  wird  mir  schliesslich  hei  der  Bestimmung  der  Werthe 
der  Unbekannten  diese  Factoren  gehörig  zu  berücksichtigen  haben.  Bildet  man 
nun  nach  den  bekannten  Regeln  aus  den  Gleichungen  8]  dicNormalgleichungen .  so 
erhalten  dieselben  die  Gestalt; 

Pr]>  +  b7]»-b"n  '      9' 

doch   wird   man   nur   nöthig   haben ,    die  Coefncenten   der   ersten  Gleichung  allein 
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zu  berechnen,  da  vorerst  mir  die  Absicht  vorliegt,  u  als  Funktion  von  w  darzu- 
stellen. Es  ist  klar,  dass  bis  auf  eventuell  eingeführte  Homogenitätsfactoren,  die 
leicht  in  Rechnung  zu  ziehen  sind,  nothwendig  nach  der  Herstellung  und  den  Be- 
dingungen der  Gleichungen  sein  muss: 

M  =  [««4] ,  [M  =-  [./4] ,  [M  =  [«»4] ,  io) 

doch  wird  diese  Identität  nur  theoretisch  bestehen,  in  der  Anwendung  werden  mehr 
oder  minder  grosse  Unterschiede  auftreten,  je  nach  dem  Maasse  der  vorhandenen  Un- 
sicherheit in  der  Lösung  der  Normalgleichungen ;  es  werden  jedoch  die  aus  den  Glei- 
chungen 9)  resultirenden  Werthe  den  Vorzug  verdienen,  da  dieselben  aus  einer  fast 
directen  Rechnung  erlangt  sind,  und  in  der  That  das  hier  vorgeschlagene  modifi- 
cirte  Verfahren  angewendet  wurde,  um  eine  grössere  Sicherheit  zu  erhalten.  Man 
ist  also  dahin  gelangt,  die  vorletzte  Elimination Bgleichung  hinschreiben  zu  können 
mit  der  Ueberzeugung  dass  die  Ooefficienten  im  Allgemeinen  numerisch  nahe  rich- 
tig festgelegt  erscheinen.     Setzt  man  demnach: 


\ßy\ 
[ßß]  ' 


II] 


}  =  [n', 


so  ist  die  Relation  zwischen  u  und  u>  bestimmt  durch : 

u  =  [a'ü)  •+■  [/«)  w  ,  12) 

wobei  wieder  [a'u]  der  wahrscheinlichste  Werth  von  «  sein  wird,  wenn  man  w 
der  Null  gleich  setzt.  Die  durch  diese  Substitution  erlangte  verminderte  Summe 
der  Fehlerquadrate  wird  nach  den  bekannten  Regeln  bestimmt  sein  durch : 

IM  '      '  3I 

führt  man  die  Relation  12)  in  die  Gleichungen  2)  (pag.  364)  ein,  80  nehmen  die- 
selben die  Gestalt  an : 

«=  ("'«1  +  (/«]«> 

1=  !«'<)  +  (/')» 

z  —  ;«'  2)  +  (/z)  w 

v  =  i«'y)  +  ir's," 

»=(«'»,  +  (/*)« 
wobei  also  allgemein  gesetzt  ist: 

[a   E)  =  («£)  +  (/*  Ei  («'  ü)  ; 
führt  man  aber  12)  in  die  Gleichungen  8)  ein  und  setzt: 

V  =  »i'—  (A)  («'") 

n»  —  »t  —  'AI  («' «) 

<  =  «,'-  (A)  («'«) 


und : 


!)•,')  -  (n)  +  IA)  (/« 

W)  =  W  +  (A)  (/« 
W)  =  W  +  (A)  !/« 
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so  erhalten  nunmehr  die  Gleichungen  S)    (pag.  366)  die  Form : 

18) 


(y,  '}»  =  »," 
in'}  w  =  fh" 
(ft'J »  —  %" 


wobei  man  Bich  durch  die  Relation  13)  (pag.  367)  eine  theilweise  Controle  für  die 
Richtigkeit  der  Rechnung  verschafft;;  aus  diesen  Gleichungen  wird  die  Bestimmung 
von  vi  nach  eventueller  Einführung  von  Homogenitätsfactoren  durch: 

»=wr  '" 

bewirkt.     Man  wird  wieder  bemerken,  dass  theoretisch 

[//]=[//5]         [/»"]  =  [/»  5]  20] 

sein  rmiss,  dass  aber  bei  den  vorausgesetzten  Verhältnissen  wieder  eine  nahe  Ueher- 
einstimmung  nicht  erwartet  werden  kann.  Die  auf  das  Minimum  herangebrachte 
Summe  der  Fehlerquadrate  wird  sein : 

;..]  =  [».6]  =  (»"»-]  -  fe? .  ■       „j 

Ist  nun  einmal  [vt>]  bekannt,  so  bestimmt  sich  nach  der  Formel  22)  (pag-  35g)  der 
mittlere  Fehler  einer  Bedingungsgleichung,  und  da  durch  10}  (pag.  367]  und  20),  die 
für  die  Rechnung  der  Hilfsgrössen  Ah.  Bs ,  C:>,  Db  und  Eb  nöthigen  Factoren 
(PN?-  34°>  347)  m't  hinreichender  Genauigkeit  bekannt  sind,  (auf  eventuell  eingeführte 
Homogenitätsfactoren  zu  achten],  so  wird  die  Rechnung  der  Gewichte  nach  der 
Formel  10)  (pag.  356)  keine  weitere  Schwierigkeit  haben,  und  hiermit  erscheint  das 
vorgelegte  Problem  mit  einer  nach  Thunlichkeit  maximalen  Präcision  gelöst.  Diese 
letzteren  Bestimmungen  werden  aber  in  der  Regel  in  den  vorgelegten  Fällen  nicht 
vorgenommen  werden,  da  es  sich  meist  darum  handelt,  neben  dem  wahrscheinlich- 
sten Elementen  Systeme  jene  Grenze  zu  suchen,  bis  zu  welcher  hinaus  dieselben  ab- 
geändert werden  dürfen  ohne  den  Beobachtungen  zu  widersprechen,  Grenzen,  die 
nach  den  vorgelegten  Beobachtungen  und  der  suhjeetiven  Anschauung  sehr  dehn- 
bar sind. 

Die  Gleichungen  14)  (pag.  367)  stellen  die  Unbekannten  als  Funktionen  der  un- 
abhängig Variablen  to  dar ;  betrachtet  man  aber  überdies«  u  in  so  weit  unabhängig  va- 
riabel, als  dasselbe  abgeändert  werden  darf,  ohne  w  zu  variiren,  so  sind  die  maassgeben- 
den  Coefficienten  für  u  in  den  Gleichungen  2)  (pag.  364}  enthalten;  man  wird  deshalb 
sagen  können,  dass  in  den  folgenden  Gleichungen  u  und  w  unabhänig  variabel  Bind : 

*  =  («'*)  +  {ße\u  +  {?t)w  | 

z=  («'*)  +  lfls)u  +(/*)« 

y  =  («'y)+  (M«  +  {/*)• 

*  =  {«'*)  +  (?*)«  +  (/*)«,  I 

wobei  aber  zu  beachten  ist,    dass  wenn  man  w  allein  als  unabhängig  variabel  be- 
trachtet, u  bestimmt  werden  muss  nach  12)   (pag.  367)  nämlich: 
u  =  {a'u)  +  !y'u)u)  , 


22) 
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Unter  diesen  einschränkenden  Voraussetzungen  erscheint  also  in  der  Folge  u  als  un- 
abhängig variabel.  Indem  man  den  nach  19)  (pag.  368)  bestimmten  Wcrth  in  die 
Bedingungsgleichungen  18)  einsetzt,  gelangt  man  zur  Kenntnis»  der  minimalen 
Fehler,  setzt  man  also : 

so  mues  die  auf  diese  Weise  gefundene  Summe  der  Fehlerquadrate  [vv]  mit  dem 
durch  21)  (pag.  368}  bestimmten  Werthe  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen  der 
Rechnung  stimmen,  womit  eine  gute  Controle  erreicht  ist.  Man,  kann  nun  daran 
gehen,  eine  umfassende  Controle  noch  dadurch  herzustellen,  dass  man  den  durch 
19)  bestimmten  Werth  von  w  in  12)  (pag.  367)  einfuhrt  und  dadurch  («)  erhält. 
Die  Substitution  dieser  Werthe  in  2)  (pag.  364)  gibt  die  übrigen  Unbekannten;  die 
so  gefundenen  Werthe  der  Unbekannten  setzt  man  in  die  ursprünglichen  Be- 
dingungsgleichungen  ein,  und  muss  die  eben  angeführten  minimalen  Fehler  e,,  «•,, 
Pj  . . .  bestätigt  finden. 

Den  Gleichungen  22J  (pag.  368)  analog,  kann  man  die  übrig  bleibenden 
Fehler  als  Funktionen  von  w  und  u  darstellen,  beide  unter  den  gemachten  Ein- 
schränkungen als  unabhängig  variabel  betrachtend  ;  man  erhält  dann  die  Fehler,  die 
in  den  Orten  übrig  bleiben,  bestimmt  durch: 

/,=%"  —  {(/*,)«+  (/,')»} 
/,=*/  — {(ft}«+WW 


24) 


In  diesen  Ausdrücken  wird,  wenn  man  für  w  den  wahrscheinlichsten  Werth  snbsti- 
tuirt  und  w  nach  12)  (pag.  367)  bestimmt,  «  =  o  zu  setzen  und  /  in  v  zu  verwandeln 
sein;  variirt  man  aber  w  in  (w  -+-  Jv>),  und  «in  («  +  Ju),  so  erhält  man  sofort,  wenn 
man  diese  Werthe  in  24)  einführt: 

/,  =  .,  —  {(ft)</«  +  foV»} 


*5) 


welche  Gleichungen  also  die  Aenderungen  der  übrig  bleibenden  Beobachtungsfehler 
darstellen,  wenn  man  «  und  w   unter  den  gemachten  Einschränkungen  willkürlich 
variirt.     Quadrirt  und  addirt  man  die  vorstehenden  Gleichungen,    so  erhält  man: 
[//]  =  [•»]  +  [ßß]  Ju*  +  tf/]Jvfi  ,  26) 

da  nothwendig  nach  Gleichung  7)   (pag.  316) 

[pv]=o 

[/»]  =  o 
ist,  und  nach  17)  (pag.  367)  wenn  man  daselbst  beiderseits  mit  dem  entsprechenden 
(t  multiplicirt  und  die  fielation  11)   (pag.  367)  beachtet,' 
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\Pr']  =°   ■ 

wird, 

Der  Ausdruck  26)  zeigt  unmittelbar  in  welcher  Weise  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate zunimmt,  wenn  man  für  u  und  w  Annahmen  macht,  die  von  den  wahrschein- 
lichsten Werthen  um  die  Beträge  Ju  und  du>  abweichen.  Da  nun  nach  Gleichung  2 2; 
(pag.  350)  in  einem  gegebenen  Falle  der  mittlere  Fehler  e  einer  Bedingungsgleichung 
von  der  Summe  der  Fehlerquadrate  abhängig  erscheint,  bo  wird  stets  derselbe  Werth 
von  £  erhalten,  wenn  man  nur  die  Quadratsummen  gleich  macht.  Man  leitet  hieraus 
den  Schluss  ab,  dass  alle  jene  Systeme  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  An- 
spruch, nehmen ,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  /  identisch  wird ; 
für  du  =  Jto  =  o  erhält  man  die  minimale  Summe.  Man  kann  der  Gleichung  26) 
noch  eine  andere  Gestalt  geben, die  für  die  Folge  sich  bequem  erweist.  Setzt  man 
nämlich : 

n  sin  N  =  du  I 

«  cosiV:=  Jv>  J  '' 

so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt  an: 

tff]  =  ["]+»»<M  +  &■>'])>  28) 

d.  h.  alle  jene  Systeme,  für  die  n  identisch  ist,  haben  die  gleiche  Wahrscheinlich- 
keit,  der  Winkel  N  bleibt  völlig  willkürlich. 

Die  vorstehend  entwickelten  Vorschriften  werde  ich  später  bei  dem  für  den 
Planeten  Ililda  gewählten  Heispiele  ausführlich  erläutern  und  verweise  demnach  in 
dieser  Richtung  auf  das  betreffende  Kapitel.  Das  weiter  unten  durchgeführte  Bei- 
spiel für  den  Kometen  I  1866,  behandelt  den  einfacheren  Fall,  wo  nämlich  nur  die 
Bestimmung  einer  Unbekannten  einer  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  ist. 
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Ableitung  der  Elemente  aus  einer  beliebig  grossen  Zahl  von 

Beobachtungen. 


A.   Bildung  der  Normalorte. 

Mit  Rücksicht  auf  die  I  pag.  94  gemachten  Bemerkungen  ist  es  sofort  klar, 
dass,  wenn  die  Zahl  der  vollständigen  Beobachtungen  3  überschreitet,  denselben 
nur  durch  ein  Elementen  System  nach  Maassgabe  der  Beobachtungsfahler  genügt 
werden  kann;  es  stellt  sich  also  die  Aufgabe,  aus  einer  beliebig  grossen  Zahl  von 
Beobachtungen  die  wahrscheinlichsten  Elemente  zu  ermitteln,  und  es  werden  daher 
jene  Principien,  die  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufgestellt  wurden,  hier 
zur  Verwerthung  kommen.  Es  wird  aber  nicht  immer  nothig  sein,  die  daselbst  auf- 
gestellten Grundsätze  in  aller  Streoge  durchzuführen,  wenn  nicht  die  äusseret«  Ge- 
nauigkeit verlangt  wird,  und  man  wird  sich  je  nach  den  Umständen  Abkürzungen 
erlauben  können.  Es  werden  daher  in  der  Folge  sowohl  die  strengen,  als  auch  die 
genähert  richtigen  Methoden  zur  Erreichung  des  Zweckes  mitgetheilt  werden;  vor 
Allem  soll  aber  vorerst  die  Vereinfachung  der  Rechnung,  die  durch  die  Bildung  der 
Normalorte  erlangt  wird,  näher  beleuchtet  werden. 

Es  wird  in  den  folgenden  Untersuchungen  stets  vorausgesetzt,  dass  genähert 
richtige  Elemente  in  irgend  einer  Weise  bekannt  sind;  aus  diesen  kann  man  sich 
den  geocentrischen  Lauf  des  Himmelskörpers  (Ephemeride)  berechnen;  vergleicht 
man  die  aus  dieser  Rechnung  folgenden  Orte  mit  den  Beobachtungen,  so  ist 
klar,  dass  innerhalb  gewisser  Zeitgrenzen  die  Unterschiede  zwischen  den  beobach- 
teten und  berechneten  Orten  in  jeder  der  zwei  polaren  Koordinaten  auf  die  Form : 

u  =  a  +  bt  +  ct*  +  dt3  +  ... 
gebracht  werden  können.  Die  Coe'fncienten  a,  b,  c  . . .  werden  im  Allgemeinen  um 
so  kleiner  sein,  je  näher  die  zu  Grunde  gelegten  Elemente  der  Wahrheit  kommen; 
ausserdem  werden  im  Allgemeinen  die  Coefficienten.  mit  den  Potenzen  von  t  rasch 
kleiner  werden.  Seien  nun  »  Beobachtungen,  die  innerhalb  des  vorgesetzten  Zeit- 
raumes liegen,  angestellt  zur  Zeit  tj,  tj,  ■ .  .  tf,;  die  Unterschiede  zwischen  der  Be- 
obachtung und  Rechnung  im  Sinne  »Beobachtung-Rechnung«  angesetzt,  seien  der' 
Reihe  nach  u,,  u^  .. .  wn;  ist  nun  T  irgend  ein  bestimmtes  Zeitmoment,  innerhalb 
der  gesetzten  Zeitgrenzen,  welches   man  als  Ausgangspunkt  der  Zeitzählung  wählt, 
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so  erhält  man  vorerst  für  die  Bestimmung  der  Coefficienten  a,  b,  c  . .  .  die  folgenden 
Bedingungsgleichungen : 

ul  =  a  +  b{tx  —  T)  +c{<l_^i+  ...  | 


I) 


un  =  a+b[tn—I)  +  e[t%—T^+. 


aus  welchen  Gleichungen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  Coefficienten 
a,  b,  c  . . .  bestimmt  werden  können ;  sind  dieselben  bestimmt,  so  wird  der  Coeffi- 
cient  a  jene  Correction  angeben,  die  man  an  den  für  die  Zeit  T  berechneten  Ephe- 
meridenort  anzubringen  hat,  um  den  aus  den  n  Beobachtungen  für  diese  Zeit  re- 
sultirenden  Ort,  den  Normalort,  zu  erhalten.  An  die  Gleichungen  ij  wird  man  aber 
noch  mehre  Bemerkungen  zu  knüpfen  haben.     Es   ist  zunächst  klar ,    dass  man  in 

diesem  Systeme   allen   beobachteten   Unterschieden  «, ,    w-2 u„  genügen   konnte, 

wenn  man  nur  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  eine  der  Anzahl  n  entspre- 
chende Zahl  von  zu  bestimmenden  Coefficienten  einführt;  doch  wird  dieses  schein- 
bar strenge  Verfahren  zu  wesentlichen  Ungenauigkeiten  führen ;  es  ist  aus  dem  Um- 
stände, dass  die  Ephemeride  verhältnissmässig  nahe  richtig  ist,  also  selbst  für  weit 
ausserhalb  der  gesetzten  Zeitgrenzen  liegende  Epochen  die  Beobachtungen  noch  nahe 
darstellt,  klar,  dass  die  Coefficienten  a,  b,  c,  ...  mit  den  Potenzen  von  t  rasch  ab- 
nehmen müssen,  und  um  so  rascher,  je  genauer  die  der  Rechnung  der  Ephemeride 
zu  Grunde  gelegten  Elemente  sind ;  man  wird  daher  in  der  Lösung  der  Glei- 
chungen i)  eine  erheblich  grossere  Genauigkeit  erhalten,  wenn  man  von  der  theore- 
tisch noth  wendig  stattfindenden  Bedingung  der  Kleinheit  der  höheren  Coefficienten 
Gehrauch  macht  und  dieselben  der  Null  gleich  setzt,  und  sich  je  nach  Maassgabe 
der  Umstände  höchstens  auf  die  Bestimmung  der  drei  ersten  Coefficienten  beschränkt. 
Es  erscheint  mir  sogar  erwünscht,  stets  so  nahe  richtige  Ephemeriden  zu  benützen, 
dass  man  auch  den  ^-Coefficienten  vernachlässigen  kann,  in  diesem  Falle  wird  sich 
aber  die  Rechnung  ganz  ausserordentlich  einfach  gestalten  lassen ;  bestimmt  man 
nämlich  71,  so,  dass  dasselbe  dem  Mittel  der  Beobachtungszeiten  entspricht,  nämlich : 

T=±(t1+t1  +  ....  +  en),  2) 

so  sieht  man  sofort  ein,  dass  die  Bestimmung  des  eigentlich  nur  zur  Ermittelung 
der  Ephemeriden  correction  für  die  Zeit  T  notwendigen  a-C'oefffcienten  erlangt 
wird  durch: 

*  =  £  («1  +  «i  +  .-..+«»)  :  3) 

weil  im  Mittel,  der  hier  gewählten  Bestimmung  von  T  gemäss,  der  Factor  von  b 
verschwindet.  Ist  die  Ephemeride  nur  einigermaassen  zutreffend,  so  wird  man  ohne 
merklichen  Fehler  für  die  Zeit  T  die  dem  Mittel  der  Zeiten  nächste  Epoche  der 
Ephemeride  benützen  dürfen. 

Zu  den  vorstehenden  Betrachtungen  kann  man  noch   hinzufügen,    dass  wenn 
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die  einzelnen  Beobachtungen  verschiedenes  Gewicht,  beziehungsweise  g\,  $%•■■■  gn> 
hätten,  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  T  und  a  zu  berechnen  waten  nach : 

l\+9*+  ■■■+9*  I  . 

S/1+91  +  ■■■+gn  } 

Hat  aber  die  Ephemeride  nicht  die  gewünschte  Annäherung,  so  dass  man 
furchten  muss,  nicht  mit  den  aus  2)  und  3)  (pag-  372)  resultirenden  Näherungen 
auszureichen,  so  wird  man,  was  ich  für  das  genaueste  halte,  sich  eine  bessere  Ephe- 
meride herzustellen  trachten,  welcher  Forderung  meist  leicht  genügt  werden  kann, 
oder  man  wird  nach  den  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auseinander- 
gesetzten Methoden  die  Gleichungen  1)  (pag.  372)  zur  Bestimmung  der  a,  b  und  c 
Coefficienten  verwenden,  oder  was  am  schnellsten  zum  Ziele  führt,  wenn  auch  die 
Genauigkeit  dadurch  am  meisten  leidet,  man  wird  sich  die  Abweichungen  der  Be- 
obachtungen von  der  Rechnung  als  Ordinalen  in  ein  im  entsprechenden  Maassstabe 
ausgeführtes  Coordinaten System  eintragen  und  als  Abscissen  die  Beobachtungszeiten 
nehmen;  eine  nach  dem  Augenmaasse  gezogene,  diesen  festgelegten  Punkten  mög- 
lichst entsprechende  Curve  von  einfachem  Zuge  wird  ebenfalls  sehr  nahe  den  Fehler 
der  Ephemeride  darstellen ;  die  Ordinate  dieser  Curve  zu  einer  der  Mitte  der  Be- 
ohachtnngszeiten  nahe  gelegenen  Abscisse  wird  also  die  Correction  der  Ephemeride 
für  dieses  Moment  ergeben ;  ich  brauche  aber  wohl  kaum  hier  hervorzuheben,  dass 
ich  das  letztere  Verfahren  nur  als  einen  wenig  befriedigenden  Nothbehelf  betrachte 
und  den  zuerst  genannten  Methoden  den  Vorzug  gebe. 

Bei  der  Anwendung  der  vorstehenden  Methoden  kommt  es  hauptsächlich  an 
auf  die  Herstellung  der  Ephemeride  und  auf  die  Vergleichung  derselben  mit  den 
Beobachtungen,  und  es  wird  sich  empfehlen,  hier  auf  diese  Sache  näher  einzugehen, 

Die  Ephemeride  gibt  den  Ort  des  Himmelskörpers  für  bestimmte  Zeitpunkte 
an,  die  durch  gleiche  Zeitabstände  getrennt  sind ;  sind  diese  sehr  gross  gewählt,  so 
wird  die  Interpolation  wegen  der  höheren  Differenzwerthe  schwierig,  kann  sogar 
unter  Umständen  zu  ungenauen  Resultaten  führen;  sind  die  Abstände  der  Epochen 
aber  wieder  sehr  eng  gewählt,  so  wird  zwar  die  Interpolation  wesentlich  erleichtert, 
man  hat  aber  eine  nicht  ganz  unbeträchtliche  Mehrarbeit  geleistet,  indem  mehr 
Ephemeridenorte  gerechnet  wurden,  als  unumgänglich  nöthig  sind.  Hierbei  das 
richtige  MaaBS  zu  finden,  ist  im  Allgemeinen  nicht  leicht;  die  Bemerkung  aber, 
dass  die  Interpolation  anfängt  lästig  zu  werden,  falls  die  zweiten  Differenzwerthe 
ein  gewisses  Maass  überschreiten,  gibt  in  mancher  Beziehung  die  nöthige  Lei- 
tung lind  die  folgenden  Betrachtungen  werden  eine  zwar  nicht  ganz  sichere,  aber 
doch  mindestens  orientirende  Richtschnur  geben. 

Im  Allgemeinen  wird  man  die  Betrachtungen  zunächst  auf  die  rechtwin- 
keligen heliocentrischen  Coordinaten  beschränken  können,  denn  hat  man  dieselben 
in  für  die  Interpolation  genügend  kleinen  Intervallen  berechnet  (diese  Rechnung 
macht  die  grösste  Arbeit  -bei  der  Herstellung  einer  Ephemeride)    so  wird  man,  falls 
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die  polaren  geocentrischen  Koordinaten  allzu  «inregelmässig  gingen,  durch  eventuell 
wiederholte  Interpolation  in  die  Mitte  für  die  letzteren  die  hinreichend  kleinen 
Intervalle  erhalten  können.  Für  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  gehen  aber  die  be- 
kannten Bewegungsgleichungen  (I  pag.  40)  die  Form : 

dfx x_ 

dz*  ~  r»   ■ 

da  man  aber  x  auf  die  Form  r  cos  \p  bringen  kann,  und  die  zweiten  Differentiale 
ein  Maass  für  die  zweiten  Differenzwerthe  abgeben,  so  wird  man  daraus  die  Be- 
merkung ableiten  können,  dass  die  Differenzen  zweiter  Ordnung  nahezu  umgekehrt 
proportional  den  zweiten  Potenzen  der  heliocentrischen  Entfernung  sein  werden; 
man  wird  also  für  das  Intervall  der  Ephemeridenepochen  \T)  die  Form  erhalten: 
J=c#,  5] 

wo  c  eine  Konstante  ist,  die  leicht  durch  die  Erfahrung  sich  bestimmen  lässt.  Für 
die  Erde  würde,  wenn  nicht  der  Mond  Störungen  von  sehr  kurzer  Periode  veran- 
lassen würde:  eine  Rechnung  von  3  zu  3  Tagen  genügend  sein,  um  die  Interpola- 
tion der  rechtwinkeligen  Koordinaten  bis  auf  die  siebente  Stelle  sicher  ausführen 
zu  können;  daraus  leitet  man  den  Schluss  ab,  dass  c  etwa  gleich  3  gesetzt  werden 
darf,  da  für  die  Erde  ohne  merklichen  Fehler  für  die  vorliegenden  Zwecke,  r  der 
Einheit  gleich  gesetzt  werden  kann. 

Man  wird  aus  5)  zunächst  die  Bemerkung  ableiten,  dass  man  für  Himmels- 
körper mit  massiger  Kxcentricitat  (Planeten)  wohl  das  Intervall  für  alle  Theile  der 
Hahn  constant  annehmen  darf;  sind  aber  die  Excentrici taten  gross,  so  mrs  das 
Intervall  variirt  werden ,  und  man  wird  sich  zu  entscheiden  haben ,  welche  Wahl 
man  trifft;  man  wird  demnach  in  diesem  Falle  nur  immer  für  gewisse  Hahntheile 
das  Intervall  constant  annehmen  dürfen. 

Beim  Uebergange  auf  den  geocentrischen  Ort  wäre  zu  beachten,  dass  vor- 
erst die  Differenzen  der  Koordinaten  des  Himmelskörpers  und  der  Erde  in  Betracht 
kommen;  man  wird  daher  zu  berücksichtigen  haben,  dass  bei  der  Vereinigung  der 
beiden  Koordinaten  sich  die  zweiten  Differenzwerthe  ebenfalls  summiren ;  man  wird 
als»  in  diesem  Falle  das  Intervall  im  Allgemeinen  nicht  grosser  wählen  dürfen  als 
3  Tage  für  alle  Himmelskörper,  für  die  r  grösser  als  die  Einheit  wird;  man  bat 
also  die  Bedingungen : 

r>  1  ,  j=i 
r<\  J=ir*. 
Da  man  aber  stets  von  den  geocentrischen  rechtwinkeligen  Koordinaten  den  Ueber- 
gang  auf  die  polaren  macht,  so  werden  die  Aendenmgen  der  polaren  Koordinaten 
im  Allgemeinen  proportional  dem  reeiproken  Werthe  der  geocentrischen  Distanz  4 
sein ;  beachtet  man ,  dass  überdies  mindestens  für  die  eine  Koordinate  auch  eine 
Multiplication  mit  sec  S,  wo  ö  die  auf  der  Fnndamentalehene  senkrechte  polare 
Koordinate  vorstellt,  zur  Reduction  aufs  Parallel  erforderlich  ist,  so  wird  man  für 
die  Bestimmung  von  /  für  die  geocentrischen  polaren  Koordinaten  zunächst  erhalten 
für  die  zwei  Fälle: 
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r  <  i     J  =  3  r'2  ^  cos  ä ,  j  ' 

wobei  J  in  Tagen  ausgedrückt  erscheint ;  man  darf  aber  bei  Benützung  der  Formeln  6) 
nicht  vergessen,    dass    dieselben  nur  eine   annähernd  richtige  Leitung  geben ;    man 
erhält  also  die  folgende  L" ebersieht  für  die  Bestimmungen  von  /  in  Tagen : 
r>i  r<i 

heliocentrische  rechtw.  Coord.         J=$r2  J=$r'i 

geocentrische  rechtw.  »  /=  3  /  =  $r* 

geocentrische  polare  n  J=3dcosd  J=  ^r*  J cos,  Ö. 

Der  Umstand,  dass  das  Intervall  auch  von  cos  iS  abhängig  ist,  also  im  Falle, 
wo  sich  der  Himmelskörper  den  Polen  des  gewählten  Üoordinatensystems  nähert, 
auf  sehr  kleine  Werthe  für  /  führt,  zeigt,  dass  die  Herstellung  einer  Ephemeride 
zur  Bildung  von  Normalorten,  wenn  sich  der  Himmelskörper  dem  Pole  nähert,  auf 
Schwierigkeiten  stosssen  kann;  man  kann  sich  in  solchen  Fällen  theil weise  damit 
behelfen ,  dass  man  auf  die  Ephemeride  mit  polaren  Coordinaten  Verzicht  leistet, 
und  unmittelbar  für  die  Zeit  die  vorgelegten  Coordinaten  interpolirt  und  aus  diesen 
erst  die  polaren  berechnet;  doch  ist  dieses  Auskunftsmittel  keineswegs  sehr  geeignet, 
da  gerade  in  diesen  Fällen  der  Fehler  der  Ephemeride,  zerlegt  nach  den  Compo- 
nenten  der  polaren  Coordinaten,  nothwendig  rasche  Aenderungen  zeigen  muss,  und 
im  Falle  der  Polpassage  in  beiden  Coordinaten  eine  völlige  Discontinuitat  eintritt. 
Man  hat  daher  in  ähnlichen  Fällen,  das  Coordinatensystem  des  Aequators ,  welches 
gewöhnlich  als  Grundlage  für  die  Berechnung  der  Ephemeride  dient,  verlassen  und 
dafür  das  der  Ekliptik  eingesetzt ;  man  muss  aber  dieses  Verfahren  ebenfalls  als 
ein  wenig  zweckmässiges  bezeichnen,  indem  durch  viel  leichtere  und  einfachere 
Rechnungen  radicalere  Abhilfe  geschafft  werden  kann ;  man  darf  nämlich  nicht  ver- 
gessen, dass  die  Transformation  aller  auf  den  Aequator  bezogenen  Beobachtungen 
in  Lange  und  Breite  keine  ganz  geringe  Arbeit  ist,  und  dass  wegen  der  verhält- 
nissmässig  geringen  Entfernung  der  Pole  des  Aequators  und  der  Ekliptik  (Abstand 
23°5)  immerhin  die  Unregelmässigkeit  in  den  polaren  Coordinaten  nicht  ganz  behoben 
erscheint.  Das  radicale  Auskunftsmittel,  welches  ich  in  diesem  Falle  empfehle,  ist 
das  folgende:  ich  lege  das  neue  Coordinatensystem  so,  dass  der  Pol  desselben  in 
den  Früh jahrsp unkt  ■  zu  liegen  kommt,  die  Fundamentalebene  geht  also  durch 
die  Pole  des  Aequators  und  ich  wähle  den  Nordpol  des  Aequators  als  Ausgangs- 
punkt der  Zählung;  denkt  man  sich  in  denselben  die  positive  x  Achse  des  neuen 
Systems  gelegt,  die  y  Achse  in  den  Punkt,,  dessen  Kectascension  90°  ist,  die  po- 
sitive z'  Achse  in  den  Frühjahrspunkt  und  bezeichnet  die  Coordinaten  des  neuen 
Systems  durch  Accente,  so  hat  man  die  Relationen  : 

x'  =  z  , 

y'=»y 
z'  =  x  . 
Es  entsteht  also  dieses  neue  Coovdinatensystem   aus  dem'  Aequatorealsystem    durch 
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Drehung  des  letzteren  Systems  um  90"  um  die  gemeinsame  y  Achse.  Man  kann 
demnach  ohne  weitere  Transformationen  die  bereits  berechneten  geocentrischen  Co- 
ordinaten benutzen  und  wird ,  wenn  man  dieselben  für  das  System  des  Aequators, 
mit  |,  -ij  und  C  bezeichnet  zur  Berechnung  der  neuen  polaren  Coordinaten  die  Rela- 
tionen haben : 

J  cos  a'  cos  d'  =  £ 

J  sin  a  cos  d'  =  17 

J  sin  d"  =  £  ; 

auch    die    Verwandlung    der    beobachteten    äquatorialen    Coordinaten    in    die    des 
neuen  Systems  gestaltet  sich  ganz  einfach ;  man  wird  haben,  wie  dies  aus  der  Trans- 
formation der  Coordinaten  unmittelbar  ersichtlich  ist: 
cos  a  cos  d"  =  sin  d 
sin  ot'  cos  d'  =  sin  a  cos  d 
sin  d'  =  cos  a  cos  d 
wodurch,  da  cos  d'  stets  positiv   zu  nehmen   ist,    die  polaren  Coordinaten  unzwei- 
deutig bestimmt  erscheinen. 

Hat  man  also  eine  Ephemeride  in  geeigneter  Weise  hergestellt,  so  tritt  zu- 
nächst die  Notwendigkeit  ein,  die  Angaben  derselben  mit  den  Beobachtungen  zu 
vergleichen;  es  wird  sich  hierbei  als  nothwendig  herausstellen,  für  gewisse  Zeit- 
momente die  Positionen  der  Ephemeride  durch  Interpolation  zu  ermitteln :  man  wird 
aber,  wenn  man  mit  »  den  Abstand  des  Beobachtungsmomentes  seiner  absoluten 
Grösse  nach  von  der  nächsten  Ephemeridenepoche  ausgedrückt  in  Einheiten  des 
Intervalle»  bezeichnet,  durch  die  bekannten  Interpolationsformeln  das  gewünschte 
Resultat  erlangen ;  man  hat  nämlich  für  die  Interpolation  nach  vorwärts  (vergl.  über 
die  Bezeichnung  pag.  3  ff.] : 

~  i.a.3.4  J     \   )  -r  ■■■ 

nach  rückwärts :  ' 


[iH-iM»-!*- 


'-/"[') 


so  dass  man  n  stets  kleiner  als  \  wählen  kann.  Hat  man  aber  sehr  zahlreiche 
Beobachtungen,  was  wohl  nur  hei  sehr  hellen  Kometen  der  Fall  ist,  für  dasselbe 
Intervall  mit  der  Ephemeride  zu  vergleichen,  dann  verlohnt  es  sich  wohl  der  Höhe, 
die  obigen  Formeln  nach  Potenzen  von  n  zu  ordnen  und  die  so  gebildeten  Coeffi- 
cienten  statt  der  Differenz werthe  der  Ephemeride  beizufügen.  Ordnet  man  die 
obigen  Ausdrücke  nach  Potenzen  von  n  und  führt  überdies  die  arithmetischen  Mittel 
(vergl.  pag.  4)  der  ungeraden  Differenzen  ein,  so  erhält  man  leicht  die  Form: 
/(a+nw)  =/(<*)  +  An  ■+■  Bn1  +  Cn3  +  -D«4  •  •  •  für  die  Interpol,  nach  vorwärts 
/(«— nw)  =/(«)  —  An  +  Bn*  —  Gn*  +  Dn*  .....        ■  .  rückwärte, 


v  Google 


wobei  gesetzt  ist: 

-*  =  -Hz-  w  -  i/-w + i/-  w  -  -ijs-/™  W+.--I 

B=h\f"  i")  -  n/"  i")  +  i-f"  W  —  ■  ■  | 

°  =  7?|/"H-t/"H  +  ---  I 

'-Ä|/"!«»----| 
o-f|/»W-...| 

wobei  die  Formeln  in  einer  weit  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  Anwendung  über- 
schreitenden Vollständigkeit  angesetzt  sind.  Man  wird  beachten,  dass  man  diese 
Formeln  eigentlich  angemessener  nicht  zerfallt  in  ein  System  für  die  Interpolation 
nach  vorwärts  und  eines  für  die  Interpolation  nach  rückwärts,  sondern  sich,  indem 
man  »  stets  kleiner  als  \  annimmt,  dasselbe  im  ersten  Fall  mit  dem  positiven,  im 
letzteren  Falle  mit  dem  negativen  Vorzeichen  behaftet  vorstellt. 

Um  für  einen  speciellen  Fall  n  zu  bestimmen ,  hat  man  unter  Berücksich- 
tigung des  Umstandes,  dass  die  Ephemeriden  die  Orte  für  das  wahre  Aequinoctium 
geben,  zunächst  die  auf  den  Normalmeridian  redncirte  Beobachtungszeit  um  die 
Lichtzeit  zu  vermindern  {vgl.  I  pag.  71)  und  für  diese  so  verminderte  Zeit  den 
Euhemeridenort  zu  interpoliren.     Die  Lichtzeit  in  Zeitsekunden  findet  sich  nach: 

Aberrzt  =  2.6971  J  , 
wo  J  die  geocentrische  Distanz  in  Einheiten  der  Erdbahnhalbachse  vorstellt  und 
statt  des  Coefncienten  der  Logarithmus  desselben  angesetzt  ist.  Der  für  diese  so 
corrigirte  Zeit  aus  der  Ephemeride  entlehnte  Ort  ist  identisch  mit  dem  scheinbaren 
zur  Zeit  der  Beobachtung  und  umgekehrt;  man  erhält  nach  Ausführung  der  hier 
angezeigten  Operationen  einen  unmittelbaren  Vergleich  des  beobachteten  und  be- 
rechneten Ortes,  doch  ist  noch  vorher,  wenn  dies  nicht  schon  geschehen  ist,  die 
Beobachtung  vom  Einflüsse  der  Parallaxe  zu  befreien  (vgl.  I  pag.  32),  da  die  Ephe- 
meriden geocentrische  Orte  geben.  Indem  man  so  zur  Kenntniss  des  Ephemeriden- 
feblers  gelangt,  den  man  aus  dem  Unterschiede  Beobachtung-Rechnung  ableitet, 
hat  man  ferner  zu  beachten,  dass  der  Fehler  in  Rectascension  eigentlich  noch  mit 
cos  d  zu  multipliciren  ist,  um  denselben  auf  den  grössten  Kreis  zu  reduciren;  man 
wird  aber,  sofern  der  Himmelskörper  sich  nicht  den  Polen  allzusehr  nähert  und 
einen  massigen  Bogen  in  der  Declination  innerhalb  der  Zeitgrenzen  der  zu  einem 
Normalorte  verbundenen  Beobachtungen  zurücklegt,  meist  von  dieser  Multiplikation 
Abstand  nehmen  können.  Man  bat  aber,  wenn  man  diese  Correction  berücksichtigt, 
wohl  zu  beachten,  dass  man  bei  der  Bildung  des  Normalortes,  indem  man  die  im 
Mittel    resultirende    Correction   der   Ephemeride    an   den  Ephemeridenort   anbringt, 

Oppolier,  lfcihiibeitiraiwingen.  IL  4jj 
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diese  Quantität  vorher  durch  die  Multiplication   mit  sccd   auf  das   Parallel  zurück- 
führen muss. 

Die  mehrfachen  Operationen,  die  man  mit  den  Daten  der  Beobachtung  vor- 
zunehmen hat,  machen  es  erwünscht,  dieselben  möglichst  übersichtlich  zu  gestalten ; 
man  wird  dies  am  Hosten  dadurch  erreichen,  dass  man  jede  Beobachtung  auf  einen 
entsprechend  aus'  etwas  stärkerem  Papiere  geschnittenen  Zettel  herausschreibt ,  der 
etwa  om20  Breite  o"i5  Höhe  hat,  und  auf  denselben  alle  erforderlichen  Bemerkungen 
und  Angaben  eintragt.  Links  oben  in  die  £cke  setzt  man  den  Namen  des  Himmels- 
körpers ;  gehört  die  Beobachtung  einem  kleinen  Planeten  an  und  ist  eine  Schätzung 
seiner  Helligkeit  [Grösse)  vom  Beobachter  angegeben,  so  kann  dieselbe  dort  ihren 
Platz  finden.  In  der  Mitte  oben  setzt  man  gleichsam  als  Aufschrift  den  Namen  des 
Beobach tun gs ortes,  rechts  oben  in  die  Ecke  kommen  die  Notizen  über  die  Art  der 
Beobachtung  und  etwaige  Bemerkungen  des  Beobachters  über  die  Sicherheit  der- 
selben; ist  diese  Beobachtung  eine  Meridianbeobachtung,  so  kann  man  dies  durch, 
den  Buchstaben  M  bezeichnen,  ist  dieselbe  aber  eine  differentielle ,  so  wird  man, 
falls  dies  die  Mittheilungen  des  Beobachters  gestatten,  anführen  die  Art  des  Mikro- 
meters, die  beobachteten  Differenzen  zwischen  dem  Himmelskörper  und  dem  Ver- 
gleichsterne, die  Anzahl  der  Einzelbeobachtungen ,  die  zur  Ableitung  dieses  Resul- 
tates gedient  haben,  und  schliesslich  die  angenommenen  mittleren  und  scheinbaren 
Positionen  des  Vergleichsternes  nebst  Angabe  der  Quellen,  die  der  Beobachter  zur 
Ableitung  der  angeführten  Positionen  benützt  hat.  An  sich  wären  diese  Notizen 
nicht  von  Erheblichkeit,  wenn  man  stets  sicher  sein  konnte ,  dass  keine  Versehen 
bei  der  Reduction  der  Beobachtungen  vorgefallen  sind,  alle  diese  Notizen  werden 
sich  aber  bei  der  näheren  Discussion  der  Beobachtungen,  auf  die  allerdings  hier 
nicht  eingegangen  werden  kann,  sehr  nützlich  erweisen  und  allenfalls  bei  der  Ver- 
gleichung  sich  zeigende  auffallende  Unterschiede  oft  genug  erklären.  Jetzt  füllt  man 
die  erste  Zeile  des  Zettels  aus ;  dieselbe  enthält  zuerst  die  Jahreszahl,  den  Monat  und 
das  Datum,  unter  den  Namen  des  Beobachtungsortes  stellt  man  die  mittlere  Zeit  des 
Beobachtungsortes  (hierbei  kann  man  erwähnen ,  dass  häufig  die  englischen  Beob- 
achter statt  der  mittleren  Ortszeit  die  mittlere  Green  wicher  Zeit  ansetzen,  ein  nicht 
ganz  zu  lobender  Vorgang)  ;  dann  folgt  weiter  nach  rechts  die  beobachtete  Rectas- 
cension  und  Declination,  neben  jede  dieser  Coordinaten  setzt  man  auf  3  und  4  Steilen 
die  allenfalls  von  den  Beobachtern  mitgetheilten  parallak tischen  Factoren;  doch  sind 
dieselben  von  den  verschiedenen  Beobachtern  sehr  verschieden  mitgetheilt ;  bald  ent- 
halten sie  bereits  die  mittlere  Sonnenparallaxe,  bald  nicht,  sind  bald  in  Bogenmaass 
für  Kectascension  augesetzt,  bald  in  Zeitmaass,  bald  stehen  die  Logarithmen,  bald 
die  Zahlen  u.  s.  w.  Man  wird  daher  gut  thun.  sich  niemals  auf  diese  Angaben  all- 
zusehr zu  verlassen  und  durch  directe  Nachrechnung  die  parallaktischen  Faktoren 
(I  pag-  32)  prüfen,  die  selbst  gewonnenen  Resultate,  nachdem  man  sich  von  deren 
Richtigkeit  überzeugt,  an  Stelle  der  von  den  Beobachtern  mitgetheilten  Zahlen  an- 
setzen, und  die  letzteren  nur  mehr  als  beiläufige  Controlen  gelten  lassen;  man 
wird  sich  bald  überzeugen ,   dass  in  der  That  selbst  bei  sehr  sorgfältig  reducirenden 
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Beobachtern  in  diesen  Zahlen  häufig  genug  Irrthiimer  vorhanden  sind.  Einige  Be- 
obachter gehen  gleich  die  geocen  tri  sehen  Orte  selbst ,  Und  man  ist  dadurch  der 
Rechnung  der  Correction  für  Parallaxe  überhoben;  doch  ziehe  ich  es  vor,  diese 
Correctionen  dem  Rechner  zu  überlassen  und  aus  den  Händen  des  Beobachters  die 
reinen  Reobachtungsdaten  zu  erhalten. 

Unter  die  mittlere  Ortszeit  in  die  zweite  Zeile  setzt  man  die  mittlere  Zeit 
des  angenommenen  Normalmeridians,  welche  man  erhält,  wenn  man  an  die  Ortzeit  die 
Längendifferenz  anbringt,  bei  östlich  von  dem  Hauptmeridiane  gelegenen  Orten  eub- 
tractiv,  hei  westlichen  additiv;  unter  diese  Zahl  setzt  man  die  wohl  meist  mit  aus- 
reichender Genauigkeit  durch  lineare  Interpolation  aus  der  Ephemeride  entlehnte 
Aberrationszeit,  die  stets  an  die  obige  Zahl  subtractiv  anzubringen  ist;  zur  Ablei- 
tung von  n,  jenem  numerischen  Werthe,  der  zur  Interpolation  nöthig  ist,  wird  man  die 
in  Stunden,  Minuten  und  Secunden  angegebene  corrigirte  Beobachtungszeit  in  De- 
cimaltheile  des  Tages  mit  den  bekannten  Hilfsmitteln  verwandeln.  Unter  die  schein- 
baren Rectascensionen  und  Declinationen  setzt  man  in  die  zweite  Zeile  die  für  Pa- 
rallaxe erforderlichen  Correctionen  und  in  die  dritte  Zeile  setzt  man  die  aus  diesen 
Correctionen  resultirenden  geocentrischen  Coordinaten;  links  unten  setzt  man  die 
Ephemeridencoordinaten  der  der  Beobachtung  zunächst  gelegenen  Epoche  an  und  lässt 
unter  denselben  so  viel  Raum,  um  die  durch  die  Interpolation  gefundenen  Reductionen 
auf  die  Epoche  der  Beobachtung  anbringen  und  darunter  den  resultirenden  Ephe- 
meridenort  ansetzen  zu  können;  den  übrigen  Raum  des  Zettels  benützt  man  für  die 
nöthigen  Interpolationsrechnungen,  die  sich  meist  durch  die  Benützung  zweckmässig 
angelegter  I  Ulfs  tafeln  wesentlich  erleichtern  lassen ;  rechts  unten*  in  die  Ecke  setzt 
man  die  zwischen  der  Beobachtung  und  der  Rechnung  resultirenden  Unterschiede 
im  Sinne  Beobachtung  -  Rechnung  und  setzt  also  da  (eventuell  cosd  da)  und  dÖ 
an,  und  fügt  sofort  eine  Bemerkung  bei,  wenn  die  Beobachtung  kein  Vertrauen 
verdient. 

In  dieser  Weise  gelangt  mau  zur  Kenntnis«  der  Fehler  der  Ephemeriden  für 
jede  einzelne  Beobachtung  und  indem  man  die  Beobachtungen  in  entsprechender 
Weise,  wie  es  die  Umstände  gerade  gestatten  und  fordern,  gruppirt,  gelangt  man 
mit  Hilfe  der  eben  besprochenen  Methode  zur  Kenntniss  der  Normalorte,  die 
sich  der  Bedeutung  der  Zahlen  der  Ephemeride  gemäss ,  auf  das  wahre  Aequi- 
noctium  der  Zeit  des  Normalortes  beziehen;  man  wird  aber  die  Normalorte  zweck- 
mässig auf  gewisse  mittlere  Aequinoctien  beziehen ;  die  hierfür  erforderlichen  Cor- 
rectionen für  Nutation  und  Präcession  sind  ausführlich  im  ersten  Bande  (I  pag.  88 
li.  ff.)  erläutert  worden.  Der  Nutzen  der  Einführung  der  Normal  orte  ist  offenbar  darin 
begründet,  dass  man,  ohne  die  Genauigkeit  des  Resultates  in  irgend  einer  Weise 
erheblich  zu  schädigen,  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  wesentlich  einschränkt, 
ein  Vortheil  der  bei  der  Anwendung  die  Rechnung  ganz  wesentlich  abkürzt.  Ge- 
lingt es  in  einem  gegebenen  Falle,  die  Beobachtungen  in  3  Normalorte  zusammen- 
zufassen, so  kann  man  diesen  Orten  jene  Methoden  für  die  erste  Bahnbestimmung 
zu  Grunde  legen,  die  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  auseinandergesetzt  sind. 
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Es  soll  mm  die  Bildung  eines  Normalortes  und  die  Zurück  führuug  desselben 
auf  ein  bestimmtes  mittleres  Aequinoctium  durchgeführt  werden ,  wobei  aber  die  sonst 
auf  die  verschiedenen  Zettel  zu  verteilenden  Zahlen  hier  übersichtlich  neben  ein- 
ander gesetzt  werden  müssen;  ich  entlehne  das  Heispiel  dem  Planeten  (£)  Erato. 
Es  finden  sich  für  diesen  Planeten  ans  dem  Jahre  187 1  neben  anderen  die  folgen- 
den Beobachtungen,  wobei  ein  dem  Namen  des  Beobachtungsortes  zugefügtes  M 
anzeigt,  dass  die  Beobachtung  im  Meridian  angestellt  ist. 
No. 


Datum 

Beobachtunggort 

Ortszeit 

Heob.  Rectasc. 

Beob.  Decl. 

871  Sept.  12 

Leiden   [M] 

I2*I2B27* 

23h48«38'2i 

—  4°  3'39"5 

•      12 

Paris  (J/) 

12  22  26 

23  48  38.34 

—  4    3  35-7 

■    ■  14 

Leiden  IM) 

12  13     9 

23  47   12.15 

—  4  M30.8 

0       "5 

Berlin 

11  37     1 

23  46  30.69 

—  4  19  37-2 

D            16 

Berlin 

"     '   39 

23  45  48.39 

—  4  24  55-6 

B        22 

Green  wich  \M) 

1 «  35  49 

23  4i  21.33 

—  4  57  147 

Eine  aus   sehr  nahe   richtigen  Elementen   abgeleitete  Ephemeride  ergab  die 
folgenden  wahren  Orte: 

i2kmittl.B.Zt.    Rectasc.       i.Diff.   2.Diff.        Decl..        1.  Diff.   2-Diff.  log^   Abrrzt. 
187 1  Sept.  1 


3b49"22"04 

—0 

43 

-3°57'58"i 

— I"i 

0.2324 

14- 

10 

— 42*62 

— 5'24*5 

48  39.42 

—0.37 

—4    3  22.6 

—0.8 

0.2318 

'4 

9 

—42.99 

—5  25-3 

47  5'-43 

—4332 

33 

—4    847.9 

—0.4 
— 5  25-7 

02313 

14 

8 

47  "3" 

— 0 
—43.60 

28 

—4  H  13-6 

+O.I 
—5  25.6  ■ 

0.2308 

14 

7 

46  29.51 

— 0 
—43.82 

22 

—4  19  39-' 

+0.4 
—525.2 

0.2304 

14 

6 

45  45-6« 

— 0 
—43-99 

■7 

—4  25    4-4 

+0.8 
—5  24.4 

0.2301 

M 

6 

45     17° 

— 0 
—44.09 

10 

—4  30  28.8 

+■•3 
—5  23.1 

0.2298 

14 

5 

44  17-61 

— 0 
—44.12 

03 

—4  35  51-9 

+1.6 
—521.5 

0.2296 

14 

5 

43  33-49 

+0 
—44.10 

02 

—4  41  '3-4 

+2.0 
—5  >9-5 

0.2294 

■4 

4 

42  49-39 

+0 
—44.02 

08 

—4  4632.9 

+25 
—5  17.0 

0.2294 

'4 

4 

42    5-37 

+0 

■3 

—4  51  49.9 

+2.8 

0.2294  14 

4 

—43.89 

—5  14.2 

41  21.48 

+0 

18 

—4  57    4-1 

+3-2 

0.2295 

14 

4 

Die  folgende  Zusammenstellung  gibt  in  der  ersten  Columne  die  Nummer  der 
Beobachtung,  in  der  zweiten  sind  die  auf  den  Normalmeridian  bezogenen  Zeiten  der 
Beobachtung,  in  der  dritten  die  zugehörige  Aberrationszeit ,  in  der  vierten  der  Ab- 
stand von  der  nächsten  Epoche  in  der  Ephemeride  angegeben,  die  fünfte  und 
sechste  mit  Ja  und  J&  überschriebene  Columne  gibt  die  mit  Hilfe  der  ersten  und 
zweiten  Differenzen  abgeleiteten  Bewegungen  des  Planeten  in  der  Zeit  des  Abstandes 
von  der  nächsten  Epoche  der  Ephemeride  an,  welche  Zahlen  an  die  entsprechenden 
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Werthe  der  Ephemeride  angebracht,  den  scheinbaren  Ort  für  die  Beobachtungszeit 
angeben ;  die  siebente  und  achte  Columne  geben  die'  Parallaxen ,  welche  mit  ihren 
Zeichen  an  die  beobachteten  Werthe  anzubringen .  sind ,  um  geozentrische  Orte  zu 
erhalten,  endlich  geben  die  iwei  letzten  Columnen  die  so  gefundenen  Unterschiede 
im  Sinne  Beobachtung  —  Rechnung : 


Prall,  in 

H- 

-R 

Berl.  Zeit 

Ahmt. 

Jl 

Ja 

Ja 

a            i 

0 

1 

I2h58"  6" 

14V 

+    43"  9" 

— 1'3> 

—  9"° 

o'oo     +4"3 

+0M0 

13    6  40 

■4  9 

+    52  31 

-1.56 

— 11.9 

0.00     +4.1 

+0.48 

+2.1 

1 2  48  48 

14  7 

+    34  41 

—1.05 

-  7-8 

0.00     +4.3 

+0.09 

—  5- 

11  37     1 

14  6 

—    37     5 

+I.I3 

+  8.4 

—0.03     +4.3 

+0.02 

—  2. 

11     I  3g 

14  6 

— Ik12  27 

+2.21 

+16.3 

—0.06     4-4.3 

+0.43 

—3- 

12  2Q   24 

14  4 

+     15   2° 

—»■47 

—  3-3 

0.00     -(-4.3 

+0.32 

—  I.C 

Das  Mittel  der  Correctionen  ist  in  Rectascension  +o"24  in  Decl.  — 2n2,  das 
Mittel  der  Zeiten  entspricht  nahe  Sept.  15.5;  bei  der  geringen  Zahl  der  Beobach- 
tungen einerseits  und  anderseits  bei  dem  nahen  Anschlüsse  der  Ephemeride  an  die 
Beobachtungen,  der  sich  durch  weiter  abstehende  Beobachtungen  bestätigt,  wird  man 
wohl  mit  Recht  von  der  Bestimmung  der  mit  der  Zeit  und  dem  Quadrate  der  Zeit 
verbundenen  Coefficienten  der  Ephemeridencorrection  abstehen ,  and  die  obigen 
Mittelwerthe  einfach  an  die  Angaben  der  Ephemeride  für  die  betreffende  Epoche 
anbringen;  setzt  man  die  so  erhaltene  Rectascension  im  Bogenmaasse  an,  so  erhält" 
man  den  folgenden  Normalort: 

«  <* 

1871  Sept.  15.5  356°37'26"2  — 4°ia'4""4  , 
der  sich  auf  das  zugehörige  wahre  Aequinoctium  besieht;  die  Reduction  auf  das  mitt- 
lere Aeqainoctium  des  Jahresanfanges  mit  Hilfe  der  /,  g  und  G  Grössen  (vergl.  I 
pag.  80)  nach  den  Angaben  des  Berliner  Jahrbaches  ergibt,  wenn  man  beachtet, 
dass  die  daselbst  gegebenen  Formeln  die  Reduction  vom  mittleren  Aequinoctium  des 
Jahresanfanges  auf  das  wahre  des  Datum  liefern,  für  die  verlangte  Reduction: 

in  Rectasc.  — 17"!         in  Decl.  — 7*3  ; 

will  man  aber  2.  B.  den  Normalort  auf  das  mittlere  Aequinoctium  1870,0  beziehen, 

so  findet  sich  der  Einnuss  der  Präcesskm  (veigl.  I  pag.  84) : 

in  Rectaso.  — 46*1         in  Decl.  — 2o"o 

und  man  erhält  demnach  für  den  auf  das  raittl.  Aequ.  1870,0  bezogenen  Normalort 

a  i 

1871  Sept.  15.5     336ü36'»3no        — 4°2o'8"7  . 
Die  neueren  Jahrgänge  des  Berliner  Jahrbuches  gestatten  aber  bekanntlich   die  Re- 
duction eines  beliebigen  wahren  Aequinoctium  auf  das  mittlere  des  nächstgelegenen 
Jahrzehntes  direct  auszuführen. 
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Da  ich  in  der  Folge  zur  Erläuterung  der  angeführten  Methoden  als  Beispiel 
die  ausführliche  Bearbeitung  des  Planeten  Kmto  wähle,  so  führe  ich  gleich  hier  die 
Orte  an,  die  sich  aus  der  ähnlichen  Behandlung  der  Beobachtungen  der  übrigen 
Oppositionen  ergeben,  und  setze  daneben  die  auf  dasselbe  Aequinoctium  bezogenen 
äquatorealen  Sonne  nco  Ordinate  n  nach  Le  Verrier*);  die  dem  Datum  in  der  Klam- 
mer nachfolgende  Zahl  zeigt  die  Anzahl  der  zum  Normalorte  verbundenen  Beobach- 
tungen an: 

a  6  X  Y  Z 

2  — I.OO24059  +0.0452085  +O.OI96157 
2    +O.1242279    — O.8948019    — O.3882817 

o  +0.9389739  +0.3224833  +0.1399321 

7  — 0.9966609  +0.1184494  +0.0513987 

8  +0.4457436  — 0.8046120  — 0.3491156 
5  +0.9965770  +0.0338177  +0.0146734 
2  +0.4985747  +0.8085520  +0.3508195 
o  — 0.4552539  +0.8334188  +0.3616114 
2  —0.4500626  — 0.8054688  — 0.3494796 


1860  Sept.   19 

5(5)        8°4i'29 

8  +  o°3o'  6' 

1861  Dec.    28 

5(4)    124  41  40.1    +185753 

1863  April  10 

5(1)    1843625 

5  +  055  11 

1871  Sept.   15 

5(6)   356  3°23 

0  —  4  20    8. 

1873  Jan.     16 

5(5)   110  1058 

2  +21  1943 

1874  März   22 

5(4)   1832845 

8  +  1  1738- 

1875  Mai     21 

5(4}  235  1633 

9  —1643    4. 

1876  Juli      18 

5(2)   305    924 

3  —19  1435. 

1877  Nov.    24 

5(6)     46  40  34 

3  +14    3  47- 

mitü. 

Aeqiiinort. 


B.   Anaohlnss  der  Elemente  an  die  Beobachtungen  mit  strenger  Berüeksiohtigirag 

der  Prinzipien  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

§  1.   Allgemeines. 

Verbindet  man  die  Forderungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit 
dem  hier  vorgelegten  Probleme,  so  sieht  man  sofort,  dass  man  in  dem  gegebenen 
Falle  die  daselbst  verlangte  lineare  Form  zwischen  den  Fehlern  und  den  Unbe- 
kannten nur  dadurch  herstellen  kann,  dass  man  als  Ausgangspunkt  der  Untersuchung 
genäherte  richtige  Kiemente,  die  man  sich  stets  wird  verschaffen  können,  annimmt, 
und  die  Verbesserungen  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente  als  Unbekannte  in  das 
Problem  einführt ,  so  dass  man  diese  Incremente  als  Grössen  erster  Ordnung  (also 
adäquat  den  differentiellen  Aenderungen)  aufTassen  kann;  es  wird  jede  Aenderung 
in  einer  beobachteten  Coordinate  bB  dargestellt  werden  können  durch: 
bS  =  aib£l+aibE1  +  a3bEa  +  atbE4  +  aibE^  +  a<ibEt 
wobei  Ei,  E>,  ,  Es  die  Element«  darstellen  und  alt  %,  ....  Og  die  entsprechen- 
den Differentialquotienten ;    es   können   unter  Umstanden   noch  mehre   Glieder  ein- 

*)  Die  Correction  der  Le  Verrier'schen  Nutalion  um  das  Glied  +©"i*l  sin  (© — P)  ist 
hierbei  berücksichtigt,  vergleiche  hierbei  die  diesbezügliche  Bemerkung  in  den  erläuternden  Anhangen 
der  Berliner  Jahrbücher. 
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treten,  wenn  man  z.  B.  auf  Grössen  von  der  Ordnung  der  Störungen  Rücksicht 
nimmt  und  etwa  Verbesserungen  der  angewandten  störenden  Massen  auffinden  will 
u-  s.  w.,  es  wird  sich  aber  in  der  Form  der  obigen  Gleichungen  durch  diese  Er- 
weiterungen nichts  ändern;  hierbei  könnte  noch  erwähnt  werden,  dasB  eigentlich 
7  Elemente  in  Betracht  zu  ziehen  sind,  wenn  man  die  Maasse  des  betreffenden  Kör- 
pers und  deren  Verbesserung  aufsuchen  wollte ;  doch  würde  aus  diesen  Gleichungen 
aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  eine  Bestimmung  dieses  siebenten  Elementes  mit 
Sicherheit  niemals  möglich  sein,  und  ausserdem  wird  die  Masse  derjenigen  Himmels- 
körper, die  hier  in  Betracht  kommen,  so  wenig  von  der  Null  verschieden  sein,  dass 
man  ohne  Bedenken  den  Nullwerth  für  deren  Masse  substituiren  kann;  ich  werde 
daher  auf  diesen  Umstand  nicht  weiter  Rücksicht  nehmen. 

Man  erhält  für  jede  vollständige  Beobachtung  oder  für  jeden  Normalort,  da 
derselbe  2  Coordinaten  gibt,  2  Bedingungsgleichungen  von  der  oben  aufgestellten 
Form;  überschreitet  nun  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  die  Zahl  der  Ele- 
mente (in  unserem  Falle  6',  so  wird  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
die  erforderlichen  Tncreniente  der  Elemente  suchen,  um  die  wahrscheinlichsten  Ele- 
mente zu  erhalten.  Um  aber  diese  Rechnungen  ausführen  zu  können,  muss  die  Be- 
rechnung der  Differentialquotienten  ermöglicht  werden  und  es  sollen  m  den  folgenden 
Paragraphen  die  hierfür  nöthigen  Ent Wickelungen  vorgenommen  werden. 


§  2.    Darstellung  der  Variationen  der  Beobachtungen  durch  die  Variationen  des 
Knotens,  der  Neigung,  der  Länge  in  der  Bahn  nnd  des  Radinsrectors. 

Die  Ausdrücke  für  die  rechtwinkeligen  heliocentrischen  Coordinaten,  denen 
dasselbe  Coordinatensystem  zu  Grunde  liegt,  auf  welches  sich  die  Elemente  beziehen, 
sind  (vergl.  I  pag.   16): 

x  =  r  (cos  u  cos  Q  —  sin  u  Bin  Q  cos  t(  1 

y  =  »•  (cos  u  sin  Q  +  sin  w  cos  Q  cos  t)  /         1 ) 

z  =  t  Bin  u  sin  i  ;  I 

denkt  man  sich  für  das  Argument  der  Breite  u  geschrieben : 
u  =  («  +  ji)  _  q 

wobei  c  die  wahre  Anomalie  und  n  die  Länge  des  Perihels  vorstellt,  so  wird  r  +  n 
die  Länge  in  der  Hahn  sein ;  diese  Zerlegung  erweist  sich  in  der  Folge  besonders 
bei  Bahnen  mit  kleinen  Neigungen  als  sehr  zweckmässig.  .  Man  erhält  durch  Diffe- 
rentiation der  Ausdrücke  1)  nach  (»  +  n).  r,  Q  und  t  leicht: 

ft, -,    ",'  =  —  T  (sin«  cosfl  -4-  cor«  sinQ  cost) 

rT~--j  =  —  r  (sin«  sin  Q  —  cost*  cosQ  cosi} 
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bx  ... 

-s —  =  cosu  cos  Q  —  sinn  sin  Q  cos* 

du 
-r—  =  cos«  sin  Q  -f-  sin  «  cosQ  cosi 

a>  ... 
t—  =  sin  «  sini 
dr 

-j^-  =  ar-Binjt'sintM— Q) 
-^  =  ar  sin |t>  cos  (u — Q) 

■yJ-  =  —  rcosusint 

d*  .         .    „   .    . 

-T—  3=  r  sin«  biq  Q  sini 

bv 
-r*-  =  —  r  Bin  u  cob  0  am  t 

di 

-T-r-  =  r  sin  u  cos  t  . 

Um  die  voranstellenden  Formeln  sofort  einfacher  zu  gestalten,  soll  als  Aus- 
gangspunkt der  Zählung  in  der  Fundamentalebene  der  Punkt  Q  gewählt  werden ; 
dann  ist  in  den  obigen  Ausdrücken  □  —  o  zu  setzen  und  man  erhält: 


W+n)    ' 


-  ■  T  COS«  COS) 

=  r  cob«  sin  i 

t1   =  BU1  U  COBt 

>  =               ... 

"S7  =  !m"  8m* 

o(p  +  ») 

ix 

=  r  Bin  u  tg  ^  t 

"57=° 

.mihi 

■int  5  ü 

■a  r  cosu  tgljt 

-jf  =  -  r  .in«  Sil 

>1 

J* 

Um  nun  die  Aenderungen  der  rechtwinkeligen  hetiocentrischen  Coordinaten 
auf  die  geocentrischen  polaren  zu  übertragen,  erinnere  man  sich  der  (I  pag.  31) 
gegebenen  Ausdrucke;  man  erhält  dann  mit  Rücksicht  auf  den  Ausgangspunkt  der 
Zählung,  wenn  man  mit  a  und  ä  die  polaren  Coordinaten.  denen  das  oben  gewählte 
System  zu  Grunde  liegt,  und  mit  J  die  geocen bische  Entfernung  bezeichnet: 


d  a  cos  d  = 

00*=. 


-8) 


■  d^- 
sindia:  —  - 


sinddjr  - 


-».. 


Substituirt  man  in  diesen  Ausdrücken  die  Variationen  aus  2),  so  erhält  man 
leicht  für  die  Variationen  der  in  der  Fundamentalebene  gezählten  polaren  Coor- 
dinaten : 
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C08J3« 


««« 


3! 


:  -^  {  sin  (a — q)  ein  u  4-  cos  (o — Qj  cos  «  cos  i  } 

-  =  -^  { —  sin  (a — Q)  cos  w  +  cos  (a — Q)  sin  w  cos  »'} 

-  =  ^  tang-Jtcos  (er  —  Q  +  «) 
-^  sin  «  cob  (a — Q)  sin  i  ; 

für  die  vertical  auf  die  Fundamentalebene  gezählte  Coordinate  findet  sich : 
\    t— ;  =  A(cos(o — Q)  sin  m  sind — sin  (et — Q)  cosueostsind  -J-cosusintcoseT} 

— 5 =  — ;{  —  cos(a — Q)cosusind — sin(a — Q)sinMcosisiniJ-|-Bin«sin*cosd} 

,in  aQ  =  —  ^  {sin  (a— Q  +  «)  sin5tangi»  +  C0B«cos  d} 
— ^jp — =  A{ein(a — Q)  sind  sin  »■  [- cos  J  cos  t }  sin  a   . 

Die  Einführung  einiger  Hilfswinkel  wird  die  Berechnung  der  Variationen 
nach  der  Länge  in  der  Bahn  und  dem  RadiusveCtor  wesentlich  erleichtem;  setzt 
man  nämlich : 

A sin A'=  cos (a — Q)cosi,  m sin  Jf— sin t  ,  BsinB'=:msin(iIlf-{-d)     ) 

AßOBA'=tin  (a— a)         ,  mcos.3f= — sin(a — Qlooe»,  5cos5'=coa(« — Q)sind  J 
so  wird: 


4) 


5) 


>g<ffl« 


mtba 


,[A+U)    , 


=  ^büu[b:+u) 


^Aa*[A  +  <ll,     — £-  =  -  ificoB  (£"+«), 


6) 


welche  Formen  sich  in  den  späteren  Rechnungen  sehr  bequem  erweisen  werden. 
Die  Variationen  nach  den  Elementen  Q  und  »'  haben  in  den  Ausdrucken  3)  und  4) 
bereits  hinlänglich  bequeme  Formen  für  die  Rechnung. 

Um   den  Vortheil  der  eben    angegebenen  Formeln  zu  erweisen,    denken  wir 

uns  die  Variation  von  (v  -\  -  n)  und  r  nach  irgend  einem  Elemente  dargestellt  durch : 

*  («+»)  _    tt         dr  _ 


setzt  man  nun: 


und  beachtet,  dass  ist: 

cogtfflo 


ra  = 


i  =  iVsin  iV 
F  =  iVcosJV  , 


3J 


S  (•+*)/  l 


T¥J 


so  wird  die  gemeinsame  Form  aller  Differentialquotienten  zwischen  den  vier  Ele- 
menten, welche  (e  +  it)  und  r  bestimmen,  und  den  beobachteten  Orten  die  fol- 
gende sein: 

Oppolisr,  B>hiibMtiiamnB(«B.  11.  49 
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-£"  ^jANimW  +  A'+u) 
-j~  =^AXtM[tf  +  #  +  *}  , 
welclie  Form,  fiir  die  logarithmische  Rechnung  eine  sehr  bequeme  ist. 


§  3.  Eatwlckelnng  der  Differentialqnotieuten  von  v  nud  r  nach  den  Elementen 
in  Bahnen  mit  massiger  Excentrieität- 

Die  vorstellend  ermittelten  Differential  aus  drücke  der  Coordinaten  eines  Him- 
melskörpers sind  vorerst  nach,  den,  Elementen  Q  und  »  entwickelt  und  ausserdem 
durch  die  Variationen  der  Coordinaten  (o  +  jt)  und  r  ausgedrückt,  welclie  letzteren 
Variationen  in  solche  der  Elemente  umgesetzt  werden  müssen.  Diese  Aufgabe  nmsB, 
um,  praktisch,  brauchbare  Resultate  zu  erlangen,  in  zweifacher  Weise  gelöst  werden, 
je  nachdem  der  Hreisförmige  oder  der  parabolische  Cbaracter.  der  Bahn  überwiegt. 
Indem  ich  die  Lösung  der  letzteren  Aufgabe  auf  den  folgenden  Paragraphen  ver- 
schiebe, soll  hier  die  Entwicklung  vorgenommen  werden,  die  iu  elliptischen  Halmen 
von  massiger  Excentricität  Anwendung  findet,  wobei  ich  bemerke,  dass  hierunter 
keineswegs  die  Beschränkung  auf  kleine  Ex  cen  tri  ei  täten  zu  verstehen  ist;  so  werden 
beispielsweise  die  folgenden  Formeln  bei  allen  periodischen  Kometen  mit  massiger 
Umlaufszeit  mit  V ortheil  benützt  werden  können. 

Die  wahre  Anomalie  v  wird  in  elliptischen  Bahnen  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen  (vergl.  I  pag.  45  und  46) 

M0  +  fit  =  JE-eeuiE.  1) 

tang  |  v  =  tang  (450  -+-  \  <p)  tang  J  E  ,  2) 

wobei  die  Zeit  (  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  von  derjenigen  Epoche  an 
zu  zählen  ist,  für  welche  die  mittlere  Anomalie  jWJ,  gilt.  Die  Variation  der  ersteren 
Gleichung  gibt  unter  Anwendung  einiger  offenkundiger  Reductionen : 

b3ft-^-tbfit  =  —  h  E  —  sin  .E  cos  (p  Ü  q> ; 
Da  aber  die  Relation  besteht: 

cos  </)  siii  E  =>  —  sin  e  , 
so  wird: 

h  S  =  —  (i  Jfcfc  +  t  &  fi)  +  SZD  t>.J  <p   .  3) 

Denkt  man  sich  die  Gleichung  2)  logarithmisch  geschrieben  und  bildet  dann  die 
Variation  derselben,  so  findet  sich  leicht ; 

hv    _    ha      .      bB_ 
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verbindet  man  diesen  Ausdruck  mit  3),  so  resultirt  sofort,    Wenn  man   auf  die  Re- 
lation 

0{e  +  iT)=<St>-f-<l7E 
Rückeicht  nimmt,  der  Ausdruck : 

b{v+n)  =*ff  +  ^OMpfa Jfe  4-  tbft)  +  *'"''  (2+eco8f)d«j  .  4) 

Um  die  Variation  des  Radiusvector  zu  linden,  ditferentiire  man  die  Gleichung: 

r  =  o  (i  —  t  tos  E)  ; 
man  erhalt  dadurch: 

Ar  =  —  öo  +  a  sin  <p  rin £ b .E —  a  cos  .tt  cos  <p  ü  ep  ;  5)  . 

nun  ist  aber: 

"- Ä-  ä" — *£»•= 

ersetzt  man  üherdiess  ä  E  in  5!   durch  den  Ausdruck  in  3)   (pag.  386),  so  findet  sich 

zunächst : 

ar=*«tgyfltoe&3f(,--Müatgf  sine  —  -^-^-lön-f-  o  (sin  35SÜ1.B  sine  —  cosEcoBf)öy  . 

Der  Coefficient  von  ö  9;  lässt  sich  wesentlich  vereinfachen;  berücksichtigt  insm 
nämlich  die  Relationen: 

cos  E  =   ""+*    ,   sin  £  =  ai"cco'^  ,' 


j—  =  — £ {  sin  y  cos  (p  sin  es  —  cos  <p  cob  o  —  ein  rp  cos  9) }  == 

demgemäse  wird  man  haben: 

ä r ■  —  a tang y sin c  ft  jtf0 .+    £-a  taug r/i  sin e  — -r — «löfi  —  acosyicosei  tp  ,  6) 

wobei  ich  sofort  /*  mit  ein  1"  multiplicirt  angesetzt  habe,  weil  ^  gewöhnlich  in 
Bogen  Sekunden  gegeben  wird. 

Die  Formeln  4)  und  6}  stellen  also  die  Variationen  der  Coordinaten  (t>  +  Ar) 
und  r  durch  die  Variationen  der  Elemente  1t  (die  Länge  des  Perihele),  Jtfj,  (die 
mittlere  Anomalie  zur  Zeit  der  Epoche},  ft  (die  mittlere  tagliche  siderische  Be- 
wegung) und  (p  (der  Excentricitätswirikel  sin  f  =  •)  dar,  womit  das  gestellte  Problem 
gelöst  erscheint.  Doch  werden  noch  weitere  Transformationen  in  dem  Falle  nöthig, 
wo  eich  die  Bahn  sehr  wenig  vom  Kreise  unterscheidet,  und  in  der  That  werden 
eich  die  folgenden  Transformationen  bei  der  Anwendung  auf  alle  Planetenbahnen 
empfehlen,  wahrend  die  Anwendung  auf  die  Hahnen  periodischer  Kometen  kurzer 
Umlaufszeit  die  Beibehaltung  der  obigen  Formeln  wünschenswerth  erscheinen  lässt. 

Ist  nämlich  die  Bahn  sehr  nahe  kreisförmig,  so  wird  in  4)  der  Coefncient 
von    i  TV  Und  d  M0   nahe    gleich    und    inan  wird    grosse   Aenderungen    dee    einen 
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Elementes  bei  entsprechender  umgekehrter  Aenderung  des  anderen  vornehmen 
können,  'ohne  dass  der  Ort  in  der  Bahn  sich  wesentlich  ändert ;  aus  diesem  Um- 
stände aber  entsteht  ein  Nachtheil  für  die  Bequemlichkeit  und  Sicherheit  der  Rech- 
nung, da  die  obigen  Differentialformeln  nur  kleine  Aenderungen  der  Elemente  vor- 
setzen. In  Etwas  wird  man  diesen  Machtheil  beheben,  so  dass  nur  grosse  Aende- 
rungen das  eine  Element  treffen  können,  wenn  man  statt  der  mittleren  Anomalie  die 
mittlere  Länge  \LV)  zur  Zeit  der  Epoche  einfuhrt;  es  ist: 

L*=Ma  +  it  , 
also 

S  M0  =  8  U  —  J>  n  , 
und  man  erhalt  demnach  für  4)  und  6}   (pag.  387)  die  folgenden  Formen; 

i[v  +  7t)  =  ^co8^{ai«-Hö|«}+{i-f  cosv}^  +  ^{2  +  ecost>  }dq>  I 

ars=atgf,p sin »SZo  +  H-fltgy sine  —  -7    3;   n)*1^ — atgipsiavin  —     | 

—  a  00s  <p  cos  v  i  (f  ;  J 

diese  Form  hat  indess  immer  noch  den  Nachtheil,  dass  für  nahezu  kreisförmige 
Bahnen  der  Coefficient  von  ö  n  sich  der  Null  nähert,  da  derselbe  von  der  Ord^ 
nung  der  Excentricität  wird,  so  dass  grosse  Variationen,  die  die  Grenzen  der 
differeutiellen  Aenderungen  weit  überschreiten,  in  it  vorgenommen  werden  können, 
ohne  den  Ort  der  Bahn  wesentlich  zu  verschieben. 

Beachtet  man,  dass  für  nahe  kreisförmige  Bahnen  mit  Weglassung  der  Glieder 
von  der  Ordnung  der  Excentricität  in  die  Variation  des  Elementes  geschrieben  werden 

b  tv+n) 

-■  >     -  =  2  sine  , 

so  ergibt  sich  sofort,  dass  die  Einführung  der  Elemente: 

l         8) 

für  den  Kreis  jede  Unsicherheit  schwinden  lässt,  und  dass  durch  dieselbe  ein  we- 
sentlich linearer  Character  der  Funktionen  erreicht  wird. 

Um  nun  diese  Elemente,  die  ich  wegen  der  Gleichförmigkeit  mit  den  übrigen 
in  Bogenmaass  angesetzt  habe,  in  die  Gleichungen  7]  einfuhren  zu  können,  bedenke 
man,  dass  die  Differentiation  von  8)  ergibt: 

S  Ö>  =-  sin  <p  cos  7t  i  n  +  sin  st  cos  ip  ö  rp  , 

i  ¥*  =  —  sin  (p  sin  it  d  st  -+-  cos  it  cos  rp  i  rp  , 
wobei  die  Aenderungen  d  tt  und  ö  tp   ebenfalls  in  Bogenmaass   angenommen  sind ; 
daraus  bestimmt  sich  leicht: 

sin  y  i  n  =  cos  ff  b  0  —  sin  st  ö  <P  y 

cob  <p  S  <p  =  »in  n  ö  0  4-  cos  ix  h  XP  .  f  9' 
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Die  Substitution  der  Atisdrücke  9)  in  7)   (pag.  388)  ergibt: 

«(o+tt)   =£  CO!  «f.   [0Z,   +   (0,,)   + 

+  |(.-Jco.oi)  ??-? -+SL'i  (2  +  «cwu)  sin»|  0  d> 

+  |— I"  -J- CM»)  JJ-£+™|  l'+™t|"l"  j  >* 
i  r  =otang<p  Bio  pe2^  +  it-atgtp  sine- — -~^.r  „)  lp  — 


+  - 


„  Diese  Formen  können,-  so  weit  dieselben  die  Coefficienten  von  S  0  und  b*P 
in  dem  Ausdrucke  für  Ö  (o  +  tt)  betreffen,  so  transformirt  werden,  dass  der  Berech- 
nung derselben  keine  weitere  Unsicherheit   anhaftet;   die   analogen  Coefficienten  in 
d  r  sind  diesem  Nachtheile  ohnehin  nicht  unterworfen. 
Man  kann  schreiben: 


1  —  -j-  cos  w  I  cosec  « 


.  t'  +  " 


(p).i 


COfttJC  UOSip  OOSip       '   . 

man  hat  also: 

(,_|cm,)»«»,=ä|5|,-^-(,+.«».).-8(|.)«s^-'j 

m L_|  COStl  (2-r-«OOBtl)  +«|l  +  (— | : — i] 


'demnach  ist ; 

*  [p+«)  . 


|eos(»  +  «) 


Will  man,  was  nicht  gerade  nöthig  ist,  die  Ausdrücke  für  är  ähnlich  transformiren, 
so  findet  «ich  leicht : 


&r  (  .     ,     ,     ,    .    i 

yy  =■—  a|cos(»  +  rt)  -- 


Stellt  man  daher  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,    so  erhält  man  für  die  An- 
wendung auf  Planetenbahnen : . 
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phLo-^-äGoags-t-bp  — 


+     sin  (c  +  tt) 


*+«■ 


-+- 


(!+<■■ 


3  p 


ö  r  =  (t  tgr/>  sinodXo  +  ('-otgysino  — 

-«  (sin  (»+*)  + 
—  a  j  cos  (v  +  it)  — 


c«iki 


*Bioin'taBg  Jy 


j  41» 
l»«F  . 


■3) 


Für  die  Bahnen   der  periodischen  Kometen  wird  man  aber   die  Formeln  4) 
und  6}   (pag.  387)  unverändert  anwenden,  also  haben: 

*  (*  +  *)  =<>?r  -f-  -^cosqoiJ^,  +  -^  cos qj(ö/i  +  -55£{2  -\-e  cosb)  htp  | 

hr  =  atg (pavnch  10$  +  u-otgojsino— —  — ^-~\bfi  —  acosycospSip .) 

Um   endlich  die  Differentialquotienten  dem  oben  (§  2  pag.  385]  angegebenen 
Kunstgriffe  entsprechend  zu  verwerthen,  hat  man  für  jeden  Ort  zu  rechnen : 
Bei  Planetenbahnen: 
A  sin  A  =  cos  (a — Q)  cos  i 
A  cos  A'  =  sin  (a — a) 
mein  M  =  »int 
m  cos  M  =  —  sin  (a  —  Q)  cosi 
B  sin  ff  =  m  sin  ( 3f+  d) 
B  cos  ff  =■  cos  (a — q)  sin  d 
u  =  v  +w 


dann  weitet: 


^  sin  j*"  =  —  —  tg  9)  sin  e 

Foos  F"  =  £  cos  p 

G  sin  G'  =  t  ■  Fem  F'  +  - 

Gcos  <?'=*■  FcobF1 

y«a  i"tgjy  ,         fain  1"  

co»  9  _     '         co»q»J     ~      ' 

tf>8im"tg  jy 


_(i-t-flinv_c_( 


Q0t<p%  3  '    "    '    »  cos  9  cos  j  y* 

flsinÄ'=  -{sin  [o+«)  -f/sin»} 
HcobH"  =  —  {rfcos  («+«)  +  «/} 
JT  sin  if  =;  —  (  cos  (»  +  ^)  —  »M  sin  «  J 
Xcob  K'  =  {dein  (•+*)  +  ?/) 
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wobei    t    in    mittleren   Sonnentagen    von    der   Zeit   der   Epoche    an  an  wählen  ist. 
Denn  ist: 

^^■=^AF*in  \F  +  A'  +  «) 

-££-  =  riBF«n{r  +  ir  +  ») 

v*9h* 


•  -^  A  G  sin  |G'  +  Ä  +  ») 
-~l~-=JJBG,m[&  +  B'+«) 
5^  -  ^  AS  sin  (ff  +  4'  +  ») 
-'£-  -JM »n  (^  +  #  +  »1 

^=,^4jr,i»(jr'  +  4'  +  »] 
1« 


V5-a 


III) 


-j  {  sin(a — Q+-«)  sin  d  tg  J  t -|-  cos  «  cosd  } 
—■f.""  =  —  -^  sin  u  cos  (et  —  Q)  ein  i 
— g-, —  =  X  {  »in  (o —  g)  sin  d  sin  i  +  cos  6  cos  i }  sin  v  . 

Bei  Bahnen  periodischer  Kometen  kurzer  Umlanfszeit: 
Die  Formeln  I)  werden  umgeändert  benutzt  und  ebenso  die  Bestimmung  Ton 
F,   F'  und  G,   G' ;  dagegen  hat  man  zu  setzen: 
P  sin  P  = 


PcobF  = 


)8  gl  COB  V 

-  (2  -f-  e  cos  f) 


") 


-|^-  =  ^  BF  sin  (F  +  ff  +  ») 

^  =  ijo»,p  +  j'  +  .) 

-|i jM  »»  (ff  +  B  +  U) 

2^5f  _=  Jl  4Psin  (^  +  4'  +  «) 
-JJ-=^apri»(J» +  *•+.) 
5^=^4sinU'  +  «) 
-|i-=^Bsin(B'+o) 
Die  Formeln  für  da  and  dt  bleiben  ungeändert. 


III) 
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Werden  die  Neigungen  gegen  die  Fundamentalebene  versehwindend  klein,  so 
wird  man  mit  den  obigen  Formeln  für  äg  nicht  ausreichen,  man  wird  ähnlich  wie 
in  der  StorungSTechnuiig  (pag.  223)  die  Elemente 

sin  *  ein  q     und     sin  i  cos  Q 
einfuhren;  doch  gehe  ich  auf  diese  Formeln  hier  nicht  näher  ein,    weil   man   von 
denselben  wohl  niemals  Gebrauch  machen  wird. 

Die  vorstehend  entwickelten  Formeln  bedürfen  noch  zweier  Zusätze;  man  er- 
hält, wenn  man  von  den  Formeln   für  Planetenhahnen   Gebrauch  macht,  nicht  die 
Elemente  n  und  e,  sondern  die  dieselben  ersetzenden  Grössen  <D  und  "P;  man  muss 
daher  den  Einnuss   kennen ,    den   die  Aenderungen   der  letzteren   Grössen   auf  die 
ersteren  ausüben;  hierbei  wird  es  aber  nicht  zweckmässig  sein,    sich  auf  die  diffe- 
rentiellen  Verhältnisse  zu  beschränken ,  da  eben  die  Aenderungen  von  0  und  V  in 
n  durch  die  im  Allgemeinen  geringe  Excentricität  dividirt  erscheinen.     Die  strengen 
Formeln  ergeben  sich  leicht  auf  folgendem  Wege.     Es  ist : 
e  sin  it  =  cj,  sin  ?r0  +  b  9 
e  COS  TT  =  0o  cos  ft0  +  b  V  , 
woraus  unmittelbar  folgt: 

e  sin  (tt  —  «o)  ==  b  <D  cos  /r0  —  b  V  sin  ?r0  1 

e  cos  {n — jt0)  =  e0  +  ö  0  sin  n„  +  b  f  cos  «0  ;  / 

setzt  man  daher : 

b  ©  =  n  sin  N 
bV  =  ncosN 
so  ist: 

tang  [n  —  jz<,)  =  lang  bit  =    *"""' 


}        IV) 


welche  Formel  der  strenge  Ausdruck  der  gesuchten  Aenderung  ist.  Die  Grösse  n 
erscheint  hierbei  im  Hogenmaasse ;  macht  man  daher  von  der  bekannten  Keinen 
entwickelung  (vergl.  I.  pag.  28)  Gebrauch  und  setzt: 

-A-=,P  ,  •  V) 


bn=psm{N—  nn)  +  ^»  sin  insin2(JV—^0)  +  iiJ»  (sin  0*8^3(^—^0)+...    VI) 
Multiplicirt  man  die  Gleichungen  15)  beziehungsweise  mit  sin  -J  (?r — it0)  und 
cos  J  [n — 7fa)  und  addüt,  so  erhält  man  leicht: 

oder  mit  Einführung  des  Wertnes  N: 

,oo.|y-l  [«+«jt       ■  „„ 
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Um  aber  de  auf  tp  zu  übertragen,  kann  man  consequenter  Weise  sich  auf  die  ersten 
Potenzen  von  de  beschränken  und  man  bat  dann: 

b  w ^-  .  vni) 

Ein  weiterer  Zusatz  resultirt  daraus,  dass  die  gefundenen  Aendeningen  sich 
auf  äquatoreale  Elemente  beziehen  und  eine  Uebertragung  auf  die  Aendeningen  der 
ekliptikalen  Elemente  erwünscht  ist.  Zu  diesem  Zwecke  wird  es  angemessen  sein, 
zunächst  die  diesbezüglichen  Differentialformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  zu 
entwickeln. 

Geht  man  von  den  beiden  Gleichungen  aus : 
sin  a  sin  C  =  sin  c  sin  A 

cos  a  sin  C  =  cos  A  sin  B  -f-  sin  A  cos  B  cos  c  , 
und  differeutürt  nach  allen  Grössen,  so  erhält  man,   da 

cos  A  cos  B  —  sin  A  sin  B  cos  c  =s  —  cos  C 
ist, 

—  sin  Csin a  -  du  +  cosacos  CdO  =  —  casCdB —  (sin B sin  A — cos  A  cos  Bcosc]  d  A 
—  sin^cosBsrncrfc , 
sinCcosada  -+-  8inacosC<£C=  sine  cos  AdA  -+-  sin-deoserfe  . 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  —  sin  a ,  die  zweite  mit  cos  a  und 
addirt,  so  wird,  wenn  man  beachtet,  dass 

Bin  A  (cos  B  sin  c  sin  a  -\-  cos  c  cos  a)  =  sin  A  cos  b 
ist,  jetzt: 

sin  Cda  =  sinacosCdB  +  cosbsm  Ade 

+  dA{sinB  sin  Asm  a  —  cos  .4  cos  Bcoscnma  4- cos  ^4  sin  e  cos  u  }  . 
Der  letzte  Coefncient  ist  aber  sin  S;  denn  setzt  man  im  ersten  Gliede: 

sin  n  sin  B  =  sin  b  sin  A  , 
und  im  zweiten  Gliede: 

sin  a  cos  B  =  cos  b  sin  c  —  cos  c  sin  b  cos  A  , 
so  wird  derselbe  geschrieben  werden  können: 

sin  b  —  sin  b  cos  A*  -)-  cos  A  sin  c  (cos  a  —  cos  b  cos  c)  +  cob  j42  cos  c2  sin  4  ; 
beachtet  man  noch  die  Relation: 

cos  a  —  cos  b  cos  c  =  sin  b  sin  c  cos  ^1  , 
so  erhellt  unmittelbar  die  eben  aufgestellt«  Behauptung. 
Man  hat  also: 

sin  C  d  a  =  sin  a  cos  C d  B  -H  sin  o  d  A  +  sin  A  cos  b  de  , 
eine  Formel,  die  man  selten  angeführt  findet. 
Andererseits  resultirt  aus  der  Formel : 

cos  A  =  sin  B  sin  Ü  cos  a  —  cos  B  cos  C 
durch  Differentiation: 

—  sin  A  d  A  =  (cos  .B  sin  C  cos  a  +  sin  B  cos  C)  d  B 
+  (sin  .B  cos  C  cos  a  -\-  cos  B  sin  C)  d  C 
—  sin  B  Bin  C  sin  a  <f  a  . 

Opiialur,  BftksbHtinnaagaB.  U.  50 
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Es  ist  aber 

qoB  B  sin  C  cos  a  +  sin  B  COB  G  =  sin  A  cos  c 
sin  B  cos  C  cos  a  -J-  cob  ß  sin  C  =  sin  A  cos  4 
sin  B  sin  a  =  sin  .4  sin  6  , 
somit 

d  A=  —  cos  crfB  —  cos  S  rf  C  +  sin  A  sin  Cd  a  . 
Betrachtet  man  nun  das  sphärische  Dreieck  zwischen  der  Ekliptik,  dem 
Aequator  und  der  Bahnlage ,  wobei  der  Bogen  zwischen  dem  Aequator  und  der 
Ekliptik,  welcher  durch  die  Uehertragung  der  ekliptikalen  Elemente  auf  den  Aequa- 
tor (vergl.  I.  pag.  9  ff.)  bekannt  ist,  mit  0  bezeichnet  werden  möge,  setzt  im  Falle 
der  Anwendung  der  ersten  Formeln: 


■■  180- 


B  = 


im  zweiten  Falle ; 

4  =  o        A  =  e 

i  =  Q        B  =  180  -r  »' 

c  =  a'      c  =  i, 

und  beachtet,  dass  die  Variation  von  £  der  Null  gleich  zu  setzen  ist,  so  erhält  man 
die  folgenden  Formeln,  denen  ich  sogleich  auch  die  aus  den  zweiten  Differential- 
formeln folgende  Variation  von  t  beigefügt  habe,  die  sich  ergibt,  wenn  man: 


setzt : 

sin  t" d Q  =  cos  u  sin  »*  d  Q'  —  sin  a  di 
Bin  id  a  =  sin  e  cos  Q  d  q'  —  sin  a  cos  i  d  ** 
d  i  =  sin  ff  sin  i  d  0'  -(-  cos  a  di  . 
Diese  Formeln  lassen  sich  noch  zweckmässig  transfomiiren. 
Setzt  man  nämlich: 

sin  i'  d  Q'  =  p  sin  P 
d  t*  =  p  cos  P  , 
so  erscheint  im    ersten  Ausdrucke  jene  Grösse,    die  durch  die  obigen  Formeln  als 
Unbekannte  erhalten  wird  und  es  ist: 

<*Q=^.8in  (P-ff) 

di  =  pcoB(P-a)  ; 
beachtet  man,  dass  nach  einer  Fundamentalrelation   der  sphärischen  Trigonometrie, 
wenn  man   das   Dreieck  zwischen   der  Bahn,   der  Ekliptik   und  dem   Aequator  be- 
trachtet, die  Gleichung  gilt: 
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sin  s  cos  a  =  —  cos  i  sin  t  +  sin  t  cos  i  coe  a  , 
so  erhält  der  Ausdruck  für  da  die  Form: 

da  =  cotgt-p  sin(P — u)  —  cobiVq'  . 
Zu  Folge  der  Relationen  w  =  ?r — Q  =  tu'  —  a  =  tc' — Q'  —  a  wird  jetzt: 

dit  =  dn — da'  —  da  +  da  . 
Man  hat  also: 

diz  =  dit'- 2  Bitfti' dQ' +pnv{P—  a)  j-^— -^-j 

oder 

dn  =  da  +p  tg\i  sin  (P—o)  —  tg{t  [mHst)  . 
Hieran  kommt  noch,  da; 

L  =n  +  M 
L'  =  n'+M 
ist,  die  weitere  Relation: 

Z  =  Z/  +  it—n 


™) 


dL  =  dV  +  p  tg|*  sin  (P—  ff)  —  tg^»*  (sint'rfQ') 
folgt. 

Die  gesammten  Formeln  für  diese  Uebertragung  sind  demnach  die  folgenden, 
wenn  man  wieder, die  Differentiation  durch  Variation  ersetzt: 
p  sinP=  süii'oQ' 
p  cos  P  =  ö  ** 

ii  =  p  cos  (i* —  ff) 

*3=  -^-sinfP— ff) 

^«=ptgi»sin(P— ct)  —  tg£**  (sinVöa') 
bit  =  brt'  -\-  dit 
bL  =  bV  +  Ja  . 

Will  man  aber,  was  vielleicht  weniger  bequem  ist,  Alles  durch  sin»T  da'  und 
dt    ausgedrückt  erhalten,  so  hätte  man  zu  schreiben: 
bi .  ;  cos  ob  *  +  sin  ff  (sinfiJQ') 

*   —  SlDlf     v    t       ,         CORO      ,     .        n„fj 

aa=— -jjj '•  +  ist  (•»»>») 

Jn  =  —  sinff  tgjt&i*  +  (cos ff  tg^*  —  tgi**)  (sin»'äQ'} 
>£  —  »£'  +  </ir. 


X! 
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%  4.    Entwickelnng  der  Differentialquotienten  von  v  und  »•  nach  den  Elementen 
In  nahezu  parabolischen  Bahnen. 

Die  im  vorstehenden  Paragraphen  für  die  Ellipse  entwickelten  Differential- 
quotienten von  v  und  r  nach  den  Elementen  Bind  für  parabolische  und  hyperbolische 
Bahnen  nicht  anwendbar  und  werden  selbst  in  Ellipsen,  die  sich  wenig  von  der 
Parabel  unterscheiden,  bei  der  Rechnung  höchst  beschwerlich  und  unsicher.  Der 
zuerst  hervorgehobene  Nachtheil  der  Beschränkung  lässt  eich  aber  durch  eine  geeig- 
nete Wahl  der  willkürlichen  Constanten  [Elemente)  umgehen,  und  es  werden  leicht 
.  Formeln  erlangt  werden,  die  reell  bleiben  für  jede  Kegelschriittsgattnng ;  ich  werde 
diese  Formeln  aus  den  obigen  für  die  Ellipse  hergestellten  Relationen  ableiten,  was 
gestattet  ist,  da  die  für  die  Ellipse  gefundenen  Formen  sich  von  jenen  für  die  Hyper- 
bel nur  dadurch  unterscheiden,  dass  gewisse  Grössen  in  der  letzteren  imaginär  wer- 
den; da  aber  die  Imaginären  denselben  Rechnungs Operationen ,  wie  die  Reellen, 
unterworfen  werden  dürfen,  im  Endresultate  aber  das  Imaginäre  eliminirt  erscheint, 
so  fuhrt  der  eingeschlagene  Vorgang  auf  richtige  Resultate.  Es  war  oben  [pag.  387) 
gefunden  worden:   ■ 

hv  =  ^  coatp  (S.M0  -f-  tift)  -f-  (2  +  sin  y  cost>)  —2  bq>  j 

;  .  »\  ""*  " 

Sr  =  «tgy  siueö  Mq  +  tt  -a  tgtp  sin» 1  bp  —  a  cos  tp  cos  vi  tp 

Führt  man  statt  der  Elemente  M0,  fi  und  <p  die  Elemente  T  (die  Zeit  des 
Periheldurchganges) ,  q  (der  Perihelabstand)  und  e  (die  Excentricität)  ein,  so  hat 
man  zunächst: 


U,  =  (1—  I)  (i    , 

•-« 

,i„  =  -V± 

&.»„  — — uoT      , 

»— Ä  +  F«, 

de,  ie  =  cos<pb<p  . 

k 

e.--r 

p— ,q  (i+.) 

Tnuisformirt  man  mit  Hilfe  dieser  Relationen  die  Ausdrücke  1),  so  erhält  man  nach 
einigen  leicht  ersichtlichen  Umsetzungen  die  Relationen : 


är  =  — 


"I 


Kl(i 

Das  Formelsystem  2)  erscheint  nunmehr  von  der  Gattung  des  Kegelschnittes 
unabhängig  und  würde  in  der  That  in  jeder  Beziehung  sehr  vortheilhaft  sein,  wenn 
nicht  gerade  in  jenen  Fällen,  in  denen  man  diese  Formeln  in  Anwendung  zieht,  die 
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Bahnen  einen  nahezu  parabolischen  Charakter  hätten;  da  sich  in  diesem  Falle  e  nur 
wenig  von  der  Einheit  unterscheiden  kann,  so  erhalten  die  Differentialquotienten  von 
-v-  und  -j-  wegen  des  Nenners  (i — e)  eine  für  die  numerische  Anwendung  sehr 
unsichere  Form ,  für  die  Parabel  selbst  bleiben  diese  Differentialquotienten  durch 
die  obigen  Ausdrücke  völlig  unbestimmt,  weil  dieselben  nothwendig  die  unbestimmte 
Form  o  -  oo  erhalten  müssen.  Man  wird  also  im  Falle  der  Parabel  nothwendig  die 
Relationen  haben: 

,   ((  —  T)  Je«  ti-av 

.  [.  +ifi±ä] .in,  =  }fcm ,,+„» r, 

wobei  natürlich  e  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  muss;  thut  man  dies,  so  wird' 
sich  zunächst  durch  die  erstere  Relation  der  Coefficient  von  -*—  für  die  Parabel  we- 
sentlich  vereinfachen  lassen;  man  erhält  nach  einigen  leichten  Substitutionen  sofort: 

Ti  -  c°»°  3) 

wodurch  der  etwas  complicirtere  Coefficient  von  ■*—  eine  sehr  einfache  Gestalt  im 
Specialfalle  der  Parabel  annimmt.  Der  Coefficient  von  -^-  ist  in  den  Formeln  2) 
in  einer  für  die  logarithmische  Rechnung  bequemen  und  sicheren  Form  enthalten, 
man  kann  aber  für  die  Parabel  mit  Rücksicht  auf  die  obige  2.  Relation  {e  =  1  ge- 
setzt) denselben  auch  die  Form  geben: 

üv  I      ,     cos is  \    linc  . 

Ti=-\l  +  -r-)—  *> 

welcher  Ausdruck  für  die  Parabel  bei  der  Anwendung  von  Additionslogarithmen  viel- 
leicht.noch  bequemer  erscheint,  als  der  obige  in  2)  enthaltene  Auedruck. 

Die  für  die  Parabel  hier  näher  ausgeführten  Andeutungen  geben  deutlich  den 
Weg  an,  den  man  bei  der  weiteren  Verwerthung  der  Formeln  2)  für  die  Rechnung 
einschlagen  muss.  Die  erste  Aufgabe  wird  demnach  sein,  die  DiffeTentialquotienten 
von  he  von  ihrer  unbestimmten  Form  zu  befreien  und  die  zweite,  unter  Beibe- 
haltung der  für  -«--  für  die  Parabel  gefundenen  Form  die  Correction  für  die  von 
der  Parabel  abweichenden  Bahnen  zu  suchen;  eine  ähnliche  Transformation  der 
Formel  4)  würde  bei  der  ohnehin  so  bequemen  strengen  Form  keine  Vortheile 
bieten. 

Die  erstere  Aufgabe  ist  in  völliger  Strenge,  so  weit  mir  bekannt,  noch  nicht 
gelöst  worden,  den  Fall  der  Parabel  ausgenommen ;  man  hat  sich  begnügt  mit  mehr 
oder  minder  genauen  Annäherungen ;  da  aber  die  Abschätzung  der  dadurch  begangenen 
Fehler  einigermaassen  schwierig  ist,  so  habe  ich  unter  zu  Gnmdclegung  des  Gauss'- 
schen  Verfahrens  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  in  sehr  excentrischen  Bah- 
nen (I  pag.  60  ff.)    strenge   Ausdrücke   entwickelt,   und  hiermit  die  der  Lösung  der 
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Aufgabe  entgegen  stehenden  Hindernisse  definitiv  beseitigt;  die  hierfür  nöthigen 
Hilfstafeln  hat  Herr  F.  K.  Ginzel  auf  mein  Ersuchen  berechnet  und  dieselben  sind 
in  der  angehängten  Tafelsammlung  als  Tafel  XVI  aufgenommen. 

Ich  nehme  vorerst  die  Entwicklung  des  Ausdruckes  -j-  vor  und  beziehe  mich 
durchaus  auf  die  Formeln  und  Bezeichnungen ,  die  im  ersten  Bande  des  vorliegen- 
den Werkes  pag.  60  u.  ff.  hei  der  Auseinandersetzung  der  Gauss'schen  Methode 
bewiesen  und  angewendet  wurden.     Setzt  man: 

^KjHfci»*  5) 

so  wird  sein: 


««M»(i+«) 
und  hiermit  wird   das   erste  Glied  im  Klammerausdrucke   für  -j-     sich     schreiben 

lassen : 

I    +  9  (1  +  «)j  sinp  =  Bint  +  (I+ej  {i+d)  cosjc^suip  6) 

Für  die  Bestimmung  des  zweiten  Theiles  ziehe  ich  die  folgenden  am  citirten 
Orte  entwickelten  Relationen  heran,  es  ist: 

man  erhält  also  für  den  zweiten  Theil  ohne  Rücksicht  auf  das  negative  Vorzeichen : 

3  (.  +  .)  §  co»t„.(i  +«)>  jtgi,  +  i  $£| 
oder: 

«*''-¥■  Sä'  <■ +»)*  +  *>•  co8^•,, N i' +•) I  (■  +*)! - ^  si* c+'i"!  ?) 

Vereinigt  man  nun  die  Resultat«   aus  6)  und  7) ,    so   erhält  man   mit  Rück- 
sicht auf  2)  sofort: 


»rf»C»     "T"     ,wii. 
'  fi-V)  [1+4         "+"  1  — 


' [(■+«)  +  ?ä#-^?[■+»)■])  8) 


Dieser  Ausdruck  kann  als  Ausgangspunkt  für  Reihenentwickelungen  dienen, 
die  nach  steigenden  Potenzen  von  6  fortschreiten,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  6  eine 
Grösse  von  der  Ordnung  (1 — e)  ist. 

Die  Reihen  für  ^  (1  +  0)1  und  ~  (1  +  ö)a  können  mit  Rücksicht  auf  die 
I  pag.  61  u.  ff.  gemachten  Entwickelungen  leicht  genug  aufgestellt  werden;  es  ist 
nämlich  daselbst  gesetzt  worden: 


,  B  = 


_?*■_+  iL 


9«  +  ß     '  10  VA 
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und  die  Reihen  für  diese  Auedrücke  sind: 

15  (a— ß)=2oVW\d  —  ±*»+|0»_^0*  +  ...    j 

in  welche  Reihen  das  Fortschreitungsgesetz  klar  ist.     Die  Verwerthung  dieser  Aus- 
drücke für  den  vorgelegten  Zweck  ergibt  leicht: 

B  __  gtt  +  p        B^  _  [>>*+ß)A  =  i5(g-ff 

*  es  ist  also : 

*  = ,  -  { '« + 1 ».  _  2 ».  +  . .  =  "Jh-  ,r  j;".-t!'f        .0) 

Multiplicirt  man  nun  die  eben  hingeschriebenen  Ausdrücke '  mit  (i+fl)*,  so 
findet  sich  leicht: 

und 

-6„  (■+v->-»^i5.-in.i+7)-5:+ii-,+"ä«f.-i^.n.^.r(.s+ii  ,2) 

Hiermit  sind  also  jeue  Reihenentwickelungen  gegeben,  deren  man  zur  wei- 
teren Umgestaltung  des  Ausdruckes  8)  bedarf;  in  demselben  wird  man  aber  noch 
weiter  einführen: 

■     ;  +9« 4  '  — *  1 

**  S(i+*1  S'  +  « 

Mit  Rücksicht  auf  12)  und  13)  wird  man  in  dem  ersten  Gliede  in  der  Klam- 
mer des  Ausdruckes  8)  schreiben  dürfen : 

t  <—!]"«■  _ 

__M*»-i]  (*»+■)<* »+Jl 

in  diesem  Ausdruck  kann  aber  zu  Folge  5]  pag.  398  gesetzt  werden: 

V !="-*: =,!^toi,i  V '-'1"JT! 

jj&    (»«—  i)(*tt  +  iH*«  +  l]  t  +  e   ***    -Ö  {*«—!)   (»«  +  .]   li«  +  3) 

Wegen 
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JÄJXH-I)     [»»+!)    (M+J)  2  ■**  \lS  -Ä     (2Ü-I)     [.»+!)     (m  +  jj/ 

i-*"S (-.J-_9^'     __ 

2       jjÄa    (l»-j)     (■«-.)    (»»+.) 

Subtrahirt  man    den   Ausdruck  14)    mit   Rücksicht  auf  die  eben    gemachten 
Transformationen  von  der  Einheit,  so  wird  erhalten : 


+  A(—i  +  vi-.)  2  s^S^+ir 


■5) 


diviilirt  man  nun  diesen  Ausdruck  durch  (1 — e)  (i-|-«j.  so  wird  das  erste  Glied 
des  Klaminerausdruckes  8),  welches  ich  der  Kürze  halber  mit  (I)  bezeichne,  ge- 
schrieben werden  dürfen : 

m  =  -!_/A  +  '*  V  l-.lf.r-' 'I 

1    16) 

Das  zweite  Glied  des  Ausdruckes  8)  kann  in  ähnlicher  Weise  transformirt  werden ; 
es  ist,  wenn  man  die  eben  angewendeten  Principieu  auf  die  3  Glieder  des  zweiten 
Ausdruckes  in  8}  anwendet  und  die  Glieder  einzeln  hinschreibt: 
1 +#=1 +9 

die  Addition  ergibt  rechter  Hand : 

ftf,  _i_li  "v1-1 1B(7n+3ia""'   *       »—«/■■  .."Vt  (-.]'9—  I 

führt  man  nun  für  6  den  Werth  — ■——  tg'^r  ein,  so  wird  das  zweite  Glied  in  8) 
geschrieben  werden  dürfen : 

m— =??  j*i"  {■+v^r,7<:rr;}+ 

+»{-+"l,..-1!7.:-7i..+.l}|     ■') 
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Denkt  man   sich  -y-  geschrieben  in  der  Form: 

dv    _  ainpcogjni    i»;i+«;  (I)  *(t+«!  III)  ) 

"57  —      *(■+*)        f     coaie*      "+■       gm^vI       | 

60  wird  man  16)  und  17)  mit  — — T-t-    zu  multipliciren   haben;   in  17)    kürzt  sich 

dann  der  gemeinschaftliche  Factor  cos  Je"  im  Zähler  und  Nenner  ab,    in  16)  denkt 

man   sich  die  Multiplicationen   mit    dem    identischen   Werthe    2  (1  -\-  e)   (i+tg|t>s) 

durchgeführt;  man  erhält  so  vorerst: 

&j>  _  ainccosjtia  jj,    11  "v  (— ')"  «""' *  _  *s  "y  f—  ■)"  9*"' 

i>«  ■[!+.]      Y  j»(»«-u(ai»-i|  (■■+«)        »        »    -Ä(*»-2]  [»«— i)(a«+i] 

** "    L  VJT1       (4"a— 91  (4"2->)  S         T^(ln_ji!ln_l)(l„+I,  -T- 


Vereinigt  man  nun  die  einzelnen  numerischen  Werthe  und  Reihen  und  setzt  zur 
Abkürzung : 

l8> 

F  ••  —  _  /l  _  ,  ,     >r  [-■)■»-'  \ 

"•    _         i»       "jÄ     («»-.)(.»+■)  !>»+!)    /  ) 

so  wird  die  schhessliche  Berechnung  des  gesuchten  Differentialquotienten  enthalten 
sein  in: 

in  welchem  Ausdrucke  die  Coefficienten  E^'  und  £4"  leicht  in  Tafeln  mit  dem  Argu- 
mente ö  gebracht  werden  können  und  für  die  Parabel  beziehungsweise  die  Werthe 
—  1  und  — £  annehmen.  Ehe  ich  jedoch  daran  gehe,  die  Oonstruction  und  den 
Gebrauch  der  hierfür  erforderlichen  Tafeln  zu  erläutern,  will  ich  die  Entwicklungen 
für  -t—  vornehmen.  Es  wird  nicht  not  big  sein,  hierbei  von  dem  in  2)  enthaltenen 
Ausdrucke  auszugehen,  da  durch  die  Diiferentiation  der  Relation : 


sich  ergibt: 


so  dass  mit  den  bisher   entwickelten  Hilfsmitteln   die  Berechnung  von   -y  —   keine 
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Schwierigkeiten  mehr  hat.  Da  sich  aber  für  diesen  Differentialquotienten  eine  dem 
Ausdrucke  19)  (pag.  401J  ähnliche  Form  herstellen  laust,  deren  Berechnung  durch 
geeignet  construirte  Hilfstafeln  sehr  erleichtert  werden  kann,  so  werde  ich  zuerst 
die  diesbezüglichen  Transformationen  vornehmen.  Substituirt  man  in  20)  (pag.  401) 
die  Werthe  nach  18)  und  ig)  (pag.  401},  nachdem  man  in  20)  * —  als  ge- 
meinschaftlichen Factor  herausgehoben  hat,  wobei  ist: 

»Hl»  (i+tei««l*  ,  '. 

so  erhält  man  leicht: 

dr  _  rtta)»!|        wf        „_,»/v  (-»i-a—         1 

TT  — — if(i+i      fI+  V+A2-*  —  "*-gT»»-i)(««-«|[»iH-«)J 


+ 


(t^ri_4Ä4.I2,"v It!££ 


-i)(*n+j)  J 
Es  ist  aber: 

damit  wird,  wenn  hier  statt  r  geschrieben  wird  -■  -    Jvrz   fverg'-  I  l>a8-  6l) : 

,77=  ,(,+„,.+syl,  +  »fl+6i|  i.»-3ic»-.)i.»+V) 

Nun  ist  aber  nach  11)    [pag.  399)  : 


man    erhält   also    durch    9)    [pag.   399)  für   den   von  tg|  »  freien  Ooefficienten   des 
Klamnierausdruckea  21}  für  -7—  ,  den  ich  mit  ((II)  bezeichnen  will: 


-1+i  v!r.,ZL"±!!«r  4.  4  vi-'i"i»+! 
nnj_.    1  vi-«"' 

■+»-'      l-i  i4»ä-.J 
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Für  den  Coefficienten  von  ^  t.g  £  pJ  im  Ausdrucke  21)   (uag.  402),  der  mit  (,1I)) 
bezeichnet  werden  soll,  ergibt  sich: 

oder: 

Schreibt  man  für  den  Coefficienten  von  iV^i0'  m  21)  (pag-  4°2)  das  Symbol  ((III)), 
so  wird  man  haben: 

im u ,  +  60  y 1-,i"9H"1      { , 

i+Ö  1+9»^  JÄJ  (iB-.)(»n+i](*n+3)  ( 

Dieser  Ausdruck  läset  sich  durch  die  folgende,  leicht  zu  verincirende  Relation  um- 
gestalten, es  ist : 

1     +     1     j£         1.«+!!  *         U;<S  [.»+■)(■  «+J>(»»+S)     ' 

es  wird  also  zunächst  Bein: 

1+        Jl  l*n— i)(2»+iK*n+i)  =  I— 6°j£  (in+i)(in+3!(i«+S}    ' 
also  mit  Rücksicht  auf  die  ohige  Relation  erhält  man: 

um 

■+»    ' 
oder  nach  einer  leichten  Reduction: 

um=     .  .    "v  _<-•>">• 


I+»  —  Sll-t-»)^-  „„+„      , 


Setzt  man  also : 

so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  22),  23)  und  24}; 

in  welchem  Ausdrucke  die  Coefficienten  E0r  und  .E4r  leicht  mit  dem  Argumente  0  in 
Tafeln  gebracht  werden  können  und  in  der  Tafel  XVI  aufgenommen  sind. 

Was  die  Construction  dieser  Tafel  anlangt,  so  beachte  man ,  dass  sich  die  in 
18)  (pag.  401)  und  25)  aufgestellten  Iteihen  mit  Hilfe  zweier  Reihen  darstellen 
lassen;  Hetzt  man  nämlich: 
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».j-        |  *y        [-■)-■ « 
?     """'■•"r^(.»+i)i.»+j)l. 


J    *  3S  61         ^99  '43  J^;  Un+l)(i«+S)(   ' 

so  wild  sein: 

iS,"  =  —  i— JÖ+SÄ 

■E." i  +  S 

E,'=.2+S  —  lP  +  a& 
E,'  =  l-o  , 

nacli  welchen  Form  flu  die  Tafel  AVI  berechnet  ist.    Sie  gibt  mit  dem  Argumente 

*  -  i5  *  i  '' 

die  Werthe  log  E£\  log  £<r,  log  Ear  und  log  £4*"  auf  fünf  Decimalen  für  jeden  Taii- 
sendthcil  des  Argumentes,  was  wohl  für  die  Falle  der  Anwendung  der  vorstehen- 
den Formeln  stets  ausreichen  wird.  Die  letzte  Stelle  wird  selten  um  mehr  als  eine 
halbe  Einheit  fehlerhaft  sein,  da  Herr  F.  K.  Ginsei,  der  auf  mein  Ersuchen 
diese  Tafel  bereclmet  hat,  die  Rechnung  sorgfältig  7stcllig  durchführte.  Das  Ar- 
gument 6  selbst  ist  innerhalb  der  Grenzen  —  0.4  und  +  0.4  angenommen,  was 
wohl  stets  ausreichen  wird ;  sollte  jemals  die  Ausdehnung  der  Tafel  nicht  ausreichen, 
so  kann  man  immer  mit  Sicherheit  die  diesbezüglichen  Formeln  in  2)  (pag.  39O) 
anwenden,  doch  nehme  ich  auf  diesen  (.'instand  bei  der  unten  folgenden  Zusammen- 
stellung keine  Rücksicht,  da  mit  Ausschluss  der  periodischen  Kometen  von  kurzer 
Umlaufszeit,  für  welche  diese  Differentiah[iiotienten  nach  den  Elementen,  zweck- 
mässiger nach  den  Formeln  für  massige  Kxcentrici  täten  berechnet  werden,  kein  Komet 
in  solcher  Sonnenferne  unseren  optischen  Hilfsmitteln  erreichbar  ist,  wo  die  Grenzen 
der  vorliegenden  Tafel  überschritten  werden. 

Vergleicht  man  den  Ausdruck  26;    (pag.  403]  mit  der  entsprechenden  Formel 
in  2)   (pag.  306-,  so  resultirt  sofort: 

|*(r-r)rrioü_  ,  hr 

1    Mli+S      ~(         '*'  ' 
ersetzt  man  nun  dieser  Relation  gemäss    den  Factor  4  — -.—  ■  ■— - —  in  5     ,  so  eT~ 
halt  man  sofort: 

welche  Formel  viel  bequemer  ist,  als  die  ursprüngliche  in  2}  (pag.  396)  enthaltene, 
in  der  Voraussetzung,  wie  dies  wohl  in  diesen  Fällen  stets  eintreten  wird,  dass  die 
hierfür  nöthige  Berechnung  von  -,—  ans  anderen  Ciründen  vorgenommen  werden  muss. 
Die  Bestimmung  von  v—  durch  ähnliche  Ausdrücke  bietet  keine  wesentlichen 
V  ortheile  gegen  die  ohnehin  bequeme  logarithmischc  Form  des  Coefficienten  in  2] 
(nag.  396;,   weshalb  ich  es  unterlasse,  diese  Form  hier  anzuführen. 
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In  lierag  auf  die  Differentialquotienten  von  q  kann  noch  bemerkt  weiden, 
dass  es  im  Allgemeinen  etwas  bequemer  erscheint,  als  Element  log  q  einzuführen; 
es  ist  aber: 

ö  log  q  =  Mod  -^  , 
es  wird  also  sein : 


'aioK9- 


jIjcosdH-  (i— «] 


Mit  Bücksicht  auf  die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  aufgenommenen 
Ent Wickelungen  gestalten  sich  daher  die  Formeln  zur  Berechnung  der  Differential- 
quotienten für  Kometenbahnen  wie  folgt,  wobei  zu  achten  ist,  dass  sich  die  Co- 
ordinaten  a  und  d  auf  dieselbe  Fundamentalebene  beziehen  müssen,  auf  welche  die 
Grössen  Q,  i  und  a  bezogen  sind: 

A  sin  A'  =  cos  {a — q)  cos  i 

A  cos^'  =  sin  [a  —  q) 

m  sin  M  =  sin  i 

m  cos  M  =  —  sin  (er  —  q)  cos  t 

B  sin  ff  =  tnnii  (H  +  3) 

B  cos  B"  =  cos  (« — Q)  sin  d 


i; 


f  co.  f  =  -Att 


a  oü<  G'  -  -"^""{t  +  ü"tgi  €'  +  «,»  tg}*<) 


H  »iu  II  =, 
i/cosiT  » 
wobei  zn  setzen  ist : 


(i  —  e)  G  ein  G' 


?=?(■+«) 
log  £  =  8.23558 — 10 

><«  (— r)  =  8,77389— >o 
lo«  (-jrä)-"'»'62"' 


'I  Für  die  Pw»bel  wird  offenbar  J" . 
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und  hiermit  d  T  in   Einheiten   des   mittleren  Sonnentages  erhalten    wird ;   mit  dem 


sind  aus  der  Tafel  XVI  log  Ef,  log  Ef,  log  E0r  und  log  E,r  zu  entlehnen. 
Dann  ist 
ooi  JS 


=  -J  Bf  sin  (*"'  +  #  +  «) 
=  -^Gsin(G'-r-^'  +  «) 
=  ^#<?sin  (G'  +  B"  +«) 

0ld4==^5S8in(ff'  +  S'  +  ") 


oJ 


a<f 


-  =  -^  S  sin  (B'  +  «} 
*)  =  *!j  t»  1  •  coa  («—  Q  +«) 


C08JÖO 

»m,-OQ 
ehWoQ 
^v-^-?  =  —  -^*8'n  w  cos  (a — 0)  SU1 


Q  +  w)  sin  d  tg-|  »  +  cos  «  cos  d  [ 


SJ 


i  (ß  —  q)  sin  d  sin  i  +  cos  d  cos  >' 


ivobui  noch  zu  bemerken  ist,  dass  für  die  ersten  drei  Elemente  der  Radius  als  Ein- 
heit gilt,  während  die  letzteren  drei  Elemente  schon  im  Bogenmaasse  verstanden 
werden ;  es  müssen  deshalb  die  für  die  drei  erstcren  Elemente  gefundenen  C'or- 
rectionen  mit  sin  i"  multiplicirt  werden,  wenn  die  Unterschiede  zwischen  der  Be- 
obachtung und  Rechnung,  wie  es  wohl  gewöhnlich  der  Fall  ist,  in  Bogensecunden 
angesetzt  werden. 

Die  eben  hingeschriebenen  Formeln  werden  aber  einer  fheilweisen  Transfor- 
mation bedürfen,  wenn  die  Neigung  der  Kometenbahn  nahe  ,180"  gegen  die  ge- 
wählte Fundamental  ebene  ist,  denn  in  diesem  Falle  wird  jede  Aendcning  von  w 
durch  die  doppelte  Aenderung  von  Q  im  verkehrten  Sinne  nahezu  aufgehoben ; 
führt  man  daher  das  Element: 

a  =  7i  —  2  a 

ein,  so  wird  anstatt  o^  in  der  Differentialformel  zu  setzen  sein: 
b7t  =  b  A  +  2ba  . 


*)   Für  retrograde  Kometen  wird  n 


i  mit  Vortheil  die  Formeln  Tllb)  benutzen. 
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Nach  den  Formeln  3}  und  4)   (pag.  385)  wird  man  haben; 

**lntt  =  S  {  si"  (a  — Q'  s'n  "  "+"  eos  (ß  — Q)  C08M  coe  *  } 

-*j-Q  "=  2  ~  sin  £  fl  cos  (et  —  ö  +  w) 

— j- — ■  =  -j\  cos  (er — Q)  sin  «sind — sin  [a  —  Q)  cosw  cos  t  sin  d-)-  cos  u  sintcosd  > 

-ig —  —  —  ^<  2  sin  («  —  Q  +  u)  sin  d  sin  £  **  +  coe  u  cos  <J  sin  »'  >  , 


[IIb) 


addirt  man  die  zusammengehörigen  Formeln,  nachdem  man  die  Differentialquotienten 
nach  n  mit  2  multiplicirt  hat,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  und  offenkun- 
digen Reductionen  sofort: 

A  =  n  —  2  a 

™5a  "=2A  sin  iA'  +  ") 
STTfÜI  =  S  cos  («  —  a  —  «)  c°tg  4  »' 

■.--.  vq  =~*{  cosw  cos  d  —  sin  (« — Q  —  u)  sin  d  cotg  4  *  f  > 

welche  Ausdrücke  in  den  vorstehenden  Formeln  lila)  an  die  Stelle  von  <-  ,  ,  , 
.  . .  „  und  ^ -.-  zu  treten  haben,  wenn  sich  die  Neigungen  gegen  die  Fundamental- 
ebene  wenig  von  180"  unterscheiden.  Man  wird  dieselben  aber  stets  mit  V ortheil 
anwenden,  wenn  die  Neigung  der  Kometen  grösser  als  900  also  die  Bewegung  re- 
trograd ist.  Würden  aber  die  Neigungen  fast  völlig  mit  1800  zusammenfallen,  so 
würden  natürlich  auch  diese  Formeln  nicht  ausreichen,  und  man  hätte  ähnlich  wie 
bei  der  Störungsreclinung  (pag.  223J  die  Elemente  sin  i  sin  Q  und  sin  1  cos  Q  ein- 
zuführen ;  doch  gehe  ich  auf  diese  Formeln  hier  nicht  näher  ein ,  weil  man  die- 
selben wohl  niemals  in  Anwendung  ziehen  wird. 

Es  ist  klar,  dass  man  von  vorstehenden  Formeln  ebenfalls  Gebrauch  machen 
wird,  wenn  man  sich  nur  die  Ermittelung  parabolischer  Elemente  vorsetzt;  man 
wird  nur  die  von  den  Grössen  G  und  W  abhängigen  Grössen  nicht  zu  berechnen 
brauchen.  Stellt  sich  im  Verlaufe  der  Rechnung  heraus,  dass  die  l'arabel  den  Be- 
obachtungen nicht  völlig  genügt,  so  wird  man  die  Berechnung  dieser  Grössen  nach- 
tragen, unter  der  Voraussetzung  e  =  1 ;  man  wird  so  in  den  meisten  Fällen  mit 
genügender  Genauigkeit  die  elliptischen  oder  hyperbolischen  Elemente  des  betref- 
fenden Himmelskörpers  erlangen.  Diese  Methode  würde  nur  in  jenen  Fällen  unge- 
nauere Resultate  liefern,  wenn  die  Abweichung  von  der  Parabel  sehr  beträchtlich 
ist;  im  letzteren  Falle  wird  man  wohj  stets,  vor  Beginn  solcher  definitiven  Aus- 
gleichungen, von  diesem  Umstände  Renntniss  haben  und  in  der  Lage  sein,  ge- 
nügende Annäherungen  für  die  Elemente  sich  anderweitig  zu  beschaffen;  auch  wird 
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im  Falle  einer  nicht  allzu  bedeutenden  Abweichung  von  der  Parabel  die  wiederholte 
Auflösung  der  Bedingungsgleichungen  mit  den  Werthen  der  ersten  Annäherimg  das 
Ziel  meist  erreichen  lassen,  falls  die  erste  Auflösung  keine  genügende  Ueberein- 
stimmung  zwischen  den  Resultaten  der  directen  Rechnung  und  der  aus  den  Diffe- 
rentialquotienten abgeleiteten  Darstellung  der  Orte  ergeben  würde. 


%  6.    Die  Dlfferentialctnotienten  mit  Rücksicht  auf  die  Störungen. 

Die  in  den  vorstehenden  Formeln  auftretenden  Coefficienten  müssen  in  etwas 
verschiedener  Weise  gewählt  werden,  wenn  man  die  Störungsrechnung  nach  ver- 
schiedenen Methoden  durchgeführt  hat;  erlaubt  mau  sich  aber,  die  Producta  der 
Incremente  der  Elemente  in  die  Störungen  zu  übergehen,  so-  gestaltet  sich  die 
Lösung  dadurch  sehr  einfach,  dass  man  die  nahe  richtige  Voraussetzung  machen 
darf,  dass  die  Störungswerthe  in  beiden  Elementensystemen  identisch  gefunden 
werden.  Es  sollen  dem  entsprechend  die  verschiedenen  Methoden  der  Stömngs- 
rechnung  für  die  vorliegenden  Aufgaben  vorgenommen  werden. 

Vergleicht    man   die   Form   der    hei iocentri sehen   Coordinaten,    die  in  §  11] 
(pag-  383)  als  Ausgangspunkt  für  die  Ermittelung  der  Differentialquotienten  gedient 
haben,   mit  der  folgenden  Form,  die  Encke's  Methode  der  Störungsrechnung  gibt : 
x  =  r0  (cos  «o  cos  a,  —  sin  «o  sin  Q,,  cos  %,)  -\-  | 
y  —  r0  (cos  «,,  sin  Qo  +  sin  (*(,  cos  l^o  cos  %,)  +  ij 
z  =  r0  sin  «(,  sin  %,  +  ? 
und  beachtet,  dass  der  Voraussetzung  nach  £,  ij  und  C  constant  sind,  so  leitet  man 
leicht  die  Bemerkung  ab,  dass  die  Variationen  der  heliocen  tri  sehen  Coordinaten  111 
diesem  Falle  dadurch  erhalten   werden,    dass  man  in   den  früher  entwickelten  For- 
meln durchaus  die  ungestörten  Grössen  einführt.  Der  Uebergang  auf  die  geoceiitrischeti 
Orte  durch  die  Formeln : 

cos  0  0  a  =  —    — j 0  x  +       -  ,       hy  . 

.,  cos[o  — Q)     .      ,.  iin[«—  Qi     .      ,.         ,    cos*, 

öd  =  —  '  sm  5  ö  x  — —  - j     '  sin  i)  ö  ij  -f — j-  i  z 

erfordert  aber  für  die  Berechnung  der  Coefficienten  der  Variationen  der  Coordinaten. 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  thatsächlichen  geozentrischen  Coordinaten,  die 
man  sofort  dadurch  erhält,  dass  man  für  <t  und  S  die  beobachteten  Coordinaten. 
für  die  geozentrische  Entfernung  J  aber  die  mit  Rücksicht  auf  die  Störungen 
erlangten  Werthe  einsetzt,  Werthe,  die  ohnedies  schon  stets  durch  anderweitige 
Rechnungen  bekannt  sind.  Es  ist  klar,  dass  man  von  den  gemachten  Vorschriften, 
ohne  mehr  als  die  Eingangs  als  zulässig  betrachtete  Vernachlässigung  der  Producta 
der  Störungen  in   die  Incremente  der  Elemente  zu  übergehen .   abweichen  kann  und 
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untermischt  die  mit  Rücksicht  oder  ohne  Rücksicht  auf  Störungen  erhaltenen  Werthe 
als  Grundlage  für  die  Berechnung  der  Differentialquotienteii  benutzen  kann ;  doch 
wird  die  Befolgung  der  obigen  Vorschriften  den  Vort.lieii  bieten,  dass  man  in  dem 
vorgelegten  Falle  die  Variationen  der  geocen  tri  sehen  Orte  durch  die  Variationen  der 
Elemente  strenge  ausgedrückt  erhalt,  wenn  man  die  Störungswerthe  als  unabhängig 
von  den  letzteren  betrachtet.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  auch  das  Folgende 
au  betrachten. 

Bei  Hansen-Tietjen's  Methode  hat  man-  für  die  heliocentrischen  Coordi- 
naten  die  Form: 

*=  (M)(i  +v){coB{V+<a0  +  Jw)coBQ0-~ sin(F-f  w0  +  ^  w)  sin  Qo  cos  $„ }  +  «  cos  o 
y  =  (MHI+*'}  {cos(F"+w0  +  ^/w)Bina,  +  sin(F'+w)(  +Jut)  coeQeCOSt^J-r-scoeo 
2  =  ({r))(i +»-)sin«08in^+acosc  ; 

gestattet  man  sich   die  Variationen  der  Grössen  cos.«,  cos  o  und  cos  c  in  die  stets 
kleine  Störung*  der  verticalen  Coordinate   zu   vernachlässigen,    so  hat  man   in  den 
Formeln  i)  pag.  383)  nach  der  Vergleichung  zu  setzen: 
statt  0  den  Werth  V 

-    r    »         -      W 

»     u     »  .      (K+Wo  +  ^/w)  . 

Mit  Rücksicht  auf  den  Uebergang  auf  die  geocentrischen  Coordinaten  wird  man 
daher  für  diese  Methode  die  Bemerkung  ableiten,  dass  bei  der  Berechnung  der 
Differentialquotienten  durchaus  die  Coefficienten  der  eben  gemachten  Identification 
zufolge  zu  bestimmen  Bind,  dass  für  a  und  8  die  beobachteten  Grössen,  für  <4  die 
geocentrische  Distanz  mit  Rücksicht  auf  Störungen  zu  substituiren  ist,  dass  aber  in 
dem  allen  Quotienten  gemeinsamen  Factor  — ;  für  r  der  Werth:  (r)  =■  ((r))  {i+v} 
einzusetzen  ist  (die  zweiten  Potenzen  von  2  übergehend),  da  nach  der  Differentiation 
der  obigen  Ausdrücke  rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  gemeinsame  Factor  (i+v) 
auftritt. 

Endlich  sind  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  durchaus  jene 
Werthe  für  die  in  den  Differentialformeln  auftretenden  Grössen  zu  substituiren,  die 
sich  aus  den  für  die  Zeit  des  Ortes  osculirenden  Elementen,  die  man  ohnehin  zur 
Darstellung  der  Orte  gebraucht,  ergeben. 

Erreichen  aber  die  Störungen '  halbwegs  grosse  Werthe ,  so  werden  die  hier 
angegebenen  Formeln  auf  arge  Widersprüche  führen,  die  sich  dahin  aussprechen 
lassen,  dass  dieselben  Incremente  der  Elemente  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche  ver- 
schiedene Aenderungen  in  denselben  Orten  bei  Anwendung  verschiedener  Methoden 
der  Störungsrechnung  bedingen  werden,  da  die  nach  den  obigen  Vorschriften  ent- 
wickelten Differentialformeln  für  die  verschiedenen  Störungsmethoden  nicht  identisch 
gefunden  werden  können.  Diese  Unterschiede  hängen  innig  mit  der  bei  der  Stö- 
rungsrechnung  bereite  erörterten  Frage  zusammen,  was  zu  thun  ist,  wenn  man  die 
Störungsrechnung    nach    der    Variation     der    ('oordinaten    mit    etwas    veränderten 
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Elementen  fortsetzen  will.  Macht  man  wie  dort  die  Voraussetzung,  dass  die  Ele- 
mente hinreichend  genau  sind  zur  Darstellung  der  Kräfte ,  so  wird  nun  zu  dem 
Schlüsse  gelangen,  dass  die  nach  der  Variation  der  Constanten  entwickelten  Werthe 
für  die  Differentialformeln  jene  sind,  die  voraussichtlich  der  Wahrheit  am  nächsten 
kommen ;  man  sieht  hieraus,  dass  durch  diese  Betrachtungen  ein  neuer  wesentlicher 
Vorzug  für  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  resultirt.  Es  wird  also  als 
das  nichtigste  erscheinen,  für  jeden  Ort  osculirende  Elemente  abzuleiten  und  aus 
diesen  die  Differentialformeln  abzuleiten;  dies  würde  aber  auf  sehr  weitläufige  Rech- 
nungen führen  und  es  wird  im  Allgemeinen  vorzuziehen  sein,  auf  diese  Unterschiede 
nicht  weiter  Rücksicht  zu  nehmen  und   sich  an   die  obigen  Vorschriften  zu  halten. 


§  6.    Beispiele. 

Es  sollen  nun  die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten  Methoden 
zur  Ableitung  der  wahrscheinlichsten  Bahnelemente  einer  Planeten  und  einer  Ko- 
metenbahn verwerthet  werden,  und  ich  wähle  als  erstes  Beispiel  den  Planeten  Erato, 
für  den  die  der  Rechnung-  zu  Grunde  zu  legenden  Daten  nahe  vollständig  in  den 
vorangehenden  Abschnitten  als  Beispiele  aufgenommen  sind.  Die  Normalorte  und  die 
Sonnencoordinaten  finden  eich  auf  pag.  382,  die  Störungswerthe  auf  pag.  196  ff. 

Zunächst  wurden  aus  den  Störungstafeln  mit  Hilfe  der  bei  den  mechanischen 
Quadraturen  (pag.  35,  39,  53,  55)  entwickelten  Formeln  die  Störungswerthe  für  die 
Zeiten  der  Normalorte  gebildet;  es  fand  sich  so : 


4M 

z/w 

log(i-H 

z 

1860  Sept 

10.5 

4-  3°i2'52"o6 

—  39'  o"95 

9.998  9782 

4-  0.000  6033 

1861    Dec. 

28.5 

+  2    823.50 

—  36  49-97 

0 

005   2451 

—  0 

001  0723 

1863  Apr. 

10.5 

+  0  36    7.19 

-=-  33  23M 

0 

001  7959 

—  0 

000  7677 

1871  Sept 

'5-5 

4-  1     1  47-4z 

—     8  18.00 

0 

000  6861 

4-  0 

000  0705 

1873  Jan. 

16.5 

-f-  0  21    8.44 

—     5  27-49 

0 

001   7985 

—  0 

000  2138 

1874  März 

22.5 

+  0   052.69 

-     121.89 

0 

000  2260 

—  0 

000  0614 

187;  Mai 

21.5 

—  00    1.85 

—     0  20.41 

0 

000  0088 

—  0 

000  0136 

1876  Juli 

■8.* 

+  02  19.35 

—     421.39 

9 

999  5890 

—  0 

000  1117 

1877  Nov. 

24-5 

4-  0  32    4.26 

—  13    g.48 

9 

997  9572 

—  0 

000  0183 

Der  Ausgleichung  zu  Grunde  gelegt  wurden  die  folgenden  genähert  richtigen 
Elemente  der  Erato,  welche  auch  für  die  Ermittelung  der  Störungswerthe  gedient 
haben : 
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©  Erato 
Epoche  und  Oeculation  1874  Dec.  26.0  mittl.  Bert.  Zeit. 
Mittl.  Aeq.  1870.0. 
£  =  219°  8'  6"8 
M  =  180  4o'48.9 
«=    382717.9 
Q  =1354239.7 
I   =        2   12  23.9 
y=        9  59M-9 

H  =  64o"8g6o5 
log  0  =  0.495  4793  - 
Da  man  noch  der  auf  das  mittlere  Aequ.   1860.0  und  1880.0.   bezogenen   Element« 
bedarf,  so  wurde  nach  den  diesbezüglichen  Formeln  (I  pag.  81)  der  Emuusa  der  Prä- 
ceseion  gerechnet  und  für  die  nöthigen  Reductionen  gefunden : 
1860,0  1880,0 

J  L  =  d  n      —  8'22w45         +  8'22"47 
^/Q       —  6'5o"69         +  6'$oH,j2 
Jt       -4-        3n24         —        3*24   . 
Damit  fand  sich  nach  den  Ausdrücken  13)   (pag.  162)  : 

1870  1880 

272?44'38"20  272°46'  9*95 

215  43'5^-2'  215  5042-97 

126  27  39.46  126  34  24.86 

121  20  35.84  121  27  52.16 

9.999  7877  9.999  7884 

9.966  6852  9.966  6985 

9-577  9845  9-577  8993 

8.495  04  8.494  24 

9*57°  50  9n57°  42 

9.966  44  9.966  45 

Hierbei  wurde  die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  nach  Le  Verrier  angenommen 
und  zwar : 

1860         23°27'27"o7 

1870  22.31 

1880  17.55; 

hierauf  wurden  die  Störungen  in  der  verticalen  Coordinate  (vergl.  pag.  410)  2  mit 
den  entsprechenden  Cosinusfunctionen  multiplicirt  und  die  für  die  drei  Coordinaten 
gefundenen  Correctionen  mit  den  Sonnen  coordinaten  verbunden,  wodurch  in  den 
ferneren  Rechnungen  die   auf  der  Bahnebene  verticalen   Storungscomponenten    die 


1860 

<"o 

272°43'  6"44 

A 

215  37     1-51 

B 

126  2054.17 

C 

121  13  19.66 

ein  a 

9.999  7869 

sin  b 

9.966  6719 

sin  c 

9.578  0699 

cos  a 

8-495  84 

co»  h 

9«576  58 

cosc 

9.966  42 
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einfachste  Berücksichtigung  finden ;    die  so  veränderten 

Sonnencordinaten  nebst  der 

Anzahl  der  Tage,  die 

von  der  Zeit  der  Epoche  an 

verflossen  sind, 

finden  sich  in  der 

folgenden  Zusammenstellung : 

t 

X.-\-zcQsa 

y+zcosi 

Z-\-zco»c 

1860  Sept.   19.5 

—  5210.5 

-  1.002  3870 

4-  0.044  9809 

4-  0.020  1741 

186 1  Dec.    28 

5 

—  4745-5 

+  0 

124  1943 

—  0 

894  3974 

—  0 

389  2742 

1863  Apr.    10 

5 

—  4277-5 

+  0 

938  9499 

+  0 

322  7729 

+  0 

139  2215 

1871  Sept.   15 

5 

—  "97-5 

—  0 

996  6587 

+  0 

118  4228 

4-  0 

051  4640 

1873  Jan.     16 

5 

—     708.5 

4-  0 

445  7369 

—  0 

804  5314 

—  0 

349  3' 35 

1874  März  22 

5 

-     278.5 

4-  0 

996  5751 

4-  0 

033  84»9 

4-0 

014  6166 

1875  Mai     2\ 

5 

4-     146.5 

4-  0 

49»  5743 

+-  0 

808  5571 

4-  0 

350  8069 

1876  Juli     18 

5 

+■     570-5 

—  0 

455  2574 

+  0 

833  4609 

4-  0 

361   5080 

1877  Not.    24 

5 

+   1064.5 

—  0 

450  0632 

—  0 

805  4619 

—  0 

349  49°5 

Leitet  man  nun  mit  Hilfe  der  Formeln  14)  (pag.  162)  die  heliocentrischen  Co- 
ordinaten  nach  den  obigen  Elementen  ab  und  verbindet  dieselben  mit  den  ent- 
sprechenden Sonnencoordinaten,  so  finden  sich  die  folgenden  Unterschiede  zwischen 
den  Beobachtungen  und  den  berechneten  Orten: 


Heobachtwur- 

Rech 

DD. 

»8 

cmSia 

JJ 

1860  Sept.  19.5 

—  37"°5 

— 

'3"43 

l86l  Dec.  28.5 

—  "2.73 

+ 

3-39 

1863  Apr.  10.5 

4-   10.29 

— 

5 

'9 

1871  Sept.  15.5 

-     9-87 

— 

7 

56 

1873  Jan.    16.5 

—    0.05 

— 

0 

64 

1874  März  22.5 

-f-  22.28 

— 

8 

24 

1875  Mai     21.5 

-t-  27.09 

— 

7 

35 

1876  Juli     18.5 

+  >7.°7 

+ 

4 

•3 

1877  Not.  24.5 

+     169 

— 

1 

30 

welche  dazu  benützt  werden  können,  um  diejenigen  Verbesserungen  zu  finden,  die 
man  an  die  obigen  Elemente  anzubringen  hat,  um  die  wahrscheinlichsten  zu  finden. 
Zur  Herstellung  der  Relationen  zwischen  den  Aendemngen  der  Elemente  und  den 
geocentmchen  Orten  wurden  die  auf  pag.  3go  ff.  zusammengestellten  Formeln  benützt 
und  mit  Rücksicht  auf  die  pag.  40g  gemachten  Bemerkungen  stellt  sich  die  Rech- 
nung, bei  welcher  in  Bezug  auf  den  Aequator  Q  =  4°44'48",  1"  =  22°i4'28"  und 
ta'  =  33°56'26"  angenommen  wurde,  und  die  ich  hier  übrigens  der  Kürze  halber 
nur  für  den  ersten  Normalort  mittheile,  wie  folgt: 
Aus  I)   [pag.  390)  folgt: 

« — Q  3°56'42"        afati*  »«Hin Jf  9.57807  sind  7.9422g 

cc*(a— Q}  9.99897  9-99394  BmnB  g-57741 

AvmA  =  täa(a — Q)  8.83758  mcoeJÜ"  8,80400  g.gggBS 
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9.99880 

M    oou33'o" 

Bcmß'  7.94126 

AemA'  0.96339 

3f+d  IOO°  3'6" 

ff  88°4o'34u 

A'  85044'ao" 

,»mM+i)  9.993*8 

logß  9-57753 

log^  9.06659 

tn  9.58413 

«'  359°4o'52" 

Aus  II)   (pag.  390 

resultirt : 

— «rflrj     0,07186 

C08  V 

9.92056 

— dcoB{V+n}   o„34286 

sin  V    9B743>4 

«C08  V  +O.J4444 

—  »/'   9»36753 

«»:(M|*    0.14372 

2  +  «COS  V 

°-33»3< 

Add.     0.04369 

Fsin  F    9.06076 

logd 

0-34457 

dwa[V+n)    9-29'55 

9.99848 

1  -f-  e  cos  V 

0.05860 

qf    9.27103 

Fco&F'    0.13709 

0.11720 

9.82610 

Add.     0.31141 

F    4°47'42" 

JfsroZT    8.98493 

logF    0.13861 

>°g/ 

0.22273 

9*99966 

log'     3„7<°88 

"  V+n 

3°4'4°" 

HcoeH1    ob38655 

(^siiif     2n77764 

*m{V+x) 

8.94698 

H'  I77°4343" 

Add      9.80752 

Add. 

7*82271 
9.96609 

log  H    0.38689 

Osinö'     2ns85i6 

KeinK'     0.07246 

9n99937 

00«(r+«r) 

9.99829 

9.97838 

GcosG     3„85397 

—  fnain  V 

7.72621 

Kens  IC     9.58244 

G   i83°4'57" 

Add. 

0.00231 

K"    72V 10" 

log  G    3.85460 

8.ai3°7 
0.00060 

log  K   0.09408. 

Leiter  findet  sich: 

w 

(r)     0.42260 

^/    0.21875 

:  J    0.20385 

Ä  +  u'     85°25'ia 

" 

ff  +  u1     88°2i'26 

f)4 

:  J     0.17044 

[r)B:J    9.78138 
Die  Rechnung  nach  III  (pag.  391}  stellt  sich  nie  folgt; 
F+A'+u  90°i2'54"      ff+A'+u  268°io'g"     ff+A'+u  263°8'55"      IC +A'+u  1^2^22" 
sm(Fr  +-. <*'+«)  0.00000  sin{G' 4- -^'+«)  9*99985  sm{If+A'+u)  9^9689  sinfÄ'+^'+w)  9.58303 
{r)AF:J  0.30905  {r)AÖ:J  4.02504         (r)  ^4^:^0.55733  (r)AK%J  0.26452 

CosöhazdU   0.30905        cosdda:  hfl  4,02489       co&äbaibtD  0,55422        coadbn:  b  'F  9.84755 
F'+ff+u  g3°  9'  8"       G'+iy+u  27i°26'23"    IT+B'+u  266üs'  9"      Ä"+Ä'+«  i6o025'36" 
•im.J!*+ir+*f)  9-99934  sin(G'+.B'4-tt)  9^9986  sinfiT+B'+u)  9*99899   rinfJT+.B' 4-«)  9.52506 
(r)BF:J  9.91999  {f)BG:J  3.63598  (r)BH:J  0.16827  (*•)  ÄX":  ^9.87546 

bd  =  dL'  9-91933  äd:dju  3„63!S84  dd:i)<ß  o„i67?6  ö  d:  d  'f  9.40052 
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a  —  q'  -j-  «' 

3°37'34" 

sinu' 

7«74565 

cos(<* — Q'  +  «") 

9-99913 

cos 

{a— a')  sint* 

9.57704 

M  tg$f;J 

9-49735 
9.49648 

Bin 

cos  d  i  a  :  ö  *" 

7-52'54 

cosd  öd  :  sint1  öQ 

0  — Q')  sin*T 

8.41565 

sin(a  —  Q'-|-«') 

8.80103 

sind 

7.94229 

sind  tgji" 

7-23579 

Add. 

0.0001 1 

cos  u' 

9.99999 

cos  <J  cos  t* 

9.96640 

C08<J 

9.99998 
6.03682 

I 

6-35794 
9.96651 

II 

9.99997 

(r)  sinu' :  J 

7B94950 

Add. 

0.00005 

0„00002 

hd:  81' 

7n9i6oi 

{••■} 

hd  :  sin»'  öq' 

0,20387 

Als  Probe  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  kann  man  das  Verfahren  ein- 
schlagen, dass  man  mit  variirten  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  sucht  und  nach- 
sieht, ob  die  auf  dies«  Weise  gefundenen  Aenderungen  in  den  Orten  mit  den  aus 
den  Differentialformeln  folgenden  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  stimmen, 
doch  darf  man  die  Aenderungen  nicht  allzu  gross  nehmen,  weil  sonst  der  Einfluss 
der  Glieder  zweiter  Ordnung  zu  nachtheilig  wird. 

Behandelt  man  in  ähnlicher  Weise  die  übrigen  Orte,  so  erhält  man  die  auf 
pag.  320  ff.  bereite  angeführten  Bedingungsgleichungen.  An  dem  citirten  Orte  wird 
sofort  die  Ableitung  der  Normalgleichungen  aus  denselben  vorgenommen  und  pag.  343 
die  Herstellung  der  Eliminationsgleichungen  erläutert;  pag.  345  findet  sich  die  Be- 
stimmung der  Unbekannten  aus  den  letzteren' durch  successive  Substitution,  pag.  350, 
351  dieselbe  Bestimmung  unabhängig  für  jede  Unbekannte  durchgeführt,  pag.  352  ist 
die  Darstellung  der  Orte  nach  den  Differentialformeln  hergestellt;  man  wird  stets  als 
Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  diese  Darstellung  auch  durch  die  directe 
Rechnung  prüfen.  Auf  pag.  352  finden  sich  die  Correctionen  der  Elemente  logarith- 
misch in  Bogensekunden  verstanden: 

log  iL'  =  1.0025  log  ö  f  =  0,6939 

logäjt  =  7.4842  log  sint"  dg' =  9.6220 

log  i0  =  0.7807  log  ot  =  9„0576  , 

Um  zunächst  die  Elementenänderungen  von  <Z>  und  f  in  solche  von  n  und  <p  zu 
übertragen,  wird  man  sich  der  Formeln  IV)  ,  VII)  und  VDT)  {pag.  392,  393)  be- 
dienen und  finden: 

nf  —  «»'  =  +  44"99 
9  —9o  =  —    °"°7  ■ 
Die  Ausgangselemente  selbst  sind  auf  die  Ekliptik  bezogen,   während  sich  die  hier 
gefundenen  Verbesserungen  auf  äquatorcale  Elemente  beziehen ;  zu  der  hier  nöthigen 
Transformation  wird  man  die  Formel  IX)  pag.  395  heranziehen   und  finden,    wenn 
man  nun  alle  Correctionen  zusammenbringt: 
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•  + 
=  —    o. 


i^  = 


.07 
003049 


und  die  verbesserten  Elemente  der  Erato  werden  sein : 
®  Erato 
Epoche  und  Oscul.   1874  Dec.  26.0  raittl.  Berl.  Zeit 
mittl.   Aequ.    1870.0. 
L  =  2190  8'i6"78 
M=  180  40  13.97 
n=    38  28    2.81 
0  =  1254236.58 
»  —      2  12  24.32 
V  ■=      9  59  14.83 
H  =  64o"899og9 
log  0  =  0.4954779   ■ 
Rechnet  man  nun  nach  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  mit  Rück- 
sicht auf  die  obigen  Stönmgswerthe,  so  erhält  mau  die  folgenden  Unterschiede  zwi- 
schen der  Beobachtung  und  Rechnung,  denen  ich  jene  auf  pag.  352  durch  die 
Differential  form  ein  erhaltenen  beisetze;    die  Ueberein  Stimmung  beider  Resultate  in- 
nerhalb der  Unsicherheit  einer  siebenstelligen  Rechnung  gibt  eine  höchst  befriedi- 
gende Controle.     Es  findet  sich: 


directe 
cosiba 

Rechnung 

u 

Differentialforaiein 
cosdda               id 

—  o"27 

+   2"lS 

—  o"28 

+  2.1 

+  1.14 

+  0.82 

+  1.13 

+  0 

8 

—  0.58 

—  I 

49 

—  0 

46 

—  I 

5 

—  I  09 

—  3 

47 

—  0 

99 

—  3 

4 

—  2-3' 

—  0 

32 

—  2 

43 

—  0 

3 

—  0.15 

+  0 

22 

—  O 

10 

+  0 

2 

+  °-37 

—  1 

23 

+  O 

49 

-  1 

2 

+  0.04 

+  0 

94 

+  0 

'7 

+  0 

9 

+   2.2b 

—  0 

-12 

+    2 

32 

—  0 

4 

Schliesslich  wäre  noch  erwähnen,  dass  auf  pag.  361  die  Gewichte  und  die 
mittleren  Fehler  der  Unbekannten  abgeleitet  sind;  es  ist  an  der  betreffenden  Stelle 
gefunden  worden: 

bL'  =  ±  o"4Q4  J!F=±  o"3 1 5 

bft  =  ±:  0.000143       öß'  sinf  =  ±  0.529 
ö©  a  ±  0.276  r>»'  =  ±  0.588  . 
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Zunächst  wird  man   die  Unsicherheit  der  Elemente  n    und  </>  mit  Hilfe   der 
Formeln  9}  pag.  388  ableiten.     Dieselben  ergeben: 

Bin  <f  Hin  <f 

V         COB*  ^co»tp  » 

mit  Rücksicht  auf  die  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auseinandergesetzten 
Principien  wird  man,  wenn  man  durch  E  den  mittleren  Fehler  vorstellt  und  durch 
den  Index  das  Element,  auf  das  er  sich  bezieht,  bezeichnet  erhalten ; 


W-±Vfä* 


(«) 


und  unter  den  Annahmen  it  =  38°49'6  und  ijp  =  o°59'2  wird  folgen : 
E{x)  =  ±  i"683 
B(9>}="±  0.305  . 
Aehnlicti   wird   man   aus   den    Formeln  X)    pag.  395    erhalten    (i  =  2°i2'4, 
i*  =  22°i4'2,  a  =  iai°2o'6) : 


Äfl)  =  ±  V(cobö  E(t)]2  +  (sinö  £(q'  sint")}* 


KW  —  ±  V(i>V  +  («in«  tgii  E(f|)>  +  ({cos«  tgj.— tgt>)  E(0'  «in.-)]' 
E[£)  =  ±  V(E(Z/1)'  +  (sin«  Igji  E(.'!)'  4-  ((cos«  tg^'-tKl.",  Jf  [0'  «rasl1 
nach  Einführung  der  obigen  numerischen  Werthe : 
E  (£)  —  ±    o"5o6 
£(/ij  =  ±    0.000143 
B(ir)=±     1.687 
B{f)  =  ±    °3°S 
E(0)  =  ±  14.873 

E(i)  =  ±  0.546. 

Um  die  für  die  periodischen  Cometen  in  Vorschlag  gebrachten  Formeln  zu 
erläutern,  will  ich  dieselben  auf  einen  Ort  des  Winnecke'schen  Cometen  (III,  1819) 
anwenden;  für  den  auf  den  mittleren  Aequator  1880,0  bezogenen  Ort  des  Cometen 
hat  man : 

1875  Febr.  9.5  mittl.  Berl.  Zeit  o  =  276°38'i     S  =  — i6°i6'2  ; 
die  aus  den  Elementen  zu  entlehnenden  Grössen  sind : 

0'=    29°i7'7  t»  =  —  47°43'3 

«' =    2150.0  log*"=       9-9837 

w'  =  249  35.0  l°g-^  —       0.1340 

?=>    47  40.1  loga=       0.5053 

p  =  6ig"6i  log*--       37874 
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■wobei  also  wieder,  wie  im  früheren  Beispiele  der  Aequator  als  Fundamentalebene  und 
für  die  Zeit  t  als  Ausgangsepoche  1858  Mai  1.0  angenommen  ist.  Nach  den  For- 
meln I)    (pag.  390!   erhält  man: 


a  —  a' 

247°2o'4 

m  tiinM 

9.5704 

sind 

9»4474 

9.9625 

cos  (a  —  Q') 

«»5858 

m  cos  M 

9.9328 

C0S1* 

9.9677 

M 

23°28'0 

sin  {a  —  q') 

9»965l 

M+ä 

7  118 

A  fsa\A' 

9n5535 

sin  (M+  d) 

9.0979 

—       - 

9ngbq6 

m 

9-9703 

A  cosA' 

9n965> 

B  sin  5' 

9.0682 

A' 

201°I  1*3 

9.8663 

logA 

9-9955 

BcoaB' 

9.0332 

u 

20.«5i'7 

s 

47°i8'4 

A'  -f-w' 

43°  3'o 

log  B 

9.2019 

B'  +  «' 

249  10  1 

r 

:  J 

9.8497 

Ar:  J 

9.8452 

josc 

9.8278 

Br:  J 

9.0516 

sine 

9n8692 

ch  II)    (pag.  390,  39'l 

wird  sich  finden: 

costp  cose     9.654t 

tF 

sini-" 

4.2210 

siny  cobo  9.6976 

a  :  r    0.5216 

2-lP 

Hill  i" 

2.3462 

2 -j-sin  </.' cos  »  0.3977 

- — t#<f  sine     9.9120 

Add. 

0.0058 

sine  seci/i  on0422 

a':ra     1.0432 

G 

sin  6" 

4.2268 

PsinP1  0.1764 

FsinF     0.4336 

9.9721 

9*9435 

9.9727 

G 

cosG' 

4.6576 

PcosF  o„4399 

FcosF'    0.8702 

G' 

20020'8 

P  i5i°24'3 

F'     20°5'9 

logG 

4.6855 

log  P  0.4964  . 

log  F    0.8975 
aus  III)   (pag.  391}  erhalt  man,  wenn  man  die  analogen  Operationen  für  die  4  Ele- 
mente neben  einander  durchführt  (die  angesetzte  Bezeichnung  ist  demnach   für  die 
4  verschiedenen  Columnen  entsprechend  verändert  zu  denken) : 


F  +  A  +  «• 

M„ 
63°8'9 

63°23'8 

f 
"94°27'3 

43°3'o 

rAF-.J 

9.9504 
0.7427 

9-95"4 
4-5307 

9»3973 
0.3416 

9.8342 
9.8452 

cobiJ  Sa  :  iMa 

0.6931 

4.4821 

9»73«9 

9-6794 

F'  +  B  +  <i 
sin  IJF  +  B  +  »') 

26gui6'o 
onoooo 

2°9°3°'9 
onoooo 

4°°34'4 
9.8132 

249°I0' 
9„97o6 

rAF:  J 

9.9491 

3-737" 

9.5480 

9.0516 

» «  :  » *r„ 

9n949> 

3.737" 

9.3612 

9„0222 

,  B»hnb*«tirain«np'n.  II. 
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ir  flQ'  und  ot*  erhält  man  ans  IIP   pag.  391 

a  -  Q'  4.  0- 

89diz'i 

sin«' 

9»57°9 

co»(o  — 0'  +«') 

8.1441 

—  cos 

(a  —  Q'Jsint* 

9.1562 

rlgj."  :  ^ 

9-I350 
7.2791 

cosd  ia  :  hi' 

8»5768 

coed  öa  :  ofl'  sin»' 

sin 

a — Q1)  sint" 

9»5355 

sin  (a  —  a'  +  w'} 

0.0000 

sind 

9n4474 

sindtgi** 

8„7327 

Add. 

0.0445 

cosu' 

9,9676 

eoso*  cosT 

9-95O0 

cosd 

9.9823 

I 

8.9829 

I 

8*7327 

{•••} 

9-9945 

II 

9»9499 

r  sin«'  :  ^/ 

9*4206 

Add. 

0.0256 

öd:öt 

9n4I5I 

(...) 

9-9755 

<sd  :  <Hi'  sin* 

9.8252 

man  hat  also  zwischen  den  Variationen  der  Elemente  und  den  Variationen  der  geo- 
centriechen  Orte  die  folgenden  Relationen,  deren  Coefficienten  logarithmisch  zu  ver- 
stehen sind: 

cos<f  fla  =  o  6951   öitfö  + 4.4811  fl(Uo-t-9,,7j89  dip  + 9.6794  äw' +  7.1791  iint'40*  +  *nST*<  di* 
8<*  =  9»949'  dif0+  1B737"   ä/io  +  9.3611  dtp  +  9,011*0«'  -f-  9. »151  siui'ilQ'  +  g»4>5'  *•' 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Fonneln  zu  prüfen,  kann  man  sich  durch  willkür- 
liche Variation  der  Elemente  und  directe  Rechnung  aus  denselben  eine  zweckmässige 
Controle  versehallen.     Setzt  man  nämlich: 

ajf=-—  60" 

ttf,  =  4.  o"oi 

J)ff  =  —  300" 

d  Jt'  =  —    40" 

öq'  sint*  =  +  ioo" 

i?  =  4-  100" 

so  erhält  man   durch   eine  directe   6stellige  Rechnung   als  Variationen  der  geocen- 

trischen  Orte  die  Werthe : 

cos d  ba  =  +  149"!  bd  =  —  25"4 

die  Substitution  der  obigen  Variationen  in  die  früher  ermittelte  Relation  ergibt  hierfür : 

cos d  öo  =  +  149" 2  öd  = —  25"o 

was  in  Anbetracht,  dass  die  Rechnung,  nur  6  stellig  geführt  wurde,  eine  mehr  als  ge- 
nügende Uebcreinstimmung  ist. 

Um  nun  endlich  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Formeln,  die  für  mehr 
parabolische  Kähnen  gelten,  vorzuführen,  wähle  ich  hierfür  die  Bahnbestimmung 
des  Oometen  I  1866,  und  werde  das  Beispiel  ausführlich  hier  mittheilen,  weil  es 
Gelegenheit  bietet,  jenen  bei  det  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufgeführten  Fall 
(pag.  362  ff,),  wo  die  Bestimmung  einer  Unbekannten  mit  einer  besonderen  Unsicher- 
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heit  behaftet  ist,  näher  zu  erläutern.  Als  Grundlagen  der  Rechnung  wurden  die 
folgenden  Normalorte  und  Sonneneoordinateo  angenommen,  die  eich  auf  den  mitt- 
leren Aequator  1866.0  beziehen: 

mittl.  Berl.  Zeit  a  ä  X 

1865  Dec.  22.5  333°i8'i7"3  +5g°4i'i4*g  +0.0206905 
»      27.0  348.16    3.2  +26  58  14.3  +0.0992222 

1866  Jan.     4.0  352  5828.8  +  7  12  57-5  +0.2369292 
9.0  354    140.8  +  2  21  55.0  +0.3207984 

1      15.0  354  45  57-7  —  1    5  4*-3  +0.4181360 
»      22.0  355  18    6.2  —  3  37  25-5  +0.5256975 
Febr.    5.0  355  59  26.5  —  6  35  35.4  +0.7152903  — o. 


Y 

Z 

9019836 

— 0.391 3801 

8974048 

— 0 

3893961 

8753931 

— 0 

3798464 

8527856 

— 0 

37«>335 

8169047 

—0 

3544614 

7634815 

— 0 

3312834 

6229677 

— 0 

2703121 

AU  genähert  richtige  Elemente,  deren  Verbesserungen  gesucht  werden  sollen, 
wurden  die  folgenden  äquatorealen  Elemente  angenommen: 


T=  1866  Januar 
n'  =  342t>28'24n88 
Q'  =  202  54  49.06 

f  =  143  19  36-10 
log  q  =  9.9896805 

e  =0.9053669 


11 7 1697  mittl.  Berl.  Zeit 

mittl.  Aequ. 
1866.0  . 


Rechnet  man  in  der  bekannten  Weise  die  Fehler,  welche  diese  Elemente  in 
den  obigen  Normalorten  übrig  lassen,  so  finden  sich  dieselben  im  Sinne  Beobachtung 
—  Rechnung,  wie  folgt: 


COüJäO 

u 

0 

— 2H02 

+0.76 

— 26°46'26" 

■       +4-55 

+2 

27 

— 20  56  14 

■       —0.23 

— O 

84 

-10    342 

.       —1.02 

+  1 

40 

—  3    3  37 

-0.58 

—  2 

04 

+  5  23  23 

.       —2.16 

— O 

06 

+■5    5  54 

-f-0.6'4 

+0 

58 

+33    8  45 

logr 

01239 

00352 

99287 

98997 

99059 

99686 

02463 

XogJ 

1og(*-T} 

■30736 

'»29384 

.48685 

i„i8io3 

■76731 

o„855Ö2 

.88562 

0*33680 

■99336  " 

0.58301 

.08850- 

1.03456 

.21886 

'■39495 

ausserdem  habe  ich  die  aus  diesen  Elementen  für  die  Zeiten  der  Normalorte  resul- 
tirenden  wahren  Anomalien  [v'\ ,  ßadiusrectoren  (r) ,  geocentrischen  Distanzen  (J) 
und  die  seit  der  Ferihelpassage  verflossene  Zeit  (t  —  T)  in  mittleren  Sonnentagen 
genähert  angesetzt,  weil  die  Kenntnis«  dieser  Grössen  bei  der  Berechnung  der  Diffe- 
rentialquotienten nöthig  ist;  die  Rechnung  nach  den  Formeln  I)  (pag.  405)  stellt 
sich  wie  folgt: 
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«— a' 

I30°23'28' 

I45°2i'i4' 

1500  -3 '40" 

151°  6'52" 

■5i°5i'  9" 

I52°23'i7" 

153°  4'37" 

sind 

9.93615 

9.65661 

9.09903 

8.61564 

8,28130 

8,80075 

9.06001 

cob(« — Q') 

9.8. 158 

9.91523 

9.93780 

9.94230 

9.94534 

9.94749 

9,95018 

sin  [a — Q') 

9.88175 

9-75474 

9.69817 

9. 68400 

9-67370 

9.66603 

9.65590 

9.91699 

9.87943 

9.90970 

9.91588 

9.92007 

9.92305 

9.92679 

A  sin  Ä 

9.71578 

9.81943 

9.84200 

9.84650 

9.84954 

9.85169 

9.85438 

Ä 

34°i8'32" 

49°'5'  5" 

54°!  9'  7" 

55°28'4o" 

56°17'40" 

56°53'24" 

57°39'34" 

\o%A 

9.96476 

9.94000 

9.93230 

9.93062 

9.92947 

9.92864 

9.92759 

msinM 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9-85433 

9.90028 

9.91944 

992373 

9.92673 

9.92890 

9.93168 

mcosM 

9.78595 

9.65894 

9. 60237 

9.58820 

9-  57790 

9.57023 

9.56010 

M 

44°2i'i5" 

52°38'25" 

56°io'io" 

57°  i'44* 

57°38'46" 

58°  6'  6" 

5°°41'54- 

M  +  S 

IO4     2  30 

79  36  39 

63  23    7 

59  23  39 

56  33    4 

54  2841 

52    619 

»in  (M+S) 

9.98683 

9.99282 

9-95ii6 

9.93485 

9.92136 

9.91057 

9.89716 

m 

9.93162 

9.87588 

9.85672 

9.85243 

9.84943 

9.84726 

9.84448 

BtänB 

9.91845 

9.86870 

9. 80808 

9.78728 

9.77079 

975783 

9.74164 

9.91848 

9.95070 

9.99386 

9.99925 

9.99982 

9-99793 

9.99265 

B  cos  .6" 

9.74773 

9.57184 

9.03683 

8.55794 

8.22664 

8.74824 

9.01019 

B 

124°  1'  4" 

n6"47'  8" 

99°36'40" 

93°22'30" 

88°2i'49B 

84n24'48" 

79°29'io" 

logB 

9. 99997 

9.91800 

9.81422 

9.78803 

9.77097 

9.75990 

9.  74899 

w' 

U2°47'io" 

u8»37'22" 

I29°29,54" 

136°29'59" 

■44°56'59" 

■54°39'3o" 

I72°42'2l" 

auB  II)  pag.  405  findet  Bica: 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

sine 

9«65366 

9.55309 

9.2423« 

8.72743 

8.97281 

9-41577 

9.73781 

r 

0.01239 

0.00352 

9.99287 

9.98997 

9.99059 

9.99686 

0.02463 

cosr 

9- 95075 

9.97034 

9-99327 

9.99938 

9.99S08 

9.98475 

9.92287 

Binc:r 

9.64127 

9.54957 

9.24944 

8.73746 

8.98222 

9.41891 

9.71318 

t* 

0.02478 

0.00704 

9.98574 

9-97994 

9.981 18 

9.99372 

0.04926 

FiwF 

7.69885 

7.60715 

7.30702 

6.79504. 

7.03980 

7.47649 

7.77076 

9.98922 

9.99343 

9«99849 

9.99986 

9.99957 

9,99659 

9,98343 

FcmF" 

8.34562 

8.36336 

8.38466 

8.39046 

8.38922 

8,37668 

8,32114 

F' 

192°42'30" 

i89°56'35" 

l84Q46'5o" 

l8i°27'  5" 

i77°26r2o" 

l72°49'40" 

l64Di6*24" 

\ogF 

8.35640 

8.36993 

8.38617 

8. 39060 

8.38965 

8.38009 

8.33771 

*1» 

9.37656 

9,26663 

8.94463 

8.42673 

8.67274 

9.12230 

9- 47363 

■*!»' 

8.75312 

8-53326 

7.88926 

6.85346 

7-34548 

8.24460 

8.94726 

0+0.00281  +0.00170  +0.00038  +0.00004 

-(-0.00011  4-0.00087+0.00440 

%,»' 

7.50624 

7.06652 

5-77852 

3.70692 

4.69096 

6.48920 

7.89452 

£.' 

9.130051 

9.30071 

9.  30096 

9.30102 

9.30101 

9.30086 

9. 30021 

Ef+2. 00281  +2.00170  +2.00038  +2.00004  +2.00011  +2.00087+2.00440 
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I 

2 

3 

4 

5 

6                 7 

tg£t>*  +O.O5664  +O.O3414 

+0.00775  +0.00071  +0.00222+0.01756+0.08856 

Etr  tg £ v*  +0.00064  +0.00023  +0.00001 

0.00000 

0.00000+0.00006+0.00157 

{.  .  .,}+2. 06OO9  +2-O3607  +2.008I4  +2-00075  +2.00233  +2-OI 849  +2.09453 

log(...} 

0.31389 

0. 30879 

0. 30279 

0.30119 

0.30153 

0.30503     0.32109 

sincJ 

9-30732 

9.10618 

8.48462 

7.45486 

7.94562 

8.83154     9.47562 

B,' 

oBooo97 

o„ooo59 

onoooi3 

o„ooooi 

0,00004 

o„ooo30     0,00153 

E," 

9.902g! 

9„90299 

9*90307 

9*90309 

9*90308 

9«90304     9*90282 

i+iytg^el +0.94323 +0.0.6581  +0.99225  +0.99929  +0.99778+0.98242+0.91112 

iVel»'  - 

-0.00257  - 

-0.00093  - 

—0.00005. 

0.00000 

O.OOOOO- 

—0.00025 — 0.00627 

log{-..} 

9-97343 

9.98447 

9.99660 

9-  99969 

9.99903 

9.99219     9-95657 

cos^ü1 

9.97607 

9.98542 

9.99665 

9-  99969 

9.99904 

9.99244     9-96315 

sinc:2(i  +fi) 

9„07266 

8„97209 

8,6613 1 

8,14643 

8.39181 

8.83477     9- 15681 

GsinG' 

8»739i8 

8*53*94 

7*90538 

6^87402 

7*365>2 

8*25454     8.91468 

9n94787 

9,96927 

9*9932i 

9*99938 

9.99807 

9.98446     9.91567 

GcosG' 

9„022l6 

8„94i98 

8*65456 

8*14581 

8.38988 

8.81940     9.07653 

G'  207°3i'46"20i°i8'  3" 

900  6'   7"  1 

83°  3'4i"- 

-5°23'46"- 

-i5°i4'8"— 34°33'45" 

logG 

9.07429 

8.97271 

8.66135 

8.14643 

8.39181 

8.83494     9.16086 

cobc : r 

9.93836 

9.96682 

0. 00040 

0.00941 

0.00749 

9.98789     9.89824 

qco&v.r 

9. 92804 

9.95650 

9.99008 

9.99909 

9.99717 

9.97757      9.88792 

—  (1 — eJGsinG' 

7.71522 

7.50948 

6.88142 

5.85006 

6.34116 

7.23058     7.89072 

Add. 

0.00265 

0.00155 

0.00034 

0.00003 

0.000 10 

0.00078     0.00435 

log{...) 

9.93069 

9-95805 

9.99042 

9.99912 

9.99727 

9.97835      9.89227 

[t—T)  :r* 

I  „26906 

'»17399 

on86g88 

0*35686 

0.60183 

1.04084      1.34569 

HsinZ/' 

0„2929I 

0*32027 

0*35264 

0*36134 

o*35949 

o»34057      o»25449 

9*8995 I 

9»93729 

9»985o8 

9n9986i 

9*99569 

9,96680     9*84953 

.ff COS  .ff' 

0.17777 

0.08270 

9.77859 

9.26557 

9*5« o54 

9*94955      0,25440 

.ff"- 

-52°3o'27" 

— 59°56'36 

"  — 75°4'9" 

— 85°24'5i 

26i°56'27 

247°52'55"225°o'22" 

log-ff 

0.39340 

0.38298 

0,36756 

0.36273 

0.36380 

o-37377      0.40496 

Bei  der  Anwendung  des  Formel  Systems  III„  pag.  406  wurden  jene  Abände- 
rungen in  Rechnung  gezogen,    die  in   der  Formel  II I5  pag.  407  enthalten  sind,   da 
der  Comet  sich  in  Bezug  auf  die  gewählte  Fundamentalebene  als  retrograd  erweist,   es 
wird  also  statt  11    das  Element  ji'  eingeführt;   die  Rechnung   stellt  sich   wie  folgt: 
1234567 
£  +*'    147°  5'42"'67°52'27"  i83°49'  1"  i9i°58'39"  20i°i4'39"  2ii°32'54"230<>2i'55'' 
Zf  +  m'    236  48  14   235  2430  229    6  34   229  52  29  233  1848   239    4  18  252  11  31 
Ar :  J      0.66979      0.45667      o.  15786      0,03497      992670     9.83700     9.73336 
Br  •.  J      0.70500      0.43467      0.03978      9.89238      9.76820   '  9.66826     9.55476 
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I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

A'  +  F  +«■ 

330°48'i8" 

357°49'  2" 

8°35'5l" 

I3°25'44" 

i8°4o'59n 

24°22'34" 

34°38'i9" 

.in  (A+F  +  u) 

9»538<>9 

8,58078 

917461 

936594 

9.50560 

9.61566 

9.75466 

FAr:  J 

9.02619 

8.82660 

8. 54403 

8-42557 

8.31635 

8.21709 

'8.07107 

cosdö«  :  iT 

8,56428 

7,40738 

7.71864 

7.7915I 

7.82195 

7.83275 

7-82573 

B  +  F  +  »' 

ö9°30'5°" 

65°2i'  5" 

53°53'24" 

51°19'34" 

50°45'  8" 

51°53'58" 

56°27'55" 

sin  (#+*"  +  «') 

9.97163 

9.95851 

9. 90735 

9.89249 

9.88898 

9.89594 

9.92093 

FBr-.J 

9.06140 

8.80460 

8.42595 

8.28298 

8.15785 

8.04835 

7.89247 

Hi:)lT 

903303 

8.76311 

8-33330 

8-17547 

8.04683 

7.94429 

7.81340 

Ä  +  G'  +  «' 

3S4°37''8" 

9°io'3o" 

■3°55'  8" 

15°   2'2o" 

>95°50'53" 

196°i8'46" 

I95°48'lo" 

8in(^'+G'+u') 

8,97166 

9. 20263 

9.38120 

9.41409 

9,43630 

9,44852 

9,43509 

GAr-.J 

9.74408 

9.42938 

8.81921 

8.1814O 

8.31851 

8.67194 

8.89422 

eoad  bu  :  bo 

8,71574 

8.63201 

8.20041 

7-59549 

7,7548i 

8„i2046 

8,32931 

B  +  G'  +  «' 

84c2o'  0" 

76V33" 

59°i2'4r 

52°56'10" 

227°55'  2" 

223°5o'io" 

'■7°37'46" 

sin(.B'  +  G'  +  ii') 

9.99787 

9.98821 

9.93402 

9.90198 

9,87050 

9,84048 

9,7857» 

SSf:4 

9.77929 

9.40738 

8.70113 

8.03881 

8.1 6001 

8.50320 

8.71562 

Jo\ö* 

9.77716 

9-39559 

8.63515 

7.94079 

8,03051 

8,34368 

8,50134 

^'  +  -ET  +  «' 

94°35'"5" 

■O7055'5"" 

io8°44'52" 

io6°33'48" 

I03°i  1'  6" 

99°25'49" 

95°22'i7" 

•in  (^'  +  fl'  +  ii') 

9.99861 

9.97838 

9.97633 

9.98159 

9.98840 

9.99409 

9.99809 

HAr:  J 

1. 06319 

0.83965 

0.52542 

0.39770 

0. 29050 

0.21077 

0.13832 

cosd  da  :  c  logy 

1. 06180 

0.81803 

0.50175 

0. 37929 

0.27890 

0. 20486 

0.13641 

B"  -4-  IT  +  i£  i84°i7'47"  I75°27'54"  '54°  z'^"  i44°27'38"  135°»5'»5"  iz6°57'is"  U70ir53" 

sia(B'-\-H'+tt')  8^87458      8.89800     9.64122      9.76438      9-84755      9.90261      9.94912 

HBr :  4  1.09840      0.81765      0,40734      0.25511      o.  13200      0.04203      9.95972 

bö  :  dlogy  9,97298      9.71565      0.04856      0.01949      9.97955      9.94464      9.90884 


sin  [A'  -(-  «') 

9-73499 

9.32234 

8,82327 

9,31708 

9,55912 

9,71868 

9,88656 

cos  d  h  a  :  ö  A' 

0.40478 
9,92262 

9.77901 

8,98"3 

9,35205 

9,48582 

9,55568 

9,61992 

sin  [B  +  «') 

9,91552 

9,87850 

9,88346 

9,90413 

9.93339 

9,97868 

»J:o^ 

0,62762 
■  7°36-i8- 

0,35019 
26°43'52" 

9,91828 

9,77584 

9,67233 

9,60165 

9,53344 

«  — B'  — «" 

2o"33'46" 

■4"36'53" 

6°54'io" 

!57°43'47" 

J40°22'l6" 

cos  (0 — a'  —  «*) 

9.97917 

9.95092 

9.97141 

9.98572 

9.99684 

9.99966 

9.97400 

r  cotg  \  t'  :  J 

0.22542 

0.03706 

974595 

9.62474 

9.51762 

9.42875 

9.32616 

cosdäa  :  sint'oQ' 

0. 20459 

9.98798 

97"739 

9.61046 

9.51446 

9.42841 

9.30016 

cos«' 

9,58804 

9,68037 

9,80349 

9,86056 

9,91310 

9,956o6 

9,99647 

cosd 

970305 

9.95000 

9.99655 

999963 

9. 99992 

9.99913 

9.99712 

sin  (c  —  5'  —  «'] 

9. 48066 

9.65302 

9.54560 

9-40194 

9.07985 

8,59784 

9,52624 

eindcotg^'* 

945654 

9.17700 

8.61942 

8.13603 

7,80169 

8,32114 

8,58040 

»Google 


logl  9^9109  9.63037 

Jog(—  nj  8*93720  8.83002 

Add.  o.  15918  0.06384 

*<«{•■•}  9n45°27  9*694** 


3 

4 

9n8ooo4 

9,86019 

8,16502 

7*53797 

0.00995 

O.00206 

9,80999 

9,86225 

9n9i302  9n955i9  9*99359 

6.88154  6„9i898  8,10664 

9.99960  0.00040  0.00560 

9,91262  9*95559  9*999'9 


lö  :  srnt'dy' 


,15530      0,21088      0,03555      9*9°66o      9*90985      9*86395      9*80496 


sin«'  91.96471  9-94339  9.88742  9*83781  9-75-913  9.63146  9.10368 

cos(a— fl')  hb«'  9«58774  9«69i39  9»7'396  9*71846-  9*7«5»  9*72365  9*72634 

cosd  ha  :  d*'  0.25,748  0.15145  9.82694  9.66062  9.47786  9.26-347  8.63579 

sind  sin(a—  Q')  9.81790  9.41 135  8.79720  8.29964  7n955°°  8,46678  8,71591 

logl  9-59406  9.18751  8.57336  8.07580  7*73116  8,24294  8,49207 

logll  9*60725  9*85420  9»90075  9»90383  9»904w  9«90333  9*90132 

Add.  8.48907  9.89463  9.97907  9.99350  0.00291  0.00939  0.01660 

l°g  (■  ■  1  8*083 '3  9»74883  9*87982  9*89733  9*90703  9*91272  9.9I792 

r  sinu  :  d  0.66974  0.46006  o.  11298  9.94216  9.75636  9.53982  8.90945 


ad  :  fti" 


8*75287       0,20889      9*9928o      9*83949-      9*66339      9*45254 
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Bei  der  Ausgleichung  wird  allen  Nonnalorten  das  gleiche  Gewicht  gegeben, 
man  kann  also  sofort  daran  gehen,  nach  den  bei  der  Methode  der  Kleinsten  Qua- 
drate angeführten  Vorschriften  (pug.  318)  die  Coefficiente»  hwmugwi  m  raschen  und 
man  wird  als  neue  Unbekannte  ansetzen   (Coefficienten  logarithmisch)  : 

x  =  0.25748  ar 

y  =  0.21088  sin  «'Dg' 
2  =  0.62762  h^l' 
t  =  1.06180  ö  logj 
"  —  9.03303  »  T 
w  =  9.77716  &« 
log  Fehlere inheit  =  0.6580  . 


«) 


Hiei  ist  schon  die  Anordnung  der  Unbekannten  so  gewählt ,  dass  die  mit 
besonderer  Unsicherheit  zu  bestimmende  Excentricität,  als  die  letzte  erscheint.  Die 
logarithmisch  angesetzten,  homogen  genmehten  Bedingusgsgleichungen  sind  also: 


9,6474  =  0.0000« 

+  9-9937« +  9-7772» 

+  0.00003  +  9,5312« 

4-  8,9386«) 

0.0000  =  9.8940 

9-777' 

9.1514 

9.7562 

8,3743 

8.8548 

8,7°37  =  9-  5*95 

9.5065 

8.3535 

9-4399 

8.6856 

8.42'32 

9,35°6  =  9-403» 

9-3996 

8,7244 

9-3"75 

8.7585 

7.8183 

9»1°54  —  92204 

9.3036 

8,8582 

9.2171 

8.7889 

7,9776 

9n6705  =  9.0060 

9.2175 

8,9281 

9.1431 

8.7997 

8,3433 

9. 1482  =,8.3783 

9.0893 

8,9923 

9.0746 

8.7927 

8.5521 

9.2228  =  8,4954 

9.9444 

o„oooo 

8,9112 

0.0000 

0.0000 

9.6980  =  9.9514 

o„oooo 

9,7226 

8.6538 

9.7301 

9.6184 

Diqit  zed  sy 

Google 


r  8.9868/+  9.30031* 
8-9577  9- 

8.9177  9. 

8.8828  8 

8.8470  8 


8.8580» 
8. 1636 
0138  8,2533 

91 13  8,5665 

7804  8„7242 
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9,2663  =  9»7353*  +  9»8247y+ 9,2907  z-  + 
94881=9,5820  9n7557  9**402 

9,6516  =  9,4059  9,6990  9,0447 

8,1202  =  9,1951  9n653i  8,9740 

9. 1054  =  8,5699  9H5941  8,9058 

Die  Bildung  der  Normalgleichungen  1 
bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (pag.  327  ff.]  behandelt.  Entlehnt  man  nun 
dieser  Rechnung  die  für  die  Bildung  der  Eliminationsgleichungen  noth wendigen 
Grössen,  und  bildet  die  Controlgrössen  [aa],  [bs]  etc.  (vergl.  pag.  317}  so  gestaltet 
sich  die  Elimination  nach  den  früher  (pag.  339  ff.)  gegebenen  Vorschriften  wie  folgt, 
wobei  jedoch  mit  Rücksicht  auf  die  im  §  6  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
[paK-  3°3  tf-)  gemachte  Bemerkung  die  Elimination  nur  bis  zur  vorletzten  Unbe- 
kannten durchgeführt  wurde: 


diesen  Coefficienten  ist   ausführlich 


+  I..865 
0.SOJ31 

y 

+  1-4049 
0.53211 

+   «-174I 
0.13805 

t 

+   I.485J 
0..7182 

0*00954 

—  0.4591 
9,66100 

—  0.1590 

+  7.8105 
0.89268 

s 

0.01880 

+  4-7197 

+  3-6j«4 

+  2.16.6 
+  1.4684 

+    1-1451 
+    1-5871 

—  2.0300 

—  1-0911 

—  1-3478 

—  0.4907 

—  0.5159 

—  0.1699 

+  7-9478 
+  8.3460 

+  1.0911 

0.01794 

+  o.89Ji 
995°95 

—  0.14.8 

9,18146 

—  0.9177 
9,97106 

-  0.8571 
9,91 10] 

—  0.3460 
9.51908 

-  0.398* 

—  0.1981 

9 .6J474 

+  1.7681 
+  0.5916 

+  0.6111 

-f  0.6406 

—  1.5917 

—  0.1980 

—  0-47*5 

—  0.0686 

•f  2.8071 
+  31684 

9.91 JOI 

+  "-I7SS 
+  0.7m 

—  0.0095 

—  0.1979 

—  "-1519 

—  0.7675 

—  1.0645 

—  0.7015 

—  0.4019 

-  0.2812 

-0.561. 
—  0.3259 

+  0.4444 
9.64777 

+  0.1884 
9.17508 

—  0.3844 
9BS847B 

—  0.3610 
9*55 991 

9*08171 

—  0.1152 
9„37M4 

—  0.1353 

E 

9.66851 

+  1.5484 
+  0.6914 

—  0.3078 

—  0.4765 

-  0.1085 

—  0.0141 

—  0.0741 

+  4-5795 
+  3-6407 

9-1455* 

+  0.8560 
+  0.0516 

-+-  0.1687 
-|-  0.2078 

+  0.1055 
+  0.1899 

+  0.0598 
+  0.0767 

+  0.9388 
+  0.0882 

9.6»7Ji 

+  0.0799 

—  0.0391 

—  0.0844 

-  0.1539 

-  0.0169 

—  0.0512 

-f  0.8506 
—  0.0997 

+  0.7**5 
9.85884 

+  0.1*39 

9.09107 

4-  0.0695 
8.84198 

+  0.0341 
8.535*9 

+  0.9501 

9.97786 

+  0  9So* 
E 

9,50621 

+  1.5016 
+  o-l»79 

-+-  1.1568 
+  0.1471 

+  0.4841 
+  0.0510 

—  1.7102 

-  2.5056 

9„934'* 

+  1.1737 
+  0.B057 

+  i>o95 
+  0.7365 

+  04131 

+  0,2971 

■+■  0.7954 
+  0.141* 

9,9I7°i 

+  0.16B0 
+  0.3115 

■+-  0.1730 
+  0.1140 

+  0.1158 
+  0.1044 

+  o.451* 

+    0.20J4 

9-*14*l 

+  0.O15J 
+  0.011* 

-f  0.0590 
+  0.01.9 

+  0.0114 
+  0.0059 

+  0.2498 

+  o.,63o 

+  0.0141 
8.15534 

-+-  0.0471 
8.67101 

+  0.0255 
8.40654 

+  0.0868 

+  0.0869 
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+ 

i.1978 

+ 

0.48.. 

+ 

o.o662 

+ 

0.0229 

+ 

1.I3I6 

+ 

O.4582 

+ 

0.6732 

+ 

0.27I8 

+ 

0.4584 

+ 

O.I864 

+ 

0.2965 

+ 
+ 

O.OO86 

+ 

o.i6i9 

O.O878 

+ 

0.0067 

+ 

0.0033 

+ 

0.1552 

+ 

O.0845 

+ 

0.1551 

+ 

O.O84O 
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Um  zu  zeigen,  dass  in  der  That  die  Bestimmung  der  letzten  Unbekannten, 
mit  einem  einigennaassen  genügenden  Grade  der  Annäherung  aus  diesen  Gleichungen 
nicht  möglich  ist,  will  ich  des  Beispieles  halber  die  Elimination  vollenden,  man 
erhalt  so,  das  Schema  fortsetzend: 


9ni5869 


8.98314. 

0.51768 

4-  0.0001     +0.0005 
so  dass  in  der  That  der  für  die  Bestimmung  der  letzten  Unbekannten  nothwendige 
Coefncient    weit   innerhalb    der  Grunzen  der  Unsicherheit  der  Rechnung   liegt   und 
wohl  auch  in  ähnlichen  Fällen  der  theoretischen  Ableitung  entgegen  (pag.  331)  ne- 
gativ gefunden  wird. 

Bestimmt  man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  nach  den  bekannten  Formeln 
(pag.  337,  338].  die  übrig  bleiben,  wenn  man  von  der  letzten  Unbekannten  absieht, 
so  erhält  man : 

[■•)]  =  1.9368  .  y) 

Aus  der  letzten  Eliminationsgleichung  folgt  aber  (logarith mische  Coefncienten)  1 
«  =  0.25120  +  o„5i768w 
da  der  Coefficient  von  w  grösser  als  die  Einheit  wird,  so  lehrt  dieser  Umstand  (vergl. 
pag.  364),  dass  es  in  der  That  zweckmässiger  gewesen  wäre,  als  letzte  Unbekannte 
u  anzusetzen,  doch  ist  dieser  Factor  hinreichend  klein,  so  dass  ein  wesentlicher  Nach- 
theil für  die  Rechnung  daraus  nicht  entstehen  kann.  Substituirt  man  nun  diesen  Werth 
von  w  der  Reihe  nach  in  die  einzelnen  Eliminationsgleichungen  (vergl.  pag.  424), 
so  erhält  man  alle  Unbekannten  als  Functionen  von  w  ausgedrückt;  man  findet  so, 
indem  wieder  alle  Coefncienten  logarithmisch  verstanden  werden: 

«  =  0.25120  +  o„5i768w  I 

t  =9,41207  +  9.67085«? 

x  =  o.  14004  +  on34&48ui  )         °1 

y  =  8. 44778  +  9„o6o36w 
a:  =  8.  23547  +  8n663i2tc  j 

Die  erst«  Columne  rechts  vom  Gleichheitszeichen  gibt  also  die  wahrschein- 
lichsten Correctionen  der  Elemente,   wenn   man  10  =  0  setzt;  substituirt  man  dem- 

Oppolinr,  BulinWtimmniiK«!.  11.  54 
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nach  die  Werthe  von  Ö)  (pag.  425)  in  die  Gleichungen  ß)  {pag.  423)  und  schafft  die 
von  v>  unabhängigen  Correctionen  auf  die  linke  Seite  des  Gleichheitszeichens,  so 
erhält  man  als  neue  Bedingungsgleichungen  zur  Bestimmung  von  w  sofort  (Coeffi- 
cienten  nicht  logarithmisch- : 


Rectascensi  onen . 

Ueclinationen. 

—  O.4510  =  +  0.0061  to 

—  0.2318  =  +  0.0016  w 

+  0 

9636  =  —  0.0042  w 

+  0.3249  =  -j-  0.0012  to 

—  0 

0502  =  —  0.0079  w 

—  0.2180  =  —  0.0027  v> 

—  0 

2111  =  —  0.0071  w 

4-  0.3004  =  —  0.0031  w 

—  0 

1035  =  —  0.0046  Kt 

—  0.4396  =  —  0.0026  v> 

—  0 

4406  =  +  0.0007  w 

4-  0.0064  =  —  0.0006  w 

4-  0 

1926  =  +  0.0195  w 

+  0.1609  =  +  0.0077  w 

Die  Grössen  links  vom  Gleichheitezeichen  stellen  also  die  minimalen  Fehler  dar, 
wenn  man  w  ■■=■■  o  setzt ;  die  Summe  dieser  Fehlerquadrate  muss  daher  mit  dem  oben 
gefundenen  Werthe  y)  {pag.  425)  von  [»»5]  stimmen,  in  der  That  ist: 

[»■»■]  =.1.9368, 

so  dasB  die  Uebereinstimmung  zufällig  vollkommen  ist;  man  sieht  aus  den  Glei- 
chungen eJ  sofort,  dass  die  Bestimmung  von  to  sehr  unsicher  ausfallen  muss,  da 
alle  Coefficienten  dieser  Unbekannten  klein  sind,  doch  übersteigen  die  meisten  weit 
die  Unsicherheit  der  Rechnung;  vergleicht  man  also  dieses  Resultat  mit  dem  der 
obigen  Elimination,  so  sieht  man  sofort  ein,  dass  die  Zuriickführung  des  Zusammen- 
hanges der  unsicheren  Unbekannten  mit  den  Beobachtungen  auf  die  einfachste 
Form  in  der  That  ganz  wesentliche  Vortheüe  bringt. 

Führt   man   nun    wieder,    um    die   Rechnung  einfacher   zu   gestalten    (loga- 
rithmisch) : 

w'  =  8.2900  w 

ein,  so  erhält  man  durch  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  to' 
bestimmt  durch : 

,„'  -  M  . 

es  ist  aber: 

[aV]  =  +  0.0551 
[a'a'}  =  +  1.7278  , 

also  log  w'  =  8.5038 
log  w  =  0.2138  , 

subetituirt  man  diesen  Werth  von  w  in  die  Gleichungen  d)  (pag.  425),  so  resultirten 
aus  denselben  die  Werthe  der  Unbekannten,  die  mit  Rücksicht  auf  die  in  a)  (pag.  423) 
eingeführten  Homogenitätefactoren  und  unter  Beachtung  des  Umstandes,  dass  die 
Unbekannten  b  log  q,  bTnndbe  zunächst  im  Bogenmaasse  erscheinen,  also  durch  die 
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Multiplication  mit  dem  Sinus  einer  Hogensekunde  auf  Einheiten  des  Radius  zurück- 
geführt werden  müssen,  in  die  Aenderungen  der  Elemente  leicht  umgesetzt  werden 
können : 

logw  =  0.2138  äe=  +  0.0000603 

log  u  =  o„5570  ÖT  =  —  0.000737. 

log  t   =9.7062  b  log  q  =  -|-  0.0000010 

log  z  =  0,3560  b  jf  =  —  2*4,1  \ 

log  y  =0*2041  bo'=  — 0.75  / 

log*  =  8„7643  b  T  =  — 0.15  . 

Suhstituirt  man  den  oben  gefundenen  Werth  von  w  in  die  Gleichungen  c)  ver- 
wandelt alles  in  Bogenmaaas  und  führt  überdies  statt  w  die  Unbekannte  be  ein,  so 
erhält  man  nach  den  Differentialformeln  die  folgende  Darstellung  der  Orte,  wobei 
aber  für  das  wahrscheinlichste  System  b  e  =  o  zu  setzen  ist : 


"3  93 


1865  Dec. 


cos  <J  da 
—  2"io  —  o"75  103  be 
4-  4-42  4-  0-52      » 
17  +  0.98      » 
)i   -4-0.88       > 
■44  +0.57       » 


*       22.0 
Febr.    5.0 


+  0. 


73  ■ 


dö 

—  i"o7  —  o"2o  io*  be 
+  1.47  —0.15       » 

—  0.97  +0.33       » 


.09 


+  1 


+  0. 


39  " 
98  +a 
03  -f  o. 
,67 


mittl.  Aequat. 
1866,0 


Die  verbesserten  Elemente  selbst  werden  erhalten  durch  die  Hinzufügung  der 
Correctionen: 

(fl.   1866 
T  - ---  1866  Januar  11.170960  mittl.  Berl.  Zeit. 
n  =  342°28'2o"95 
Q'  =  202°54'48n3i 
»*  =  i43°i9'35"95 
log  q  =  9.9896815 
e  =  0.9054272   , 
Rechnet  man  aus  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  direct,    so  findet  man 
eine  völlige  Uebereinstimmung  mit   den  Werthen  in  t)  innerhalb   der  Unsicherheit 
der  siebenstelligen  Rechnung ;  würden  aber  die  erforderlichen  Correctionen  der  Ele- 
mente wesentlich  grösser   sein  als    in    dem  vorliegenden  Falle,    so   könnten    leicht 
ganz    erhebliche  Differenzen  zwischen   den  Resultaten    der    directen  Rechnung  und 
jenen  der  Differentialformeln  auftreten;  man  würde  in  einem  solchen  Falle  die  Auf- 
lösung der  Normalgleichungen  zu  wiederholen  haben;  hierbei   wird   es  aber,   wenn 
nicht  die  zu   Grunde   gelegten  Elemente   allzu  fehlerhaft  waren ,   nur  nothig  sein, 
die  mit  n  verbundenen  Coefncienten ,  also  [an],   [&»]...[/»]  neu  zu  rechnen,    und 
demnach  bei  der  Auflösung  der  Normalgleichungen  nur  die  vorletzte  Columne,    die 
die  n-Werthe  enthält,  abzuändern.     Für  die  Werthe  von  n  müssen  natürlich  die  Re- 
sultate der   directen  Vergleichung   der   verbesserten  Elemente  mit  den  Normalorten 
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zu  Grunde  gelegt  werden.  Die  Gleichungen  £]  (pag.  427)  zeigen,  dass  man  wohl  be 
innerhalb  der  Grenzen  ±  0.003  abändern  darf,  ohne  gerade  mit  den  Beobachtungen 
in  Widerspruch  zu  gerathen;  jede  Aenderung  von  de  bewirkt  aber  nach  den  Glei- 
chungen d)  (pag.  425)  eine  Aenderung  von  q,  man  erhält  aus  diesen  die  diesbezüg- 
liche Relation: 

Ö  log  q  =  8.3862  ie  , 
also  sind  die  in  Ä  log  q  bewirkten  Aenderungen  +0.000  0730.    wenn   man   he  um 
±  0.003   abändert.     Die  grosse  Achse   und   die   Umlaufszeit  in   siderischen   Jahren 
bestimmt  sich  nach : 

ist  also  nach  den  obigen  Elementen: 

loga==  1.013915a 

U=  33-17973  sid-  Jahre. 
Macht  man  aber  von  den  obigen  als  möglich  bezeichneten  Aenderungen  Gebrauch, 
so  findet  man  für : 


de  =  +  0.003 

de  =  —  0.003 

d\ogq  =  +  0.000  0730 

tflogy  =  —  0.0000730 

log  a  =  1.0279880 

log  a  =  1.0002797 

TJ  =  34-83 

U=  31.65, 

d.  h.  die  Umlaufszeit  kann  zwischen   den  Grenzen  31-65    und   34.83  Jahren   ange- 
nommen werden,  ohne  mit  den  Beobachtungen  in  Widerspruch  zu  gerathen. 


|  7.    Bestimmung  der  Buhnelemente  eines  kleinen  Planeten  aus  den 
Beobachtungen  einer  Opposition. 

Die  Anwendung  der  in  dem  vorausgehenden  Paragraphen  entwickelten  Me- 
thoden auf  die  Bestimmung  der  Hahnelemente  eines  kleinen  Planeten  aus  den  Be- 
obachtungen einer  Opposition  scheint  auf  den  ersten  Blick  keinen  theoretischen 
Schwierigkeiten  unterworfen  zu  sein,  doch  wird  man  sich  derselben  sofort  bewosst 
werden,  wenn  man  erwägt,  dass  die  Bahnelemente  in  dem  vorliegenden  Falle  nie- 
mals mit  einem  hohen  Grade  von  Genauigkeit  bestimmt  werden  können,  da  der  von 
den  Planeten  innerhalb  des  Zeitraumes  der  vorhandenen  Beobachtungen  zurück- 
gelegte heliocentrische  Bogen  ein  massiger  sein  wird ;  man  wird  deshalb  in  der  Lage 
sein,  die  Elemente  der  Planeten  innerhalb  verhältnissmässig  weiter  Grenzen  zu  va- 
riiren,  ohne  auf  eine  gute  Darstellung  der  Beobachtungen  verzichten  zu  müssen. 
Sind  aber  die  an  die  Elemente  anzubringenden  Incremente  gross,  so  wird  man  nicht 
erwarten  dürfen,  dass  der  Zusammenhang  derselben  mit  den  Beobachtungen  ein  linearer 
bleibt;  genügen   aber   die  Bedingungsgleichungen  nicht   völlig  diesen  Bedingungen, 
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so  wird  jede  auf  diese  Voraussetzung  begründete  Lösung  mit  Fehlern  behaftet  sein, 
die  unter  Umständen  ganz  beträchtlich  sein  können.  Der  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  gestellten  Forderung  des  linearen  Zusammenhanges  wird  man 
aber  in  verchiedener  Weise  durch  entsprechende  Wahl  der  willkürlichen  Constanten 
des  Probleme«  genügen  können,  und  in  der  That  lässt  sich  für  den  vorliegenden 
Fall  eine  Wahl  derselben  treffen,  die  in  viel  höherem  Maasse  der  gestellten  For- 
derung entspricht,  als  die  in  den  vorstehenden  Methoden  eingeführten  Elemente. 
Man  gelangt  dadurch  zu  einer  Losung  der  vorgelegten  Aufgabe,  die  eine  sonst  mehr- 
fach zu  wiederholende  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen  in  kurzer  und  sicherer 
Weiae  umgeht,  und  um  so  werthvoller  wird,  wenn  man  sich  nicht  begnügt  die 
wahrscheinlichsten  Elemente  allein  zu  bestimmen,  sondern  auch  jene  Elemente  auf- 
sucht, die  die  Eigenschaft  haben,  noch  in  ertraglicher  Weise  sich  den  Beobach- 
tungen anzuschliessen,  eine  Untersuchung,  die  insbesonders  bei  in  Verlust  gerathenen 
Planeten  oft  von  grosser  Bedeutung  sein  kann. 

Es  lässt  sich  nach  I  pag.  108  jede  heliocentrische  C'oordinate  *,  y,  z  inner- 
halb massiger  Zeitgrenzen  mit  V ortheil  als  Funktion  der  Ausgangscoordinaten  xu< 
y„,  z,,  und  deren  Geschwindigkeiten  -  -^  ,  -jt0-  ,  -J£.  darstellen ;  nämlich : 


»=„*  +  »  49. 


wo  a  und  b  für  jede  der  drei  Coordinaten  identische  Funktionen  der  Ausgangs- 
coordinaten,  Geschwindigkeiten  und  der  Zwischenzeit  %  sind;  in  der  ersten  An- 
näherung kann'  aber  a  -  -.  1  und  b  —  t  gesetzt  werden,  woraus  man  den  Schluss 
ziehen  kann,  dass  die  Variationen  der  Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten  für 
die  Ausgangsepoche  im  Allgemeinen  einen  geringen  Einnuss  auf  a  und  b  zeigen 
werden.  Hierbei  wird  die  Zeit  von  der  Epoche  der  Ausgangscoordinaten  gezählt 
gedacht,  ausgedrückt  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  multiplicirt  in  die 
ConBtante  des  Sonnensystems  k,  man  hat  also  die  ebenfalls  am  citirten  Orte  ange- 
führten Relationen  : 

kt  =  i ,     kdt  =  dt  . 
Setzt  man  der  Kürze  halber : 

2) 


17  ™  *"  TT  ~  *  >  17  =  » 

so  wird  man  statt  i 

)  zu  sehreiben  haben: 

*  =  a  «,  +  b  §0 

y  —  0  y0  +  *  <h 

x  =  a  z*  +  b  £0  . 

Setzt  man: 

V  +  y*a  +  V  —  V  . 

.Google 
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*i  £o  +  yo  i)o  +  «6  C»  =  r0  |^J ,  4; 

so  hat  man  für  a  und  b  nach  I  pag.  109  die  Reihen: 

--— *s+*3(äs+i*-3(sr+*p)i£+-i  ,, 

welche  wohl  stets  innerhalb  der  hier  in  Aussicht  genommenen  Ausdehnung  aus- 
reichen werden.  Zur  Berechnung  von  [—?-)  kann  man  wohl  die  Relation  4)  be- 
nutzen, kürzer  wird  sich  aber  die  Rechnung  gestalten  (vergl.  pag.  8g),  wenn  man 
berechnet : 

drp     ■    an gsjiH  Bp  , . 

<■  —     Vft  ' 

wo  also  q>t,  p0  der  Excen tri citäts winket  und  der  Parameter  der  Ausgangselemente  ist 
und   die   aus   den  letzteren   folgende  wahre  Anomalie  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche 
durch  v0   bezeichnet  wird.     Die  nochmalige   Differentiation  nach  der  Zeit  gibt  in 
Verbindung  mit  der  bekannten  Relation  (vergl.  I  pag.  45) : 
r*dv  =  Vp{kdt) 

<Prp  Mnyocospp  •, 

rfi*   ~~         r#  ■      '' 

Durch  die  Gleichungen  6)  und  7)  werden  also  die  in  den  Gleichungen  5)  auftreten- 
den Differentialquotienten  leicht  berechnet  werden  können.    Setzt  man  also : 


4.-5j?jv+,^(S)-..{5B)'|i 


6r0» 


B*  = 


f*A  _  _!_ /^  *»\ 


9) 


so  sind  die  in  8)  bestimmten  Coefficienten  in  einem  gegebenen  Falle  bestimmte 
numerische  Constanten  und  man  hat  zur  Berechnung  von  a  und  6  die  bequemen 
Formen : 

a  =  i  +AiT*  +  A3j»  +  AiTt+... 

b  =  v(i+B3**+B1t*+...)  . 

Es  sollen  nun  als  die  sechs  Constanten  des  Problemes  (Elemente)  die  Grössen 

T-o;  Vit,  1*0,  St,  io  und  £n  gewählt  werden,    ohne   noch  vorerst    über  die  Lage   des 

*]   At  kann  noch  berechnet  werden  nach -^— »«*—  ^-;|-3-H Ei  welche  Trinsfonn*- 

^  Sro»*         8r05\rfi/  uro«' 

tion  lieh  leicht  am  den  folgenden  Bnt Wickelungen  ergibt  {vgl.  Gleichung  14). 


,  Google 


431 


Coordinatensystemes,  ausser  der  Bedingung,  dase  der  Anfangspunkt  in  den  Sonnen- 
mittelpunkt  gelegt  ist,  weitere  Kestimmnngen  zu  tTeffen.  Es  wird  sieh  also  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichung  3)  (pag.  429)  jede  Variation  einer  heliocentrischen 
Coordinate  als  Variation  der  obigen  Elemente  darstellen  lassen  und  man  erhält,  in- 
dem man  die  Ermittelung  der  Variationen  der  Grossen  a  und  b  vorerst  symbolisch 
darstellt  und  deren  Entwickehmg  auf  spater  vorbehält,  das  folgende  System: 


bx  = 


(äyo) 


Tu} 


£|=  »P 

rs  _  *■  W 

ix  (&o\ 

i»  —  *  WS 


+  *$■ 

+  *($■ 

+  MHI- 


SB-4 

i«  = 


Sei- 


'P 

lä^'  +  ^lssJ 


-P+MÖJ 

*»  (sä  +  ä  (J5) 
*•  (rs)  +  *•  (*D 
»•(jK)+'"'(<i) 
-•P+'-P 
»  (15) +  '•  (jD 

MstD 


Die  nächste  Aufgabe  wird  nun  darin  bestehen,  die  Bedeutung  der  symbo- 
lisch angezeigten  Differential quotieoten  näher  zu  entwickeln.  Beachtet  man  die 
Ausdrücke  5)  (pag.  430),  so  sieht  man  sofort,  dass  die  Differentiation  nach  jeder  Co- 
ordinate und  deren  Geschwindigkeit  völlig  analoge  Ausdrücke  ergeben  muss;  da 
die  angeführten  Ausdrücke  die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nur  in  r0  und 
deren  Derivationen  enthalten,  die  selbst  völlig  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  letzteren 
gebaut  sind.  Es  wird  also  die  Durchführung  der  Differentiation  nach  x9  und  £„  allein 
genügen,  um  die  analogen  Formen  für  die  Derivationen  von  ys,  i/„,  z0  und  Co  hin- 
schreiben zu  können;  und  auch  diese  Operationen  lassen  sich  wesentlich  verein- 
fachen, wenn  man  die  folgenden  Bemerkungen  beachtet. 

Zunächst  wird  man  berücksichtigen,  das  ist: 


dr0   _ 


"Ho    ' 


II) 


setzt  man  weiter: 


so  ist  offenbar  nach  4)   (pag.  430} : 
JA' 


=  &, 
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Um  für  die  zweiten  Differentialquotienten  von  r„  die  entsprechenden  Diffe- 
rentiationen ausführen  zu  können,  werde  ich  die  bei  der  Hansen- -Tietjen' sehen 
Methode  fpag.  142)  der  Störungsrechnung  aufgestellte  Gleichung  heranziehen;  die- 
selbe wurde  an  der  citirten  Stelle  gefunden: 


4* 


Hg'+^=H"-^.i 


bemerkt  man,  dass  für  die  ungestörte  Bewegung  der  Ausdruck  rechter  Hand  ver- 
schwindet und  (r)  mit  r  und  -;-  mit  -r  identificirt  werden  darf,  so  wird  geschrieben 
werden  können: 

7&  —  r°  vir}  -  ^  ■ 

Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Constante  des 
Sonnensystems,  sei  durch  g'L  bezeichnet,  so  wird  g1  leicht  (vergl.  I  pag.  44)  be- 
rechnet werden  können  nach : 


■3) 


es  ist  aber  überdiess : 
man  wird  also  haben: 


s. 

'  +  !.'+&* 

-i»W+ 

(4?)'. 

r.' 

1*  =  '<  9 

»(&)*- 

.. 

on 

in  At  8)   fpag 

430)  ein,  so 

findet  sich 

wobei  ist: 


]*>+-^>'- 


»t_ 


=  &i 


d  A.2  %      «0  $  A? 


hA,         | 


6-^5 


ä-^4 5*0  [dr&    1 

Tfo  4f*WW~t 

Txii  4ru«\rfrJ 


+  - 
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es  ist  aber  offenbat  nach  9)   (pag.  430} : 


a_5_ 

TS 

J^ 

ass  ,  .  iBl  ,- 

Tzo 

OXf,                      fl  Xu 

U 

a  J,     ,     ,     bB,      . 

TT, 

=  -*ht   +T&T    ■ 

Substituirt  man  nun  in   diese  Ausdrücke   die   in    16}   ipag.  432)   gefundenen  Diffe- 
rentialquotienten und  setzt  abkürzend: 


ir0*Uo 


-35   I 


-5?1 


i^} 


»■"TS 

welchen  Ausdrücken  i 


auch  nie  folgende  Gestalt  geben  kann : 
»=.  o,  *>{■  +  ">*  +  "<  r'  } 


'  !1  U>/ 


5J' 


ä& 

y^o 

d^0 

ry» 

a* 

J-*0 

so  findet  sich  leicht: 

da  ,     j  36  du  j         , 

i) (i  .    ,>  t-         a b         da         ,,       ,       f 


Es  ist  somit  die  Möglichkeit  geboten,  die  Variationen  der  rechtwinkeligen 
heliocentriscben  Coordinaten  für  Zeiten,  die  nicht  zn  weit  von  der  Ausgangsepoche 
abstehen,  durch  die  Variationen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  zur  Zeit  der 
Ausgangsepoche  darzustellen.  Die  Beschränkung ,  daas  die  Zwischenzeiten  nicht  zu 
gross  sind,  kommt  für  kleine  Planeten,  die  nur  in  einer  Opposition  beobachtet 
wurden,  nicht  weiter  in  Betracht,   da  in  der  That  für  diese  die  obigen  Formeln  eine 

Oppolier,  BnbBtwntln>mii*g»n.  II.  55 
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stets  aasreichende  Genauigkeit  liefern  werden,  um  so  mehr,  wenn  man  als  Ausgangs- 
epoche  einen  Zeitpunkt  annimmt,  der  nahe  mit  der  Mitte  der  Zeiten  der  Normal- 
orte zusammenfallt.  Uebrigens  kann  man  im  Falle  grosser  Zwischenzeiten  die  von 
Kühnert  Astr.  Nachr.  No.  2266  entwickelten  geschlossenen  Ausdrucke  benützen. 
Die  Variationen  der  heliocentrischen  rechtwinkeligen  Coordinaten  können 
leicht  in  Variationen  der  geocentrischen  polaren  Coordinaten  übertragen  werden 
(vergl.  I  pag.  31)  durch: 

cw((»l---%-*ll*  +  S£»jr  1 

.  „  eoslsiiia.  iinlsinÄ.        ,    cos«  .  |         I9' 

in  welchen  Ausdrücken  J  die  geocentrische  Entfernung  darstellt,  Ä  und  ß  die  geo- 
centrischen polaren  Coordinaten  vorstellen  und  an  welche  blos  die  Bedingung  ge- 
knüpft ist,  dass  sie  sich  auf  dasselbe  Coordinatensystem  beziehen,  auf  welches  die 
Variationen  der  Coordinaten  bezogen  sind.  Da  aber  das  letztere  bezüglich  der  Rich- 
tungen der  Achsen  völlig  willkürlich  war,  so  wird  es  zweckmässig  erscheinen  für 
die  Lage  derselben  eine  solche  Wahl  zu  treffen,  dass  sich  einerseits  die  Rechnungen 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  möglichst  einfach  gestalten  und  anderer- 
seits, was  noch  wesentlicher  ist,  die  Unsicherheit  in  den  Elementen  so  weit  als 
thunlich  auf  zwei  Elemente  zurückgedrängt  wird;  es  sollen  für  diese  letzteren  Ele- 
mente die  Grössen  x0  und  £0  gewählt  werden. 

Da  sich  die  scheinbare  Hahn  eines  kleinen  Planeten  in  einer  Opposition  nie 
allzuweit  von  einem  grössten  Kreise  entfernt,  so  wird  man  zweckmässig  den  grössten 
Kreis  als  Fundamentalebene  wählen,  der  sich  den  beobachteten  Orten  möglichst 
nahe  anschliesst,  und  als  Anfangspunkt  der  Zählung  in  diesem  grössten  Kreise  jenen 
Punkt  annehmen,  der  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  der  Orte  von  demselben 
zu  einem  Minimum  macht.  Da  aber  die  Lage  des  Coordinaten systemes  nur  nähe- 
rungsweise diesen  Bedingungen  zu  entsprechen  braucht,  so  wird  es  genügen,  ein 
nahe  richtiges  Verfahren  einzuschlagen.  Die  hierfür  anzuwendenden  Formeln  werden 
sich  sehr  leicht  ergeben,  wenn  man  die  Sinus  aller  auftretenden  kleinen  Bogen  mit 
den  Bogen ,  die  Cosinus  mit  der  Einheit  vertauscht.  Seien  at  ,  aj,  a3  . . .  an  und 
°*n  Oii  <?.!  •  ■  ■  ^n  die  Rectascensionen  und  Declinationen  der  n  zu  Grunde  gelegten 
Beobachtungen,  so  bestimmt  man  zunächst : 

«m  =  ~  («1  +  «l  +  at  +  ■  ■  ■  aJ  I 


-.[as- 


ft  +  i 

+  <Sj 

+ 

■  •«„) 

«J» 

>m  , 

Vi 

-•», - 

', 

-  am)  co 

K  , 

Vi 

=  «,- 

>i 

21) 


xn  =  (an  —  am)  cos  Sm  ,     yn  =  &n  —  Sm  | 

so   wird    am  und   Öm  nahe   jenem   Punkte  der   Fundamentalebene  entsprechen,  der 
als  Ausgangspunkt  der  Zählung    den  obigen  Bedingungen  zufolge  gewählt  werden 
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kann.  Bezeichnet  man  mit  e  den  Winkel,  den  der  gesuchte  grösste  Kreis  mit  dem 
durch  den  Punkt  [arn,  äm)  gehenden  Parallelkreise  einschliesst,  so  wird  der  Abstand 
des  Normalortes  von  diesem  grössten  Kreise  (y)  innerhalb  der  gestatteten  Annähe- 
rungen dargestellt  werden  durch: 

y  ■=  y  cos  e  —  x  sin  e  , 
eine  solche  Gleichung  wird  jeder  Normalort  geben;   quadrirt  man  und  addirt,  so 
erhält  man: 

Siy^  =  2iya  cos  E)i  +  2{xa  sin  e)J  —  2{xa  ya  sin  2s)  ,  22) 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  den  Index  a  von  x  und  y  bezieht  und  den 
Gleichungen  21)  entsprechend  der  Reihe  nach  für  a  die  Indices  1,  2  ...  »  einzu- 
setzen sind. 

Statt  der  Relation  22)  kann  noch  geschrieheu  werden: 

Soll  nun  -(y'a)1  ein  Minimum  werden,  so  erhält  man,  da  rechter  Hand  vom 
Gleichheitszeichen  nur  «variabel  ist,  sofort  zur  Bestimmung  von  2  e  die  Gleichung; 

o  ={2(a:J2  —  ifyj1}  sin  ze—  2S{yaza)  cos  2e  , 
daher  , 

«•-iHÖlb  ■  ■» 

Diese  Gleichung  gibt  für  2«  zwei  um  1800  verschiedene  Winkel,  von  denen  die 
eine  Bestimmung  dem  hier  geforderten  Minimum,  die  andere  dem  Maximum  ent- 
spricht; man  wird  meist  leicht  auf  den  ersten  Klick  entscheiden  können,  welchen 
Quadranten  man  zu  wählen  hat,  jedenfalls  wird  mau  also  denselben  so  zu  be- 
stimmen haben,  dass  der  Ausdruck: 

{-(*«)*  —  2(ya)»}cos2e  +  z2[xay^  sin  2e 
positiv  wird.  Diese  Bedingung  kann  man  aber  einfach  dadurch  ausdrücken,  dass 
man  sagt,  dass  cos  zu  das  Zeichen  des  Nenners  von  23),  sin  2 6  das  Zeichen 
des  Zählers  erhält;  denn  dividirt  man  etwa  den  letzteren  Ausdruck  durch  den  Coefn- 
cienten  von  cos  2  e,  und  ersetzt  in  dem  Ausdrucke  den  so  entstandenen  Coefficienten 
durch  die  Relation  23),  so  erhält  man  den  Schluss,  dass  cos  2e  -4-tg2Esin2e  =  sec2£ 
das  Zeichen  des  Nenners  von  23)  haben  muss. 

Ist  einmal  £  bestimmt,  so  folgt  leicht  aus  dem  in  Betracht  kommenden  recht- 
winkeligen sphärischen  Dreiecke  für  die  Rectascension  des  aufsteigenden  Knotens 
II  und  die  Neigung  des  Aequators  J,  die  stets  kleiner  als  90°  angenommen  werden 
darf: 

tg/sin^— II)=tz«m  1 

tg  /cos  {am—ITj  =tgesecdm  /  H> 

Für  den  Abstand  \A)  des  Ausgangspunktes  der  Zählung  in  diesem  grossten 
Kreise  vom  aufsteigenden  Knoten  wird  man  aus  demselben  sphärischen  Dreiecke 
haben: 

tg  A  =  tg  (am— II)  tseej.  25) 

65» 
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Eb  wird  zunächst  das  Bedürfnis«  hervortreten,  die  Beobachtungen  (n,  S]  und 
die  rechtwinkeligen  aquatorealen  Coordinaten  der  Sonne  X ,  Y  und  Z  auf  dieses 
neue  Coordinatensystem  zu  beziehen;  man  wird  hierfür  leicht  aus  den  Gleichung«) 
für  die  Transformation  der  Coordinaten  finden,  wenn  man  mit  l  und  ß  die  polaren 
Coordinaten  des  Normalortes,  mit  (X],  [¥)  und  (Z)  die  auf  dieses  Coordinaten- 
System  bezogenen  rechtwinkeligen  Coordinaten  der  Sonne  bezeichnet: 
cos  ß  cos  [X  +  A)  =  cos  d  cos  (or —  JI) 
cos  ß  sin  [X  -f-  A)  =  cos  ö  sin  (er  —  II)  cos  J  +  sin  d  sin  J 

sin  ti  =  —  cos  dsin  {or — JI)  sin  .T-f-  sin  t)  cos/ 
n  sin  N  =  sin  ^/  cos  /  ,     m  sin  Ji"  =  sin  A 
n  cos  JV  =  cos  -rf  ,     m  cos  Jf  =  cos  A  cos  ./ 


1 


27"! 


(X)  =acos[iV+JZi-X  +  »8in(iV+JIj  •  y+sin^sin/.Z    ,      > 
;y)  =_ mwn{M+ITj  -X-r-mcos(Jtf-r-7I)-  Y+cos^cosZ-Z    1        28; 
(Z]  =  sinJIsin/X  —  cos  JI  sin./    Y+cobJZ  .  J 

Schliesslich  wird  man  die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente ,  die 
ebenfalls  auf  den  Aequator  bezogen  angenommen  werden ,  auf  dieses  Coordinaten- 
system  zu  übertragen  haben.  Sei  Q',  t,  tu'  beziehungsweise  der  Knoten,  die  Neigung 
und  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  bezogen  auf  den  Aequator;  (Qj,  (1;  und 
[tu]  die  analogen  Grössen  in  Bezug  auf  das  neue  Coordinatensystem,  so  wird  man 
haben  : 

sin  1  (■]  sin  |(o  +  ff')  =  sin  \  (Q'  — JI|  sin  | '(»'  +  /) 
sin  }  (t)  cos  \  (a  +  0')  =  cos  \  (q'  —  TT)  sin  £  (i'  —  J) 
cos  \  (i)  sin  ^  (ff  —  ff')  =  sin  $-  (0'  —  H)  cos  |  (t*  +  /) 
cosi  [*")COS|  (ff—  &)  =cosi  {Q'  —  It]  cos£  (?  — /) 
(w)  =  ta  —  ff* 
[a)  =  a—A  . 
Zur  Berechnung  der  heliocentrischen  Coordinaten  hat  man  dann : 
x  =  r  sin  a  sin  {^'  +  o) 
y  =  r  Bin  £  sin  {B'  +  ü) 
z  =  r  ßin  c  ein  (C  +  t>]  , 
wobei  gesetzt  ist: 

sin  a  sin  A  =  cos  (Q)  ,    sin  b  sin  B  =  sin  (Q) 

sin  a  cos  .4  =  —  cos  (•)  Bin  (Q)  ,    sin  Ö  cos  J?  =  cos  (3)  cos  (1) 
-at'  »»  A  +  (w)  ,  '   C  =  {to) 

B'  =  B  +  (tu)  .  sin  c  =  sin  (t) , 

und  zur  Berechnung  der  geocentriachen  Coordinaten  wird  sein : 

J  COB  l  COS  ß  =  X  -f-  (X) 

^sinlco80  =  y+(Y) 
^  sin  /*  =  m  +  (Z) 
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&  = 

in  a  cos 

\4t  +  f) 

1*= 

Y 

in  4  cos 

(ü-  +  n 

c= 

_   y 

sin  c  cos 

(C  +  r) 

Man  wird  durch  Anwendung  vorstehender  Formeln  zur  Kenntnis»  der 
Fehler  gelangen,  die  das  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegte  Elementensystem  in 
den  Beobachtungen  übrig  läset,  wobei  der  Strenge  halber  für  die  Fehler  in  A, 
cos  ß  6  /  zu  setzen  sein  wird ,  wenngleich  sich  cos  ß  der  getroffenen  Wahl  des 
Coordinatensystems  wegen  nicht  wesentlich  von  der  Einheit  unterscheiden  kann. 

Um  nun  alle  Bedingungsgleichungen  aufstellen  zu  können,'  wird  es  nöthig 
sein,  die  Formeln  hinzuschreiben,  welche  die  Bestimmung  der  Grössen  xä,  y0,  Zq, 
|o,  i;0  UI>d  Co  rur  die  gewählte  Ausgangsepoche  gestatten.  Für  die  Berechnung  der 
Coordinaten  sind  die  nöthigen  Formeln  bereits  oben  angeführt;  für  die  Berechnung 
der  Geschwindigkeiten  wird  man  haben  fvergl.  pag.  95) : 
y  sin  r  =  sin  Oq 
y  cos  r  =  cos  c0  -+-  8in  ¥0 


33, 


Hiermit  sind  alle  Hilfsmittel  zusammengestellt,  um  die  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  gewählten  Elementen  (Coordinaten  und  Geschwindigkeiten)  und  den 
geocentrischen  Orten  herzustellen;  die  Auflosung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  wird  also  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  diese  Elemente  finden  lassen; 
es  seien  dieselben  «1,  Jfi,  mu  £,,  tjf  und  £,.  Um  aus  diesen  Werthen  die  Elemente 
in  der  gewöhnlichen  Form  herzustellen,  eine  Form,  die  für  die  Bestimmung  der 
Coordinaten  für  eine  beliebige  Zeit  nöthig  wird,  mues  man  den  Uebergang  auf  die 
gewöhnlichen  Elemente  nach  den  folgenden  Formeln  ausführen  (vergl.  pag.  103), 
die  den  früher  gegebenen  Ausdrücken  für  den  Uebergang  auf  osculirende  Elemente 
bei  Encke's  Methode  der  Störungsrechnung  völlig  entsprechen; 

Vp  cos  (1)  =xlr}l—  yi  |, 

Vp  sin  (•}  sin  (Q)  =  y,  £,  -  2,  ,,, 

Vp  sin  {*)  cos  (a)  =  ä,  f,  —  z,  |, 

r  cos  u  =  a:,  cos  (fl)  +  y,  Bin  (Q) 

r  sin  11  =  —  x,  sin  (Q)  cos  (i)  +  y,  cos  (Qj  cos  (i)  ■+-  *,  sin  (1) 

sin  <p  sin  o  =  ^-  {  «i  $1  +  Ji  1i  +  «»  Ei  }  34) 


im  ip  cos  v 

-Jf: 


=  ™tg  (45°  +  i  (P)  tg  J  t: 

=  £  -  ^4  sin  B 
mm" 

(<u)   -  -  u  —  o  , 

W  =  («)  +  (ai    , 


a  - :  p  sec  oj1 
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Um  schliesslich  die  gefundenen  Elemente  auf  die  Fandament&lebene  des 
Aequators  zu  übertragen,  dienen  die  folgenden  Gleichungen  : 

ff  m=  A  +  (0) 

cos  \  \  sin  \  (a'  —  H+  tr*)  =  sin  {  a  cos  \  {  (i)  —  / } 

COBi»*COB$(Q'—  JT+ff')   =  COS  ^  (7  COS  4  f  (»)  +/} 

sin  J  T  sin  ^  (q'  —  JI — o'}  =  sin  -J  (7  sin  \  {  (»)  —  /} 
,sin  \  i*  cos  \  'Q'  —  II —  &}  =  cos  J-  a  sin  J  {  (i)  +  / } 
Ol'  =  (w)  +  •  - 

Ich  nehme  Umgang  von  einer  für  die  Anwendung  geordneten  Zusammen- 
stellung der  Formeln,  indem  das  folgende  Beispiel  die  sichere  Leitung  bei  der  Rech- 
nung gewähren  wird;  das  Beispiel  entlehne  ich  dem  Planeten  @  Hilda.  Es  wurden 
nach  den  Rechnungen  des  Herrn  Kühnert,  Assistenten  bei  der  k.  k.  Gradmessong, 
die  folgenden  Normalorte  und  zugehörigen  Sonnencoordinaten,  die  sich  auf  den  mitt- 
leren Aequator  1875.0  beziehen,  angenommen: 

mittl.  Berl.  Zeit  a  S  log  X  log  Y        log  Z 

1.  1875  Nov.    4.500000   450  2'i6"o6  +i7°26'ji"59  9,8661938  9,7853712  9,4227537 

2.  »      22.517315    42  11  21.04  +16  152354  9,6894747  9»895730i  9*5331075 

3.  Dec.  19.441574    39  15  53.49  +14  51  49-38  8,6085560  9»9550'37  9n59239°7 

4.  »      3°-3359'4    38  49  59-06  +'4  33    3-84  9- '743212  9,9501404  0.587519g 

Die  nächste  Aufgabe  besteht  nun  darin ,  die  Lage  des  zu  wählenden  Co- 
ordinatensyBtemes  zu  bestimmen,  hierzu  genügt  aber  eine  genäherte  Rechnung ;  nach 
20)    (pag.  434)  erhielt  man  für  «,„  und  üm: 

«m  =  4l0l9'9   '  sm  —  +  >5°46'7  . 

nach  21)   (pag.  434)  wurde   erhalten,   wenn   man  als  Einheit  die  Bogenminut«   ein- 
führt und  sich  mit  der  Mitnahme  der  Zehntheile  derselben  begnügt: 


log*,  =2.3305 

logy,  —  1.9991 

.    *j=  1.6951 

•   »1=1-4579 

9    **  =  2»°7°7 

•   »1  — '.739* 

»    *i  —  2.'59' 

>    yt  =  i„86Ö9 

darnach  ist: 

2  W 

— 

+  8.331 

3|»J" 

= 

■+-  1  92i 

2(*.»J 

= 

+  3-995 

Die  Bestimmung  des  Winkels  e  nach  23)   (pag.  435)  stellt  sich  unter  Beach- 
tung der  Regel,  dass  der  Sinus  von  2«  das  Zeichen  von  2  {*„«„)  erhält,  wie  folgt: 
log  2  2  (z0yj  =  0.9025 
log(2(z„)'  —  I(y„)'}  =  0.8069 
26  =  51°15'4 
•  =  *5°37-7 
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Für  /,  11  und  A  wird  nach  24)  und  25)  (pag.  435)  zu  rechnen  sein: 

tg  «  =  9.6810  JI  =  n°47'2 

tg/sin  (am  —  JI)  =  94511  «/"  =  29°49'o 

9.9395  cos  /  =  9.9384 

tg/cos  (o„— H)  =  9-6977  >«  («*.—  ff)  =  9-7534 

t«w— ß)  =  29°32'7  "*  =  33°8'9 

Hiermit  erscheint  die  Lage  des  zu  wählenden  Coordinatensystems  bestimmt  und  von 
nun  ab  ist  die  Rechnung  absolut  streng  zu  führen,  wobei  also  die  für  JI,  /und 
A  gefundenen  Werthe  ah  völlig  genau  gegeben  zu  betrachten  sind.  Man  wird  zu- 
nächst mit  Hilfe  der  Formeln  26)  (pag.  436)  die  Normalorte  auf  dieses  Coordinaten- 
system  übertragen  und,  indem  man  annimmt: 


cos  J    9.9383300         cos  A 

9.9228592 

sin  JI    9.3102009 

sin  /    9.6965541         sin  A 

9-7378352 

cos  JI    9.9907449 

erhalten : 

I 

2 

3 

4 

a—n 

33°i5'  4wo6 

30°24'  9W04 

27c28'4i"49 

270  2'47"o6 

cos  (c  — JI) 

9.9223493 

9-9357548 

9.9480150 

9.9497015 

cos  ö 

9-9795577 

9.9822793 

9.9852192 

9.9858413 

sin  (a — JI) 

9.7390259 

9.7042120 

9.6640879 

9-6577364 

com  ö  sin  [a  —  JI) 

9-7185836 

9.6864913 

9.6493071 

9-6435777 

sind 

9-4767477 

9.4470628 

9.4091226 

9.4000936 

cos  d  sin  (a  —  JI)  cos  J 

9-6569136 

9.6248213 

9-587637' 

9.5819077 

sin  6  sin  / 

9.1733018 

9.1436169 

9.1056767 

9.0966477 

Add. 

0.1233252 

0.1239215 

0.1237340 

0.1229183 

— cos  ö*  sin  (a — JI)  sin  / 

9B4>5'377 

9..3830454 

9„34586i2 

9„340i3i8 

sin  3  cos  J 

9-4I50777 

9.3853928 

9-3474526 

9.3384236 

Add. 

3-8595- - • 

2.26602. . 

2-43522.- 

2.40438.. 

cos^sin(Jl4-^) 

9.7802388 

9.7487428 

9.7113711 

9.7048260 

9.9019069 

9.9180345 

99332343 

9-9355429 

cos/Scos(A-|-^; 

9.9019070 

9.9180341 

9.9332342 

9.9355428 

sin  ß 

5»5556-.- 

7-11703.. 

6.91064.. 

6„93404.. 

\  +  A 

37°  4'38"oi 

340  6' 19*2  7 

3005746"52 

3o°27'  o"37 

'              X 

3  55  44-oi 

05725.27 

—2  11    7.48 

-2  41  53.63 

ß 

—         7-41 

+     4  30O5 

■f      247.91      - 

-      2  57.20 

nach   27)    (pag.  436)  wird  sein: 

n  siniV    9.6761652 

isinjtf    9.737835 

2 

9-9395356 

9.902518 

n  cos 

1  TV    9.9228592 

m  cos  M    9.861189 

2 

N    29°32'i5"i9 

M    36°58'i3" 

08 

logt»     9.0833236 

log  m    9.958671 

Diqit  zed  by  v^^ 
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Die  Berechnung  der  constanten  Coefncienten  in  28)   (pag.  436]  wird: 


N+  II    41ciq'27"i9 
sin  (JV+7I)       9-8197539 

C08(JV+  JI)  9-8756313 


M+II    48°45'25"o8 
sin  (Jf  4-JI)       9.8761716 

cos  {M-\-n\     9.8190530 


damit  findet  sich  weiter: 

»cos  [JV+il)  =  [x'x]  =  9.8589549 

»sin(iV+JI)  =  (*'y]  =9.8030775 

ain  A  sinV  »  («'  «)  =  9.4343893 

—  «in  (Af  H-  JTJ  =  (y'a:)  =  9,8348427 

mcos  [M  +  JI]  =  ($/y)  =9.7777241 

cos  ji  sin  J  =  \j/'  z)  =9.6194133 

sin  JI  sin  J=  [z'  x)  =  9.0067550   ] 

—  cos  JI  sin  J  =  {z'  y)  =  9,(6872990 

cos  /  =  [z'  z)  =  9.9383300 

man  erhält  also  für  die  Transformation  der  Coordinaten: 


1 

2 

3 

4 

«"»IX 

—  0,5310662 

—  0.3535327 

—  0.0293434 

+  0.1079633 

i/y)  y 

—  0 

3876579 

. —  0 

4998131 

—  0 

5729163 

—  0 

5665235 

V  2)  z 

—  0 

07 1 9686 

—  0 

O92789I 

—  0 

1063604 

—  0 

105 1742 

(X) 

—  0 

9906927 

1 —  0 

9461349 

—  0 

7086201 

—  0 

5637344 

•  *)  x 

+  O 

5023848 

+  0 

3344394 

+.° 

0277587 

—  0 

1021325 

(rtl  r 

—  O 

3656750 

—  0 

4714701 

—  0 

5404280 

- —  ° 

5343977 

[«'»)  z 

—  0 

II 01963 

—  0 

1420760 

—  0 

1628561 

—  0 

1610398 

[5') 

+  0 

0265135 

—  0 

2791067 

—  0 

6755254 

—  0 

7975690 

P«)  X 

—  0 

0746361 

—  0 

0496855 

— -  0 

0041239 

+  0 

0151732 

(•■»)  y 

+  0 

2969410 

+  0 

3828504 

+  0 

4388466 

+  0 

4339497 

(,'«)  z 

—  0 

2296591 

—  0 

2960994 

—  0 

3394070 

—  0 

3356216 

(Z) 

—  0 

0073542 

+  0 

0370655 

+  0 

0953157 

4-  0 

1135013 

Stellt  man  also  die  bis  jetzt  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  erhält  man 
als  Grundlage  für  die  weiteren  Rechnungen: 


mittl.  Berl.  Zeit  i 

.  Nov.    4.500000  +3*>-55'44"°I 

!.         ■       22.5I73'5    +0  57  25-27 

\.  Dec.  19.441574  — 2  11    7.48 
l        ■    30-3359M  —2  41  53-63 


— o    7  41 
+4  30.05 

+247.91 
—2  57.20 


(X)  (Y)                  (Z) 

— 0.9906927  +0.0265135  — 0.0073542 

-0.9461349  —0.2791067  +0.0370655 

—0.7086201  — 0.6755254  +0.09531 57 

-05637344  —0.7975690  +01135013 
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Als  Ausgangselemente  wurden  angenommen ; 


@  Hilda 

Epc 

*he 

187g  Dec.  2. 

0  mittl. 

Berl.  Zeit. 

M 

= 

'°7°45' 

i8"66 

a' 
i 

= 

283  48  18.52 
341  5037.72 
19    623.94 

|    mittl 

1 

.  Aequator 
1875,0 

f 

= 

9  23 

15.50 

!• 

= 

45'"9<>50 

Die  Uebertragung  der  die  Bahnlage  bestimmenden  Elemente  auf  das  obige  Coordi- 
natensy stein  ist  nach  29}  (pag.  436)  auszuführen;  die  Rechnung  hierfür  ge- 
staltet sich  wie  folgt: 


!•' 

9°33'>>"97 

Bin  4,  (.*  +  J) 

9.6, 

70887 

iJ 

14  54  30.00 

sin  i  {Q'  —IT] 

9.41 

21872 

!(■'+■») 

242741.97 

008  J,  (f  +  /) 

99591552 

Uf-S) 

—5  21  18.03 

Bin!  (.•_/) 

8,9700050 

a'  —  n 

330    325.72 

008  ^   (Q'  JT] 

9,9850017 

Ka'-Jl) 

165     I  42.86 

_     00.J  (."-/] 

9.9981004 

«MB 

•intio  +  o') 

9.0292759 
9.8834598 

cos  \  (»)  Bin  £  (a  - 

-ff') 

9.3713424 

9»9873943 

,»!(•) 

CO.  J  («  +  «') 

8.9550067 

cosj  (1)  cosj  (ff- 

-«■) 

0,983102 1 

i  (»  +  "■) 

49°52'3>"45 

Ho- 

-ff') 

i66°i5'42"85 

«»*(•! 

9.145816! 

COS 

H'l 

9.9957078 

4M 

8°  2'3i"3I 

ff 

2160  8*14.30 

(•1 

l6      5'    2"62 

(fl) 

182  59  20.30 

0}' 

301  57  40.80 

(«) 

58  20  52.20 

—  0' 

116  23  11.40 

M 

24I°2o'l2H50 

Um  nun  die  Darstellung  der  obigen  Orte  nach  diesen  Elementen  zu  linden,  rechnet 


man  na 

ch  31)   (pag.  430) 

die  Hilfsgröf 

sin  (Q) 

8„7 172022 

cos,  (») 

9.9826584 

cos  (ü) 

9n9994088 
9w999454' 

sin  a  cos  A 

8.6998606 

A 

272°52'l9"82 

sin  a 

9-9999547 

Ä 

3310I3'12"02. 

11. 

sin  c 

9.4425540 

er 

58°2o'52"3o 

sin  b  sin  B 

81,7172022 

9B9993597 

sin  b  cos  B 

9,89820672 

B 

183°  6'37"8i 

sin  b 

9.9827075 

B 

24i°27'3o"oi 

56 

Diqit  zed  by  V 
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Die  Rechnung  gestaltet  sich  nach  30)  und  32} 

(pag.  436)  für  die  vier  Normalorte 

wie  folgt; 

I 

2 

3 

4 

M 

io4°i8'ii"27 

io6°33'53"39 

iO9°56'40"59 

iu°i8'43"8o 

E 

112  5441-48 

115     157-54 

118  10  56.49 

11927    0.85 

Bin  E 

9.9643102 

9.9571602 

9.9451972 

9.9399100 

cosi? 

9*5902947 

9,6264786 

9n°74i990 

9,6916715 

Add. 

0.1519766 

0.1416026 

0.1 288431 

0.1244243 

cos  E — e 

9n742  27i3 

9,76808 1 2 

9fl8o3o42i 

9„8i 60958 

r  sin  c 

0-5 550943 

0-5479443 

o.53598i3 

0.5306941 

9.9317164 

9-9223'92 

9.9071117 

9.9005512 

r  cos  e 

oB338giio 

0,3647209 

o„39q68i8 

0»4i27355 

e 

I2iui7'40"25 

I23°i5'25"84 

126°  9'n"43 

i2  7°i8'46"43 

logr 

0-6233779 

0.6256251 

0.6288696 

0.6301429 

A'  +  v 

92°30'52"27 

94°28'37"86 

97°22'23"45 

98V58"45 

&  +  v 

2  45  10.26 

4  42  55-85 

7  36  41-44 

8  46  16.44 

O  +  t> 

1793832.45 

181  36  18.04 

18430    363 

185  3938-63 

r  sin  a 

0.6233326 

O.6255798 

0.6288243 

0.6300976 

sin  {Ä  + 1>) 

9.9995816 

9.9986727 

9.9963941 

9.9951659 

X 

+4.1967606 

+4.2097135 

+4.2190864 

+4.2195243 

X 

— 0.9906927 

—o.946i349 

—0.7086201 

-0.5637344 

rsinö 

0.6060854 

0.6083326 

0.6115771 

0.6128504 

sin  (Br  +  rj 

8.6814928 

8.9149160 

9.1220701 

9.1832404 

S» 

+0.1939002 

+O.3336173 

+0.5415607 

+0.6253034 

5' 

+0.0265135 

— 0.2791067 

—0.6755254 

—0.7975690 

r  sin  c 

0.0659319 

0.0681 791 

0.0714236 

0.072696g 

sin  (C  +  t>] 

7-79533°» 

8,4472986 

8„8947404 

8,9940431 

* 

+0.0072655 

— 0.0327701 

—0.0925047 

— 0.1166111 

z 

—0.0073542 

+0.0370655 

+0.0953157 

+0.1 135013 

J  sin  i  cos  /? 

9.3432386 

8.7364809 

'        9nl 269904 

0*2361986 

9.9989761 

9-9999394 

9.9996840 

9.9995184 

^  cos  Ä  cos  £ 

0.5059727 

0,5136941 

O.5453648 

0.5629812 

dvnxß 

5*94792  ■■ 

7.63300. . 

7.44886.. 

7,492  73- - 

dem  ß 

0.5069966 

o-5 137547 

O.5456808 

0.5634628 

i 

3°55'58"2o 

o°57'24"86 

— 2°n'  7*56 

— 2°4l'52"28 

ß 

—      0    5.69 

+       4  31-44 

+       2  45-05 

—        2  55.27 

log  ^ 

0.50700 

o-5'375 

0.54568 

O.56346 

cos  £  d  Ä 

—          '4"i9 

+           o"4i 

+           o"o8 

—           i"35 

»p 

—           1.72 

—           i-39 

+           2.86 

—           1  93 

Um  nun  die  Differentialquotienten  zur  Ausgleichung  der  Elemente  entwickeln 
1  können,  wini  man  sich  vorerst  über  die  Ausgangse  poche  zu  entscheiden  haben ; 


,  Google 
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da  das  Datum  1876  Dec.  2.0  der  Zeit  nach  nahe  in  die  Mitte  fallt,  so  wähle  ich 
diesen  Zeitpunkt  hierfür  und  es  wird  sich  daher  als  nächste  Aufgabe  stellen,  für 
diese  Epoche  die  Coordinaten  nach  30)  und  32  (pag.  436)  und  die  (Geschwindig- 
keiten nach  33)   (pag.  437)  zu  berechnen;  man  erhält  darnach: 


tr. 

I07,,45'i8"66 

cos  ©o     9,7507.149 

E, 

116840.80 

Add.     0.148  4870 

sin  .3, 

9-953   "37 

/sin  T    9.917  1243 

COS  E, 

9.644  0830 

9-954  2484 

Add. 

"•'3'  7757 

y  cos  r    9,602  2279 

co8  Eq — e 

9,780  8587 

T     ii505o'25"24 

r,  sinn, 

0.543  9078 

logy    9.962  8759 

9.917   1243 

Vpn     O.292  4642 

r„  cos  ffD 

0-377  4984 

7'  =7-^Pa    9-°7<>  4"7 

». 

I24°i6'55"52 

■i'  +  T       87°  3'37*26 

logi-o 

0.626  7835 

B'+r    357  175525 

Ä  +  I>0 

95°3o'  7"54 

c  +  r  174  11 17.44 

S  +  '> 

5  44  25-53 

C08(^'  +  l)      8.7O9    9824 

'  C  +  «b 

■82  3747.72 

/  sin  a    9.670  3664 

sin  IA'  +  p8) 

9-997  9944 

cos  [B  +  r)     9.999  5171 

r  sin  a 

0.626  7382 

/sinb    9.653  1192 

sin  {Bf  +  «,) 

9.000  0946 

oos(0'+r)    9,997  7619 

r  sin  6 

0.609  491Q 

/  sin  c    9. 112  9657 

.»(Cr+r.) 

8,661  6678 

rsine 

0.069  3375 

"i 

+4.214  3692 

So  +0.024  0076 

>o 

+0.406  9918 

n,  +0.449  4033 

20 

— 0.053  8276 

Co  —0.129  °4"> 

sin  n„  sin  (p 

9.12961 

Yj* 

0.29246 

log  (rfr,  :  dz) 

8.83715 

og  (rfr„  :  dz}1 

7.67430 

Jetzt  kann  au  die  Berechnung  der  Differentialquotienten  geschritten  werden, 
für  welche  eine  fünfstellige  Rechnung  mehr  als  ausreichend  ist.  Zunächst  findet 
sich  nach  6)   (pag.  430)  und  13)   (pag.  432) : 

2  :  r0     9.67425 

1  :  a    940336 

Subtr.     9.93747 

log?1   9-34083  ; 

ferner  erhält  man  nach  8)   (pag.  430)  mit  Rücksicht  auf  7)   (pag.  430)  oder  was  be- 
quemer ist,  durch  Anwendung  der  in  der  Anmerkung  angeführten  Form,  wobei  für  die 
Berechnung  von  At  die  Zahlen  in  Einheiten  der  zehnten  Decimale  angesetzt   sind: 
<  '■'"o    9-373"  log?1  :*••'    6.20691 

1  :  r<?    8.74643  lo*W»)    :  r°*    4-54038 

1  :  V    8.11965  (1)     +201290 
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l  =V 

7.49287 

l!*fc» 

6  86608 

i  :  V 

6.23930 

l°gA 

7„8i862 

log  4, 

6.02899 

logfia 

7B34I5° 

logfi« 

572796 

7J   .pag  433}  fand  eich: 

logßi 

7.04217 

log«t| 

8b43222 

»Vi" 

9.97528 

35  (s) 

9.21837 

Add. 

0.07004 

0.04532 

5J! 

0.03980 

Subtr. 

8.10700 

loga* 

8.13680 

(2)  — 21690 

(3)  -144583 

Ai  +35017 

log  At  4-54428 


log  A     6.56505 
log(*4     »„60831 

'°g  )*4       6.26202 


Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  stellt  sich  nun  die  Rechnung  von  o  und  b  nach  g 
(pag.  430)  und  von  a,  ß  und  y  nach  17)  pag.  433)  wie  folgt,  wenn  man  beachtet, 
dass  t  =  kt  und  log  k  =  8.23558  anzunehmen  ist. 


log    t 

lOg     T 

log  I2 
log  Iä 
log** 


-—27.50000 
'»43933 
9»6749i 
9.34982 
9n<>2473 
8.69964 


—9.48269 

°*97693 
9*21251 

8.42502 

■  7*63753 

6.85004 


+  I7-44157 
1.24159 
9-477"7 
8-95434 
8-43'5' 
7.90868 


+28.33591 
1  45234 
9.68792 
937584 
9.06376 
8.75168 


A,*' 

—  0.00147 

— 0.00018 

— 0.00059 

—0.00156 

A,t' 

—              1 

0 

0  . 

+             1 

A,r< 

0 

0 

0 

0 

a 

+  0.99852 

+0.99982 

+0.99941 

+0.99845 

-B3*2 

—  0.00049 

— 0.00006 

—0.00020 

— 0.00052 

BK  v* 

__              1 

0 

0 

+             1 

%( 

} 

9.99978 

9-99998 

9.99991 

9-99978 

logJ 

0*67469 

9»2I249 

9.47708 

9.68770 

,  Google 


a3T 

+0.01280 

-J-o.  00441 

— 0.00812 

— 0.01319 

«4*1 

-H 

0 

+1 

+1 

log{....} 

0.00553 

0.00191 

9.99646 

9.99424 

ati7 

6.39199 

5.46719 

5.99651 

6.41801 

logo 

6-39752 

5.46910 

5.99297 

6.41225 

0.00826        0.00286 


5n5»978        4^0258 

5^9804        4n2Q544         4-99"4         3-62013 


9.99468 
4.99656 


9.99132 
5.62881 


logy         4.96366 


1406 


4.17270         5-0I57O- 


'  Nun  werden  die  Differentialquotienten  von  a  und  b  nach  den  gewählten  Ele- 
menten nach  18)  (pag.  433)  zu  entwickeln  sein;  schreibt  man  sich  für  die  folgende 
Rechnung  die  Logarithmen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  für  die  4  Orte 
auf  den  unteren  Band  eines  Zettele,  so  erhält  man  leicht : 


ax„ 

7.02225 

6.09383 

6 

61770 

7.03698 

ßk 

3,97839 

2»58579 

3 

37159 

4.00048 

Add. 

0.99061 

999987 

0 

00025 

0.00041 

ia  :  ix„ 

7.02186 

6.09370 

6 

61795 

7-03739 

<"» 

6.0071  ■ 

5.07869 

5 

60256 

6.02184 

ßr,. 

5.25068 

3.85808 

4 

64388 

5-27277 

Add. 

9.91634 

9.97305 

0 

04532 

0.07123 

ia  ;  ij/o 

5-92345 

5-05*74 

S 

64788 

6.09307 

<*H 

5.12853 

4.2001 1 

4.72398 

5.14326 

ßt. 

470877 

3-31617 

4.10197 

4.73086 

Add. 

9.79211 

9-93920 

O.O9299 

O.I4205 

da  :  6*0 

4n92o64 

4.13931 

4.81697 

5.28531 

ß** 

6.22277 

4.83017 

5-61597 

6.24486 

rS, 

3.34401 

1.49441 

2-55305 

339605 

Add. 

9-99943 

9.99980 

O.OOO38 

O.OOO62 

ib  :  bzn 

6.22220 

4.82997 

5.61635 

6.24548  6a :  af( 

ßy> 

5.20763 

3.81503 

4.60083 

5.22972 

c» 

4.61630 

2.76670 

3-82534 

4.66834 

Add. 

9.87142 

9.95930 

O.06733 

0. 10536 

ib-.il/. 

5.079O5 

3.77433 

4.66816 

5.33508  8a:«ij0 

ß*, 

4.32905 

2.93645 

3.72225 

4.35"4 

rt. 

4.07439 

2.22479 

3.28343 

4.12643 

Add. 

9.00171 

9.90621 

O.13484 

0.  20305 

H  :»*, 

3.97610 

2.  84266 

3.85709 

4.55419  Ja:  ö£, 
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*&  5-58839  373879  4-79743  564043 
*1t  4-573*5  2-72365  378229  4.62529 
*5»     3.69467     i»845°7     2,90371     3.7467»  • 


Indem  man  nun  die  hier  bestimmten  Differentialquotienten  zur  Erleichterung 
der  folgenden  Rechnungen  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  schreibt,  erhält  man 
die  A  ende  rangen  der  Coordinaten  durch  die  Variationen  der  Elemente  nach  10) 
(P*K-  43')  durch  die  folgenden  Zahlen: 


Xt>{<la 

»*] 

+0.00443 

+0.00052 

+0.00175 

+0.00459 

&(o* 

**,) 

0 

0 

0 

0 

ix 

:&*o 

+100295 

+ 1 .00034 

+1.001 16 

+1.00304 

log  (ix 

ix,) 

0.00t  28 

0.00015 

0.00050 

0.00132 

*«ß« 

°ft) 

6.54818 

5.67647 

6.27261 

6.71780 

&(»* 

»*) 

3.4594° 

2,15468 

3.04851 

3-71543 

Add. 

9.99964 

9-99987 

0.00026 

0.00043 

log{iz 

'Ml 

6.54782 

5.67634 

6.27287 

6.71823 

z,{»a:  >*,)  5.54537 

&(»*:>*)  2J5'45 

Add.  9.99972 

log!»*:!!*,)  5.54509 


4.76404  5*«170  5.91004 

1.22301  2.23744  2.93454 

9.99988  0.00027  0.00046 

4,76392  5.44197  5.91050 


*(»• 

»&> 

0.00070 

— 0.00003 

+0.00017 

+0.00074 

&(»» 

»&) 

O 

0 

0 

0 

4* 

:»& 

—0-47351 

—0.16314 

+0.30014 

+0.48793 

log  (»» 

»61 

9.67533 

9.21256 

9-47733 

9.68836 

M00 

>*) 

5.70378 

4.39906 

5.29289 

5.95981 

&(»» 

H) 

2.9536O 

1.10400 

2.16264 

300564 

Add. 

9-99923 

9.99978 

0.00032 

0.00048 

log  (ft* 

><!.) 

5n7030i 

4»39884 

5-2932' 

5.96029 

ze(ia  :  &Ca)  4.60083 

|o(ÖÄ:dCoi  2,07502 

Add.  9.99870 

log(ö.r  :  Ho)  4-59953 


3-46739  4.48182  5.17892 

0,22542  1,28406  2,12706 

9.99975  0.00028  0.00039 

3.46714  4.48210  5«'793i 


yft{i«:da^)  6.63145  5-70329  6.22754  6.64698 

i)0  (JJ :  »a»)  5.87484  4^8261  526899  5.89812 

Add.  9.91 63.8  9-97305  0-04533  O.07 1 25 

log(äy  ;  &.S,)  6.54783  5-67634  6.27287  6.71823 
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2 

3 

4 

yo(°<* 

>»o) 

+0.00003 

0.00000 

+0.00002 

+0.00005 

1o(" 

»*) 

— 0.00001 

0.00000 

0.00000 

+0.00001 

logßy 

»y.) 

9-99937 

9.99992 

9-99975 

9-99935 

y,  |»n 

•«o) 

4.530*3 

3.74890 

4.42656 

4.89490 

1)0  [&& 

»*.) 

3.62874 

2.49530 

3.50973 

4,20683 

Add. 

9.94178 

9.97508 

0.04965 

0.08102 

log(oy 

>*,) 

4.47201 

3.72398 

4.47621 

4.97592 

y»(oa 

>&) 

5.83"79 

4.43956 

5-22594 

5-85507 

»(»» 

»61 

5-24103 

3  39'43 

4.45007 

5-29307 

Add. 

9.87123 

9.95927 

0.06727 

0.10522 

log(»y 

»&) 

5.70302 

4.39883 

5.29321 

5.96029 

jf,(o« 

ai?0) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

+0.00001 

1.1»  » 

itjo) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

log  (iy 

»*) 

9.67469 

9.21249 

9.47708 

9.68771 

yo(»<" 

»W 

3.58569 

2.45225 

3,46668 

4,16378 

*(" 

:»£,) 

3.3473' 

'.49771 

2.55635 

3.39935 

Add. 

9.86411 

9.94888 

0.05035 

0.06893 

log(Jy 

»W 

3.21142 

2.401 13 

3.51703 

4,2327' 

-      2,  (ÜB 

»*) 

5.75287 

4.82471 

5.34896 

5.76840 

£,(»» 

»*.] 

5-33293 

3.94070 

4.72708 

5.35621 

Add. 

9.79222 

9.93921 

0.09302 

0.14210 

lof(»« 

>«•) 

5.545=9 

4.76392 

5.44 I98 

5.9I050 

z,(da 

»».) 

4.65446 

3.78275 

4.37889 

4.82408 

C.(«* 

>*) 

4.18978 

2.88506 

3.77889 

4.44581 

Add. 

981755 

9.94123 

0.09732 

0.15184 

log  (»2 

°y.) 

4.47201 

3»72398 

4.47621 

4.97592 

2,(00 

>*o] 

O.OOOOO 

O.OOOOO 

0.00000 

0.00000 

&>(»» 

K) 

O.OOOOO 

O.OOOOO 

0.00000 

0.00000 

log(&2 

»«.) 

9-99936 

9-99992 

9-99974 

9.99932 

2,(00 

log  (.2 

>&) 

Add. 

>6> 

4-95321 
4,69912 
9.90043 
4-59955 

3.56098 
2.84952 
9.90616 
3.467-14 

4^4736 
3,90816 
013473 
4.48209 

4.97649 
4.75"6 
0.20282 
5.1793' 

log(ö* 

■1.) 

Add. 

3.81006 
3.68398 
952743 
3.21141 

2.50534 
1.83438 
9.89580 
2.40114 

3.39917 
2,89302 
0.11786 
3,51703 

4.06609 
3,73602 
0.16663 
4.23272 
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Google 


«.(•«:»{« 

0.00000 

£.(»»:»« 

o.ooooo 

bg(J«:»y 

9,67469 

0.00000  .        0.00000        0.00000 
0.00000  0.00000        0.00000 

9„2i249  9-47708         9.68770 


Nun  ermittelt  man  die  in  19)   (pag.  434)  auftretenden  Coärncienten  und  findet: 


sinA 

8.S3581 

8.22278 

8.58131 

8,67279 

sin/9 

5.55560 

7"7°3 

6.91064 

6,93404 

cosA 

9.99898 

9.99994 

9.99968 

9.99952 

COS/* 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

cos*  sin// 

5»55458 

7.1 1697 

6.91032 

6,93356 

sini  sinfi 

4.39"4" 

5.33981 

5»49'95 

5.60683 

J 

0.50700 

o-5"375 

0.54568 

0.56346 

cosß  bi.  :  ix 

8.32881 

7.70903 

803563 

8.10933 

cos.tf  öjl  :  öy 

9-49198 

9.48619 

9.45400 

9.43606 

iß  :  ix  5.O4758  6,60322         6,36464  6.37010 

iß :  »s        3.88441         4,82606        4.94627         5,04337 
>ß !  «*        949300         9.48625         9.45432         9.43654 


Ersetzt  man  nun  ix  durch: 
>«=  l-rr-)  >',+  (-5J:)  »» 


I  ««,+ 


fiii  : 


»C. 


und  analog  öy  und  dz,  und  vereinigt  die  zu  der  gleichen  Variation  in  10)  (pag-  431} 
ermittelten  Co effi deuten,  so  hat  man  schliesslich  noch  die  folgende  Operation  durch- 
zuführen, wobei  man  die  früher  ermittelten  Differentialquotienten  auf  den  unteren  Rand 
eines  Fapieres  schreiben  wird ;  die  nöthigen  Multiplicationen  werden  dann  durch  ent- 
sprechendes Rücken  des  Zettels  sehr  übersichtlich  durchgeführt  werden  können : 


(cospU 

ix)  {ix  :  ix,) 

8,33009 

7,70918 

8.03613 

8.1 1063 

(cospU 

iy)  (oy  :  ix,) 

6.03981 

5.16253 

5.72687 

6.15429 

Adel. 

9-99777 

9.99877 

0.00212 

0.00477 

maß  il  :  ix. 

8,3279 

7,7079 

■  8.0383 

8.1154 

(cospU 

ix)  [ix  :  iy,) 

4,87663 

3,38537 

4.30850 

4-82756 

(COBpdA 

ig)  [iy  :  iy,) 

949137 

9.48611 

9-45375 

9-43541 

Add. 

9.99999 

0.00000 

0.00000 

9.99999 

COSJ?  iX  :  iy. 

9.4914 

9.4861 

9-4537 

9-4354 

(cos/t  n 

ix)  [ix  :  da,) 

3.87390 

2-47295 

3,47760 

4,01983 

[cosßil 

iy)  (iy  :  02,} 

3,96399 

3,21017 

3,93021 

4,41198 

Add. 

9.36272 

9-91215 

0.13120 

0.14779 

cmß  il  :  02g 

3,2366 

3,1223 

4,0614 

4,5598 
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2 

3 

4 

(008/SU 

02)   (il*  1  i>  £,) 

8.00414 

6921S9 

7.51296 

7.79769 

{COBßll 

oy)  (o,  :  .&) 

5»"95°0 

3.88502 

4.74721 

539635 

Add. 

9-99933 

9.99960 

O.OOO74 

0.00172 

COS/JUi  »|, 

8.0035 

6.9212 

7-5U7 

7-7994) 

[coeßil 

0«)  (02  :  dijj 

4.03182 

2.IO7S7 

3-32884 

4*06962 

(cou/Jö* 

oy)  (oy  :  orj,) 

91,16667 

8.69868 

8.93108 

9-12377 

Add. 

0.00000 

O.OOOOO 

0.00000 

0.00000 

cos /Sei  :  flifl. 

9.1667 

8.6987 

8.9311 

9.1238 

(cos/S  OA 

U)  (.2  :  >£,) 

2.92834 

1.17617 

2.51773 

3,28864 

(cob^  u 

«!/)  Oy»« 

2.70340 

1.8873« 

2,97103 

3,66877 

Add. 

9.83160 

9.90608 

0.13102 

0.15133 

cos/JU  :  o£t 

2.5350 

■■7934 

3.1020 

3.8201 

W 

02)    (02  :  02g) 

3.04886 

6.60337 

6,36514 

6.37142 

M 

oy)  (oy  :  02,) 

0.43224 

0.50240 

1.21914 

1.76160 

(ä/J 

o.)  (»« :  »2,) 

5»O3809 

4.25017 

4.89630 

5.34704 

Add: 

0.0000t 

0.00000 

0.00000 

9-99999 

P  +  n) 

5.04887 

»»00337 

6,36514 

6.37141 

Add. 

8.40020 

0.00192 

0.01451 

9.95687 

o/Jron, 

34383 

6.6053 

»»379» 

6.3283 

(>/S 

>2)  (>2  :  .»„) 

1.59540 

2.27956 

2,63751 

3.08833 

(»/) 

oy)  (oy  :  oy,) 

388378 

4.82598 

4.94602 

5.04272 

W 

oz)   (02  :  dy0) 

3.96501 

3.21023 

3.93053 

4.41246 

Add. 

0.00223 

0.00123 

9.99786 

9-99515 

(I  +  II) 

3.88601 

4.82721 

4.94388 

5.03787 

Add. 

9.29994 

0.01037 

9.95570 

0.09234 

°/> :  °y0 

3»>859 

4.837» 

4.8996 

5.1302 

(./» 

02)    (02  :  02,] 

0.59267 

1.36714 

1.80661 

2,28061 

w- 

oy)  (oy  i  >«,) 

8.35642*) 

8.55004 

9.42248 

0.01929 

w 

»»)  (02  :  02.) 

9.49236 

9.48617 

9.45406 

9.43586 

Add. 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

8/!:  02, 

9.4924 

9.4862 

9-4541 

9-4359 

(./» 

»2)  (»2 :  o£,) 

4.72291 

581378 

5.84197 

6.05846 

(0/1 

•J)  (>»■•&) 

9»58743 

9.22489 

0.23948 

1,00366 

(1/J 

02)(.2I.£,) 

4.09255 

2-95339 

3.9364I 

4,61385 

Add. 

9.88410 

0.00060 

0.00536 

9.98404 

o/»:o& 

4.6070 

5.8164 

5.8473 

6.0425 

aondtferlBtik  *e 

igt  an,  deee  dieselbe  um  30 

*)  Der  Strien  Ober  der  C 

Einheilen  in 

dem  ist,  wahrend  die  übrigen  nur 

um  10  Einheiten  vermindert  ventanden  «int 

1. 
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w 

Jar)  (&*v :  &*)„) 

0.75059 

1.00206 

■.«5785 

»■33039 

frß 

üy)  (äy  :  »Vl) 

3»559'o 

4.0385i 

4-42335 

4.73I08. 

■    (*/• 

is)  [ix:  it]a) 

»■70441 

«.88739 

2.97"35 

3.66926 

Mi. 

0.00067 

0,00046 

9.99925., 

9.99827 

.      P  +  n) 

3.55977 

4.03895 

4.42260 

4.72935 

Add. 

9-93474 

0.00305 

9.98436 

0.03626 

*/»  !  >,, 

3.4945 

4.0420 

4.4070 

4.7656  ' 

(9/J 

»«)  (>«  :  »£,) 

9.64711 

0.07036 

0.84674 

'»5494" 

:M 

«»)  (»y  ■  H.) 

7.09583 

7.22719 

8.46330 

9.27608 

(»/» 

:  t.)  (>>  :  >U 

9.1676g 

8.69874 

8.93140 

9.12424 

»/»:>& 

9,1677 

8.6987 

8.9314 

9.1242  . 

Hiermit  ist  die  Rechnung  der  Differentialquotienten  beendet ;  sie  fordert  zwar 
etwas  mehr  Mühe,  als  die  bei  den  früheren  Methoden  entwickelten  Ausdrücke,  doch 
macht  sich  die  Rechnung  wegen  der  zahlreichen  kleinen  Coefncienten  sehr  schnell 
und  einfach;  letztere  veranlassen  es  auch,  dass  eine  ganz  wesentliche  Vereinfachung 
bei  der  Bildung  der  ^ormalgleichungen  eintritt,  welcher  V ortheil  die  etwas  müh- 
samere Rechnung  der  obigen  Coefncienten  mehr  als  aufwiegt.  ■  Von  der  Richtigkeit 
der  entwickelten  Differentialformeln  kann  man  sich  leicht  durch  willkürliche  Variation 
der  Elemente  und  Vergleichung  der  Resultate  der*  directen  Rechnung  und  der  oben 
hingestellten -Differentialformeln  überzeugen. 

Um  diese  Central- -Rechnungen  möglichst  einfach  zu  gestalten,   wird  man  x,, 
y0,  z%,  §0,  iji  ull(l  £0  willkürlich  variiren  und  zwar  um   solche  Betrage,    dass   wenn 
man  den  grÖssten  Coefncienten  der  eben  ermittelten  Differentialquotienten  einer  jeden 
Unbekannten  heraushebt,  das  Product  dieses  Coefncienten  in  die  zugehörige  willkür- 
liche Variation  für  alle  6  Grössen  nahe  gleichwertig  wird,   und  ausserdem  darauf' 
achten,  dass  man  diese  Variationen  weder  zu  klein  noch  zu  gross  wählt;  meistens 
wird  es  genügen,  dieselben  so  zu  wählen,  dass  das  Product  aus  dieser  Variation  mit 
dem  zugehörigen  gröesten  Coefncienten  in  dem  geocentrischen  Orte  eine  Aenderung 
tod  20 — 30"  bedingt.     Indem  man  nun  den  Werth  von  r0, .  ~  und  y  nach 
*'  — V  +  ltf  +  V 
rt[-£t)  =^io+yoVo  +  ^o 

■    .  #  =  £>'  +  V  +  V 

ermittelt,  hat  die  Berechnung  der  A-  und  .fi-Coefficienten  aus  8)  (pag.  430)  keine 
Schwierigkeit;  bestimmt  man  nach  9)  (pag.  430)  für  die  in  Betracht  kommenden  Orte 
die  a- und  J-Coefficienten  und  rechnet  nach  3)  (pag.  429)  die  geocentrischen  Coordinaten, 
so  werden  dieselben  leicht  mit  Rücksicht  auf  33)  (pag.  436)  die  geocentrischen  polaren 
finden  lassen.  Die  durch  diese  Rechnung  erhaltenen  Aenderungen  in  den  geocen- 
trischen Orten  müssen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  mit  den  durch  die 
obigen  Differentialquotienten  gefundenen  stimmen. 
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Sammelt  man  alle  gewonnenen  Coefficienteh  und  setzt  auch  die  früher  in  den 
Orten  gefundenen  Fehler  an,  so  erhält  man  die  folgenden  logarithmisch  angesetzten 
Bedingungegleichungen ,  in  welchen  die  aus  dem  ersten  Orte  resultirenden  zwei 
Gleichungen  mit  der  Präcision  V  3  durchmultiplicirt  erscheinen ;  es  wurde  nämlich 
dem  ersten  Orte  als  NonnaJort  das  Gewicht  3  ertheilt. 

Längen 
'B39o6  =  »„5665  dafc  +  9-73°°*yo  + 3«4752  0*0  +  8.2421  &&  + 9.14053  ön,  +  in7736Ko 
9.6i28  =  7„7O70  9.4861  3*1223  6.9212  81,6987  1-7934 

8.0031=8.0383  9-4537  4n°6'4  7-5*37  8*9311.  3*102» 

o„i303  =  8.ii54  94354  4*5598  .7-7994  9'238  3*8201 


o„474i  =  3.6769^  +3B4245i)yo+9.73ioä20  +  4n8456öS,  +  3B733iön8  +  904o63aC. 
0^1430= 6^6053  4*8376  9.4862  5 .8164  4.0420  8„6987 

o-4564=6(l3796  4-8996  9-454'     -       5*84-73  ,4-4°7°-  —  .„8.9314. 

o„2856=6.3283  5**3°2  9-4359  6.0425         ,  4*765»     ■  ■    9-™4*> 

Vor  Allem  wird  man  diese  Coefncienten  dadurch  für  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate vorbereiten,  dass  man  dieselben  durch  Einführung  anderer  Unbekannten  mög- 
lichst homogen  [pag.  318)  macht. ..  Setzt  man  also:c  ... 
'    '          a'=  8.5665  hxQ    ,                   d  =  8.2421  Ö|o 
b  =  9.7300  oy0    ,                  «  =  9.4053  aij0 
e  =  9.73iod*o     ,         '          /—  9-4063^0 

log  Fehlereinheit  =  1-3906  ,  .v 

so  erhält  man  zur.  Bildung  der  Normalgleichungen  das  folgende  Schema,  (vergl. 
pag.  319),  in  welchem  bereits  die  Prüfungscoerncienten  s  ihre  Aufnahme  gefunden 
haben:  ...  %  -  „         . 

log'Coeff.  a  o„oooo  91,1414  9.4718  9.5489" 
.9-7237  9-7954 
.4*3304  4,8288 
9.2716  9.5573 
9.5258  9.7185 
3*6957  -4*4 138 
7-5"5  ««7397 
0.1307     0:2279 


a  o„oooo 

b  0.0000 

«  3*744* 

d  0.0000 

e   o^oooo 

/  3*3073     2.3871 

n    OnOOOO      8^2222 
8    0*ÖOOO      9.4768 


9ni4>4 

9.7561 
3*3913 
8.679.1 

9**934 


5. 1 104 

\0388 ' 

7.8131 

7.761% 

3.6945 

.5.1076 

5. 1696 

5.40O2 

O.  OOQO 

9-755= 

9.7231 

9-7049 

6*6035 

7-5743 

7.6052 

7.8004 

4n3278 

4.6307 

5.0017 

5.3603 

0.0000 

0.2924 

9-535I 

-9-7179 

9.0835 

8.7524' 

9.0658 

'8.8950 

9„o85o 

9.4904 

9.9865 

"9-9835 

,  Ehe  ich.  an  die  Bildung  der  Normalgleichungen  gehe,  will  ich  noch  be- 
merken, dass- die  Fehler  oben-  in  Bogensekunden  angesetzt  Bind,  während  der  Natur 
der  Seche  nach  die  Correctionen  der  Ooordinaten  und  Geschwindigkeiten  in  Ein- 
heiten des  Radius  verstanden  werden ;  wül  man  demnach  die  aus  den  folgenden  Auf- 
lösungen gefundenen'  Werthe  der  Unbekannten '  unmittelbar  zur  Bestimmung7  der 
Correctionen  der  Elemente  verwerthen,  so  muss  man  ausserdem,  dass  man  jede  Un- 
bekannte durch   den  Homogeiiitätefactordividirt,    und  dieselbe  , mit  der  oben  ange-^ 
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nommenen  Fehlereinbeit  multiplicirt,  noob  mit  dem  Sinus  einer  Bogensekvnde  mul- 
tipliciren ;  man  wird  also  für  diesen  Uebergang  haben  (logarithmisch) : 

(0^)  =  7.50970 
(oy0)  =  6.3462  4 
(**»)  =  6-34S2C 
(o&)  —  7-834I  «* 
(oijo)  1=6.6709* 
(S  Sc)  =6.6699/ 
welche  Coefficienten  ich  als  Uebertragungs-Coe'fficienten  bezeichnen  will. 

Ich  setze  die  Bildung  der  Kormalgleichungen  hier  vollständig  an ,  um  die 
grossen  Vortheile  anschaulieb  zu  machen,  welche  diese  Methode  in  der  Anwendung 
gewährt;  etwa  die  Hälfte  der  Coerficienteu  verschwindet.    Hau  erhält  so: 

au  ah  ae  ad  ae  af  an  at  bt        he        bd 

-f-t.Ofiftö  — 1.0000  o  — 1.0000  +1.0000  0  +1.0000  +1.0000  +1.0000    o    +1  oooe 

+0.0191  — 0.0790  o  — -0.0066  +0.0*71  o. — 0.0013  — 0.041s  +6.1*5»    *     +6.0*7» 

+0.0878  +0.1568  o  +0.0554  +00994  0  +0.0010  +0.4004  +o.*Soi     o     +0.0989 

+0.1*51+0.1796  o  +0.1177  +0.185«  0—0.0194+0.5981 +o.»575    o    +0.1831 


+ 

I 

0  —0.006*             0              0+0 

+          6  —        J4               0    6                 0 

0  —0.6034            0            0—0 

-8-61               00                  0 

0 

0  +0.0019               0               0  +0.0030  —         5  +        56               00                 0 

+!.*!*$ 

—0.74*6  — 00067  —0.8*35  +1.3117  +0.0019  +0.9786  +1.95*9  +i->6*8    0    +1.3091 

Im 

*/ 

bn             bi           et            ed 

*« 

«/            tn             C»          dd          de 

—1.0000 

0 

— 1.0000  —1.00*0               0                0 

0 

000  +1.0000— 1. 0000 

—0.11»! 

0 

+0.0095  +0.1710            0            0 

0 

6                 O                  0  +0.0013  —O.OO94 

+O.1776 

0 

+0.0017  +0.7151               0                0 

0 

6                 0                 6  +6.0349  +*>  06*7 

+0.1654 

0 

—0.0*79  +08576               0               0 

0 

OOO  +O.IJ0* +0.1B87 

O 

0 

0                 0  +1  OOOO  — 0.0004 

0 

—1.0000—  .oiii*  —0.1116              0             0 

0 

0 

0              0  +0.3*39  +00011 

0 

— 0.1116  —0.03**  +0.1760              0              0 

0 

0 

0              0+0  1794  —0.0011 

0 

+0.1771  +0.0615  -foji*4               0               0 

0 

8 

0              0  +0.1569  +0.003» 

0 

+0.1648  — 0.039t  +0.4880               0               0 

-0.6691 

• 

— 1.0167  +0.74J8  +1,8601+0.0018 

0 

—0.6697  —  o.ijt?  +".0548  +11674  —0.7580 

<*/ 

dn           dl             M       tf        #■» 

«            //          /«           /< 

0 

—1.0000  — 1.0000  +1.0000    0    +1.0000  +1 

OOOO                  0                  0                  6  +1.00OO 

0 

+         t  +0.014*  +0.03I6    0    -0.COJ3 

— 0 

0589                  0                  0                  6  +6.0063 

0 

+          6  +0.15*5  +0.11*6    0    +0.0011 

+0.4534              000      0.0000 

0 

—0.0198  +0.6099  +o.*735     0    —0.0*87  +0.8838                0               0                0  +0.0030 

+0.0004 

0                0               00                  0 

0  +1.0000  +6.111*  +o.iai6  +0.0147 

—0 

0007 

—          *  +         11                00                  6 

0  +O.O384  +0.6HI  — O.0606  +0.0031 

"—0 

0013 

—          5—19               00                  0 

6  +0.1«)  +0.6190  +0.1*48  +a.oi!5 

+0.0033 

-          5  +        61                00                  0 

0  +0.1718  —4.04(0  +0.5018    j'O.006* 

+  0.0017  —1.0196  —0.1100  +1.4*47    0    +0.9691  +1,1781  +1.4*15  +0.1JOJ  +6.8886  +1.0469 

Ordnet  man  nun  die  Unbekannten  nach  der  Reihe  «,  0,  «,  /,  a  und  d,  10  gestaltet 
sich,  die  Elimination  bis  /  inclusiv«  fortgeführt,  wie  folgt  (vergl.  pag.  340) : 
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b  o  *  fad  na 

+1.8628        0.0000    — 0.6691        0.0000    —0.7436    +1.3092    — 1.0167    +0.7436 

E.       0.27016  —         00      9*82549  —         00      9*87075      0.11701      0*00719      9.87134 

+  1.8602        0.0000    — 0.6697    — 0.0067     +0.0028    — 0.13 17    +1.0549 

0-0  o  o  o  o  o 

+1.8602       0.0000    —0.6697    — 0.0067    +0.0028    — 0.1317    +1.0549 

E.  0.26956  —  00      9*82588      7*82607     -  7.44716      9*11959      0.02321 

+1.4247        0.0000    +1.3117    — 0.7580    +0.9691     +2.2784 

+0.24034  o  +0.26674  — 0.47027  +0.36519  — 0.26710 

+  1. 18436      0.00000  +1.04496  — 0.28773  +0.60391  +2.54550 

o  o  o  00  o 

+1. 18436      0.00000  +1.04496  —0.28773  +0.60391  +2.54550 

E.        0.07348  —         00      0.01910      9*45898      9.78098      0.40577 

+1 .4235     +0.0029    +0.001  7     +0. 1 303    +0^8887 

o  o  o  o  o  , 

+14235    +0.0029    +0.0017    +0.1303    +0.8887 
[ffini]    0.4860  +0.241 10  +0.00241  —0.00101  +0.04741  —0.37978 

[«»2]       O.4767  +1. I824O  +O.OOO4O,    +0.0027I    +O.O8289    +I.26848 

[n«3]    0.1688  00000 

[»»4]     0.1630  +1.18240  +0.0049    +0.00271  +0.08289  +1*26849 

E.         6.07276      6.69020      7.43297      8.91850      0.10329. 

Man  wird  bemerken,  dass  auch  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  wegen 
der  kleinen  Coefficienten  sehr  merklich  erleichtert  erscheint.  Würde  es  sich  in  die- 
sem Falle  nur  um  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten  Elemente  allein  handeln, 
und  sollte  hier  nicht  ein  Beispiel  durchgeführt  werden,  wo  zwei  Unbekannte  einer 
besonderen  Unsicherheit  unterworfen  sind,  so  könnte  die  Elimination  au  Ende 
geführt  werden,  ohne  allsugroese  Unsicherheit.  Diesen  Vortheil  verdankt  nun  nur 
der  zweckmässigen  Wahl  der  Elemente. 

Bestimmt  man  sich  aus  der  letzten  mit  E  bezeichneten  Gleichung  die  Unbe- 
kannte f  als  Function  von  a,  d  und  den  Beobachtungsfehlem,  so  erhält  man  sofort 
(logarithmisch) : 

/=  8.84574  +  6*61744«  +  7*36021  d  ; 
fuhrt  man  diesen  Werth,  in  der  vorletzten  obigen  Gleichung  £  ein,  so  findet  man 
leicht : 

*  =  9.70750  +  9*94562«  +"9.385500" 
und  so  weiter  durch  Bücksubstitution : 

c  =  8*65858  +  7.5370S*  +  7n36693  <* 

&  =  9*559+8  +  8.91239«  +  9*789270"  ; 
mit  Bücksicht  auf  die  Uehertragiingscoefficieriten  (pag.  452}  erhält  man  als  Relationen 
«wischen  den  Elementen   (logarithmisch) : 
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»£>  =  5-5"5'  +  5»7776»^b  +  6„i  9600, 
iifo  =  6.3784  +  9„io68&Zo  +  8.22230^,, 
»2,  _  5.0038  +  6.37358*0  +  5,87800!, 
ft&  =  5»9°57  +  7.7489a*,,  +  8n30i4d^ 


4) 


,  Hiermit  sind  die  Formen  2)  {pag.  364)  erlangt.  Um  nun  den  tJebergang  auf 
4)  (Pak-  3^5)  za  machen,  hat  man  diese  Relationen  in  die  ursprünglichen  Bedbgungs- 
gleichungen  einzusetzen,  und  man  wird,  nm  Alles  in  Bogensekunden  zu  erhalten, 
die  obigen  Coefficienten  vor  deren  Substitution  durch  sini"  dividiren;  ausserdem 
habe  ich,  um  den  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  und  den  Orten  möglichst 
klar  zu  legen,  die  zwei  Gleichungen  für  den  ersten  Ort  ohne  Berücksichtigung  ihres 
Gewichtes  benutzt;  man  erhält  so  die  neuen  Bedingungsgleichungen,  indem  man  die 
von  ixü  und  ö£0  freien  Glieder  mit  den  Fehlem  in  den  Orten  verbindet: 

;    -    ;    1   ■    ■;-   ■     ■  ■■:•  ■*■:■:  ■•: 

—  i"8p7=— iS7n5  02,4-    393w9a& 
-;.     -    :                     +  7-957  =  +l°'9-5     »    —1264.4    » 

<j.    ;    —  +0.593=4-330.9     »..—    206.8    » 

■.-.-  :- ■;-  ..    TT  3.382=—; 502.2.  ■  +   632.4  » 

ß 
'■  -  ■  "!■'  '.  —  0.078  =  +17.04  äa^,—    0.91  Ä|o 

r.    '     ■  •  "■'.'— ^  0.415»=  —  67.61.    »     +   10.40    n 

+  2.875  =  — 36.70    »    —21-73    »      . 

—  2.262  =  +  55.71     »    +14.22    » 

welche  Gleichungen  nun  die  Form  der  Gleichungen  8)   (pag.  366)  haben. 

Hier  findet  nun  die  in  7)  (pag.  366)  angezeigte  Prüfung  statt.  Bildet  man  die 
Summe  der  Fehlerquadrate  (also  von  «')  und  addirt  dieselben,  nachdem  man  die  für 
den  ersten  Ort  geltenden  Quadrate ,  dem  Gewichte  entsprechend,  mit  3  mnltiplicirt 
hat,  so  erhält  man: 

'  .  [»'»']  =98"4  ; 

oben  fand  sich  [mm 4]  =0.1630,  was  in  Verbindung  mit   der  Fehlereinheit  ergibt: 

.-..-„.;  [»»4].*=  98*5.  .  -  -  . 
in  .guter  Uebereißstimmung  mit  dem  obigen  Werthe.  TJebrigens  erscheinen  die  Coef- 
ficienten  von  ix0  und  äj,  durch  die  Controle  nicht  geprüft  und  müssen  besonders 
reridirt  werden.  Die  obigen  Gleichungen  können  nun  zur  Bestimmung  von  Bzg  und 
d£0  verwerthet  werden,  da  in  der  That  die  Coefficienten  der  beiden  Unbekannten 
nicht  allzu  klein  sind  (vergl.  pag.  3661 ;  gibt  man  wieder  dem  ersten  Orte  das  Ge- 
wicht 3  und  macht  die  Coefficienten  homogen  durch:'.  -  - 
"'  -!   2.7920&S0  =p 

■  '       '_;;.■     .3-ioi9°£»  =  J  

log  Fehlereinheit  =  0.9007    " 
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so  erhält  man  (Iogaxitrunisch)  : 

9»5949  =  9»6439P  +  9.604g  2 
0.0000  =  0.0000  c^oooo 

"     8.8724  =9:7277  9»2i37 

;  \  9»6a85  =-  9,9089  9.6991 

8*2300  =  8.6780  7n°957 

8»7'73  =  %038o  7.9151 

9-5579  =  8n7?a7  8,^352 

9»4538  =  8.9540  8.0510, 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  folgenden  Eliminationsgleichungen  ergeben :    .  ■ 
■+-  2.1625^  —  1.6692  $.  =  +  1.5157  1 

+  0.1511  q  =■— 7  O.2231  .  I 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  beträgt  in  der  hier  gewählten  Einheit  1.5555. 
Aus  der  ersteren.  Gleichung  allein  leitet  man  ab  (logarithmisch) : 

p  =  9.8456  +  9.8875  q, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  oben  eingeführten  Homogenitatsfactoren  (logarithmisch) : 

°*ö  =  7-9543  +  0.1974  o&*).  B) 

Der  eben  gefundene  Werth  für  p  wäre  in  die  obigen  Gleichungen  einzuführen, 
worauf  man  leicht  die  Formen  18)  (pag.  368)  erhalten  würde,  doch  ist  die  Auflösung 
in  dem  vorliegenden  Falle  ans  den  letzteren  Eliminationsgleichungen  'für  die  Be- 
stimmung der  Unbekannten  hinreichend  sicher;  man  erhält  so: 

log  y  =  0*1693 
oder  ■       ■ 

logJ|0  =  7„968i   .        '  O 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  geht  herab  auf: 

[nn6]  =  0.1638  , 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  oben  eingeführte  Fehlereinheit: 
[««6]  =  io"4  . 
Substituirt  man  den  Werth  von  C\   in  B)  und  A),  so  erhält  man  die  wahr- 
scheinlichsten Correctionen  der  angewandten  Elemente,  und  zwar: 

i  Xu  =  —  0.005  0375 

dy0  =  4-  0.000  0739 

0  ^  =  —  0.000  0107  ;       ; 

i  £„  =  —  0.009  J92° . 

ä  ifo   ■  ~  -|-  O.OOO  8059 

ö  £(  =  +  O.OOO  0346.     . 


*)  Do  der  Coifflcieat  von  b  J0  grösser  all  die  Einheit  ist,  so  kann  man  danua  den  Schluaa  liehen, 
daM  M  etwas  iweckm&Miger  gewesen  w&re,  ö  Xq  als  die  letite  Unbekannte  in  w&hlen. 
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Die  Einführung  dieser  Correctionen  in  die  Bedingungsgleichuiigen   ergibt  ab  übrig- 
bleibende minimale  Fehler: 


cos/JU 

Iß 

Gewicht 

1 

-J-  o"o4 

■4-  o"oi 

3 

2 

—  0.30 

—  0.70 

I 

3 

+  0.54 

+  2-47 

1 

4 

—  0.34 

—  1.82 

1 

Die  Summe  der  Fohlerquadrate  ist  in  der  That  io"4,  wodurch  eine  sehr  gute  Con- 
trole  erreicht  ist. 

Bringt  man  die  hier  gefundenen  Correctionen    an   die  oben  {pag.  443}  ermit- 
telten Ausgangswerthe  an,  so  erhalt  man: 

*i  =  +  4-208  7317  ,        £,  =  +  0.014  7156 

t/x  =  +  0.407  0657  ,         17,  =  +  0.450  2083 

»x  =  —  0.053  8383  j         ? 1  =  —  0.129  0064  ; 

aus  diesen  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  sind  die  osculirenden  Elemente  nach 

34)   (pag.  437)  abzuleiten;  die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 


log«! 

0.624  "5"3 

Yp  sin  (0  sin  (Q) 

8,451  414a 

i°gyi 

9.609  6645 

9,999  4101 

l»g*i 

8,731  <>9>3 

Yp  sin  (t)  cos  (Q) 

6,734  1285 

log  St 

8.167  7780 

V?sinW 

9.734  7184 

logiji 

9-^53  4135 

Yp  COB  (*) ' 

0.276  1896 

logCi 

9,110  6113 

Vi 

0.293  4265 

*1  "il 

0.277  5648 

p 

0.386  8530 

yli 

7-777  4425 

i 

16°  2'ioB04 

Subtt. 

0  001  3752 
8,720  2758 

(a) 

182  59    7  71 

yi& 

COS  (Q) 

9*999  4IQI 

*1l 

8,384  5048 

sin(a) 

8,716  6940 

Snbtr. 

0.268  8634 

cos(i] 

9.98J  7631 

«1  Ct 

9»734  7626 

sin« 

9.441  2918 

«ifi 

6,898  8693 

cos  {a)  COS  (f] 

9,982  1732 

Snbtr. 

0.000  6341 

—  sin  (Q)  cos  (1) 
y,  cos  (a)  cos  (i) 

8.699  4S7I 
9.59"  8377 

*a 

8.791  9293 

V,  1t 

9.263  0780 

—  x,  sin  (a)  cos  (1) 

9.323  6084 

Add. 

0.126  4396 

Add. 

0.336  5119 

(i+n> 

9.389  5176 

(i  +  nj 

9.255  3258 

«■& 

7.841  7026 

*,  sin  (.5 

8,172  3831 

Add. 

0.012   1308 
9.401  6484 

Add. 

0-034  4739 

sin  m  sin  v  — = 

24  cos  (a) 

0,623  5014 

»1  "in  (B) 

8,326  3585 

Add. 

0.002   1832 
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r  sin  u 

9*289  7997 

ain  <p  sin  0 

9.068  8665 

9n999  5382 

0.905  3147 

r  cos  w 
u 

o„6a5  7466 
i82°38'29"78 

sin  ip  cos  c 

V 

8.937  0009 
I2b°2&'s2"l0 

r 

0.626  2084 

sin? 

9.163  5518 

r:/> 

9.960  6446 

<P 

8°22'46"59 

Vp:r 

9.667  2181 

45°  +  i  9 

49°n'23.29 

4* 

63°i4'i6.35 

<a 

56°9'57"o8 

cot?  (45°  +  &  9>) 

0.297  3051 
9.936  2560 

59°42'48"86 

COS  IjP3 

0 

239°9'  4*79 
9.990  6774 
0.596  1756 

£ 

"9  25  37-73 

Vä 

0.298  0878 

sin  E 

9.940  0086 

a\ 

0.894  2634 

sin  y  :  sü»  i" 
e"  sin  E 

4.477  9769 
7°i6'2o"96 

log|2 

2.655  7432 
452"6299 

M    1120  9'i6"77 

womit  die  Rechnung  der  Elemente  vollendet  erscheint.     Ueberträgt  man  weiter  die 

Elemente  nach  35)   (pag.  438)    auf  den  Aequator  als  Fundamentalebene ,    und  diese 

nach  den  im  ersten  Bande  des  Lehrbuches  angegebenen  Formeln  (I  pag.  1 1)  auf  die 

Ekliptik,  sJ  finden  sich  die  wahrscheinlichsten  Elemente  in  der  gewöhnlichen  Form : 

@  Hilda. 

Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.  Zeit. 

mittleres  Aequinoctium  1875.0 


L 

34°58'54"95 

M 

112    916.77 

n 

282  4938.18 

i 

228  20   0.73 
7  48    0.22 

9 

8  22  46.59 

C 

452*6299 

logo 

O.596    1756   . 

bechnet  man  nun  aus  diesen  Elementen  die  Darstellung  det  Orte  bezogen  auf  das 

'übet  gewählte  CooTdinatensyetem,  s 

ergibt  die  directe 

siebenstellige  Rechnung  bierfür : 

coaßlli 

>/» 

1875  Nov.    4 

+  o"09 

0.00 

»      22 

—  0.32 

—  0.71 

Dec.   19 

+  0.57 

+  2-55 

»     30 

—  0.31 

—  1.82  , 

welche  Werthe  mit  den  in  D)  (pag.  456)  angesetzten  in  befriedigender  Weise  stim- 
men, so  das«  die  bisherigen  Rechnungen  einer  sehr  scharfen  Uontrole  unterzogen 
erscheinen. 
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Wenn  es  sich  blos  darum  handelt,  die  wahrscheinlichsten  Elemente  für  einen 
kleinen  Planeten  aus  den  Beobachtungen  einer  Opposition  zu  erhalten,  so  erscheinen 
hiermit  die  Rechnungen  vollendet ;  es  knüpft  sich  aber  häufig  genug  auch  die  Frage 
an  diese  Bestimmungen,  innerhalb  welcher  Grenzen  man  die  Elemente  variiren  darf, 
ohne  den  Beobachtungen  geradezu  zu  widersprechen,  und  zur  Erledigung  dieser 
Frage  eignet  sich  die  hier  aufgestellte  Methode  im  besonderen  Maasse,  da  in  der 
That  der  Zusammenhang  zwischen  den  Variationen  der  Elemente  und  den  Aende- 
rungen  in  den  geocentrischen  Orten,  innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Grenzen 
ein  fast  völlig  linearer  ist. 

Wir  nehmen  zu   diesem  Ende   die  Gleichung  B)   (pag.  455)  vor  und  substi- 
tuiren  dieselbe   einerseits   in  Ax)  und  A^\ ;  denkt  man  sich  dann  unter  i  £  die  Va- 
riation des  wahrscheinlichsten  Wertb.es  von  £<,,    so  ist  es   klar,    dass  man  in    den 
Gleichungen  A^)  und  B)  (pag.  454,  455)  für  die  constanten  Coefficienten  Null  zu  setzen 
hat,  wenn  man  unter  St,  i»f,  iz,  dy  und  ix  die  Variationen  der  wahrscheinlichsten 
Elemente  verstehen  soll,  bedingt  durch  die  Variationen  von  ö£  und  ebenso  hat  man 
Unker  Band  in  .A2j  statt  der  dort  angesetzten  Fehler   die  aus  D)    (pag.  456}  resul- 
ürenden  einzufügen;  man  findet  dann  logarithmisch: 
hx  =  0.1974  ä  £ 
0  y  =  8^484  ö  § 
ö  z  =  6.4725  i  § 
i  17  =  0^2666  d  § 
JC  =  6B400i  ö  |  . 
Beachtet  man,   dass  die   übrig  bleibenden  Fehler  in  D)   (pag.  456)  identisch 
sind  mit  vls  ©2 . . .  der  Formel  25)  (pag.  369)  und  bezeichnet  man  mit/,,  /j  . . .  die 
Fehler,  welche  übrig  bleiben,    wenn  man  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  f  um 
den  Betrag  Ü  £  variirt,  so  erhält  man  aus  der  Substitution  in  B)  leicht: 
/1  =  +  o"o4  —    45"8  Ö  J  ,        /s  =  +  o"oi  —     25*9  o| 
ßi  =  —  0.30  +  288.4  öS  >        /«  =  —  °-7°  +     96-1  al 
/»  =  +  0.54  —  314.5  »£  ,        fi  =  +  2-47  +     79-5  <>£ 
A  =  —  0.34  +  I58"8  ö£  ,        /g  =  —  1.82  —  102.00?  . 
Bedenkt   man  überdiess,    dass   der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  ebenfalls 
stark  variirt  werden  kann,  ohne  den  Beobachtungen  zu  widersprechen,  und  versteht 
man    unter  ix   die  Variation   unter    der  Einschränkung,    dass   hg  -     o  gesetzt  ist 
(pag.  368),    so  kann  man  zu  diesem  Zwecke   unmittelbar  die  Coefficienten  von  oxq 
aus  JL|)  und  J.{i  hinschreiben,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  man  in  den  letzteren 
das  Zeichen  wegen  der  Umsetzung  auf  die   andere  Seite   des  Gleichheitezeichens  zu 
ändern  hat  und  erhält  so  (logarithmisch) : 
ix  =  0.1974  ig 
öy  =  7.7489  ix  -4-  §„0484  ig 
iz  =  6.3735  Kx  +  6-4725  d£  J3) 

iy  =  9nio68  i x  +  9n2666  ig 
H  =  5*7776  äa;  -+-  6,4001  ig, 
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und  ausserdem  für  die  Fehlet  in  den  Orten: 

COB/?U  bß 

f\  =  +  o"<>4  +  I57"5  bx  —    45*8  bj;  ,  f&  =  +  o"oi  —  ifoix—    25"g  »£| 
/i  =  —  0.30  —  619.5  ia;  +  288.4  ö£,   /e  =  — 0.70+ 67.5  äa:+     96.1  Ö^l       _ 
/s  =  4-  0.54  —  330.9  bx  -f  314.5  d£,   /7  =+  2.47  +  36-7  ix+     79-5  &£| 
f\  —  —  0.34  +  502.2  ö*  +  158.8  df  ,  /g  =  —  1.82  —  55.7  bx — .  102.0  d£j 

womit  also  die  durch  die  Gleichung  25)  (pag.  369)  verlangte  Form  hergestellt  er- 
scheint.    Die  Relation  26)   (pag.  369)  ergibt  also  mit  diesen  Zahlen: 

[ff]  =  io"4  +  5-9I90  »*'  +  5.3830  bg>,  G) 

wobei  die  Coefficienten  logarithmisch  verstanden  und  in  Bogensekunden  angesetzt 
sind;  sie  sind  also  in  der  That  nichts  anderes  als  die  entsprechenden  Quadrat- 
summen der  in  F)  enthaltenen  Zahlen,  wobei  jedoch  die  aus  den  Gleichungen  resul- 
tirenden  Werth  e  von  f  und  fb  dem  Gewichte  entsprechend  mit  3  multiplicirt  wurden. 
Die  Ermittelung  dieser  Coefficienten  kann  aber  viel  einfacher  ans  den  Zahlen  der 
Gleichung  a  (pag.  455)  erhalten  werden,  denn  der  Coefficient  von  p  in  der  ersten 
Gleichung  ist  einfach  mit  dem  Quadrate  des  Homogenitätsfactors  (der  Logarithmus 
des  Factors  ist  daselbst  angenommen  2.7920)  zu  multipliciren  und  gibt  den  obigen 
Coefficienten  von  bz2,  ebenso  ist  der  Factor  von  q  in  der  zweiten  Gleichung  zu 
behandeln  (log  Factor  3.1019),  der  dann  den  Factor  von  ö£3  finden  läset;  es  wird 
der  Controle  halber  erwünscht  sein ,  die  Coefficienten  der  Gleichung  0}  auf  beiden 
Wegen  zu  ermitteln. 

Man  wird  vorerst  sich  über  die  Grenzen,  über  die  man  bei  der  Bestim- 
mung der  Grenzelemente  wohl  nicht  hinauszugehen  braucht,  zu  einigen  haben; 
eine  Ansicht  der  Gleichungen  F)  zeigt  wohl,  dass  ein  Werth  von  {ff],  der 
etwa  bei  100"  liegt,  keine  grosse  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  Anspruch  neh- 
men kann ;  es  wird  also  eine  Vergrösserung  der  minimalen  Fehlerquadrate  (io"4) 
um  8o"6  wenig  wahrscheinlich  sein;  um  aber  mit  einer  fast  an  die  Gewissheit 
grenzenden  Wahrscheinlichkeit  die  äussersten  Grenzelemente  zu  erhalten,  wollen 
wir  die  Vermehrung  um  den  vierfachen  Betrag  als  noch  möglich  in  Betracht  ziehen, 
daher  [ff]  die  Form  geben : 

[ff]  =  io"4  +  358"4»a,  -ff) 

für  n  =  \,  wird  also  die  Summe  der  Fehlerquadrate  100",  für  n  =  1  erreicht  die- 
selbe den  Werth  368"8.     Setzt  man  nach  27)    (pag.  370) : 

K358.4  n  sin  N  =  2.9595  &z 

V358.4  n  cos  N  =  2.6915  dg  , 


»sin  iV=  1.6823  dar  . 
n  cos  JT=  1.4143  d§ 
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und  führt  statt  der  beiden  Unbekannten  d  £  und  dx  die  Unbekannten  n  und  N  dw 
Gleichung/]  entsprechend  ein,  so  ist  die  Summe  der  Fehlerquadrate  mich  G ) 
(pag.  459) : 

[ff]  =  ICV4  +  358"4  »2  • 

Für  gleiche  Werthe  von  n  wird  demnach  die  Summe  der  Fehlerquadrate  den  gleichen 
Werth  erhalten,  also,  da  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Unbekannten  nur  vod  der 
Fehlerquadratsumme  abhängig  sind  Systeme,  von  gleicher  Wahrscheinlichkeit  [vergl. 
pag.  370)  für  jeden  beliebigen  Werth  des  Winkels  itf  ergeben.  Nach  den  obigen  Be- 
trachtungen kann  man  wohl  als  die  obere  Grenze  für  n  die  Einheit  annehmen,  da  für 
diesen  Werth  die  Darstellung  der  Beobachtungen  ganz  unbefriedigend  ist;  der  Werth 
n  =  o  führt  auf  das  wahrscheinlichste  System.  Indem  für  den  Winkel  N  die  Pe- 
ripherie in  8  Theile  getheilt  wurde  und  für  n  einmal  der  Werth  \  und  dann  t  sub- 
stituirt  wurde,  erhielt  man  aus  E)  (pag.  458)  16  verschiedene  Systeme  der  Cooidiniten 
und  Geschwindigkeiten,  aus  denen  nach  34)  (pag.  437J  die  Elemente  abgeleitet 
wurden.  Es  seien  die  für  8  Punkte  der  Peripherie  ermittelten  Werthe  einer  Funktion 
bezeichnet  durch  Y0,  Yt. . .  YT,  so  wird  es  ein  leichtes  sein,  dieselben  numerisch 
in  eine  periodische  Funktion  zu  verwandeln;  man  erhält  5  Cosinus-Coefncientan  und 

3  Sinus-Coefficienten,  die  der  vorgelegten  Funktion  die  Gestalt  geben: 

E=c0  -\-  Ci  cos  N  -+-  cj  cos  2N+  c3  cos  3  N  +  «4  «t>s  4  N 

+  *,  sin  JV  +  *t  ™  2  -W  +  *j  ein  3  N. 

Seien  durch  die  obigen  Y-Funktionen  die  acht  Incremente  dargestellt,  die 
unter  einer  bestimmten  Annahme  für  n  (hier  entweder  0.5  oder  1.0)  irgend  ein  Ele- 
ment gegen  den  wahrscheinlichsten  Werth  erfährt,  wenn  N  der  Reihe  nach  die 
Werthe  o,  450,   90°  ...  3150  annimmt,  und  bezeichnet  weiter  symbolisch: 

{0.4)  =  ¥,+  ¥,       (J)  =  T,  —  r, 

I1.5)  =  i-i  +  r.     (tl-ü  —  y, 

(j.6)-r,  +  r,      it)^Y,-Y, 

(3.7)  =  Y,+  Y,        (»)  =  Y,  -  Y, 
dann  ist  offenbar: 
4(*+«.)  =  (<M)  +  (i-6),     M«i+<4)  =  »)  ,        !(.,+  f,)={(!)+i))}j^ 

4  («•-«•)-  [1-5)  +  (3-7),     »(Ci-»l)={»)-»)}j^.    M«l-%)-[« 

4&j  =m  (0.4)  —  (2.6)  ,  4«j=(i.5)  —  (3-7)  ■ 

Die  Anlage  der  Rechnung  stellt  sich  also  wie  folgt: 
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Y. 

Y, 

r, 

•  f. 

Y, 
Yt 

1; 

(0-4) 

(2.6) 

(■■5) 

(3-7) 

ff) 

(i)  -  (4) 
(«  +  (4) 

i°g((i)-(4)} 
■og{(i)+(4)} 

(0.4) +  (2.6) 
(i-S)  +  (j-7i 

») 

((«  +  (4)}^ 

(4) 

8* 
8c4' 

4C1 

4*5 

4Ci 
4«> 

4»! 
4«> 

Man  erhält  so  für  n  =  \  und  indem  man  statt  {rt)  und  tp  die  einen  lineareren  Cha- 
rakter aufweisenden  Elemente: 

(0)  =  J££  sin  w 

{¥)  =  -^-*-  cos  («) 
1    '  ein  1*  »    ' 

einfuhrt,  die  folgenden  Zahlen  nach  34)   (pag.  437) : 


(o) 


(i) 


M 


'S: 


(4) 


■5) 


(6) 


(7) 


x  +4-i39°745  +4-*37734S  +4*"9>*»*  +4.1946*)»  +417838B8  +4-1799*88  +4-«9«J4H  +4-»«»4<" 

y  +0.4068504  -I-0.4069546  +0.407114»  +°-4°7*J9'   +0. 4071810  +0.4071767  +0.4070074  +0.40687" 

1  — 0.0538316  — 0.05383*5  —0.0538358  —0.0538406  —0.0538440   —0.0538441  —0.0538407  — 0.0538360 

£  +0.0339747  +0.0*83338  +0.0147156  +0.0010973  — 0.0045415  +0.0010973  +0.0147156  +0.0183338 

17  +0.4466499  +0. 4467515  +0.448879S  +0.4517848  +0.4537666  +0.4536640  +0.4515371  +0.4486317 

f  —0.1190111  — 0.119010a  — 0.1190070  — o.  1190033  —  0.1x90015  —0.1190015  — 0.1190058  — 0.1190094 

(Q;  i8*°59'i4"i8  i8*°S9'i5"o5  i(Vf9'n"6)  i8i°s9'  5n86  i8i059'  i"i4  ila^o/  o"i5  18A9'  3"77  «8i°S9'  9*53 

(1)  l6"w'33"j»    l6°lo'43"86     160  4'5i*7<     I5°57'3'"34     IS'jVj7">*     I50S3'44"97     I5°J9'*8"*0     16*  6'jl"j3 

(wj  I4iaij'  7"95  140'*S3'17"J9  i38°lo'34"54  134°j6'I3"oi  l33°So'48"51  136°34'  *V  *4°°  S'*40«9  M*°  S'37"»3 

V  io»ja'3*"65      9"S7'l4"'o      8*17'  5*74      605S'38073       6*is'l9"*4      404*'l*"71       «°t*'j7"47       9-S>'4l"8j 

(*)  — 33404"3»     —  3"SO"50    — »57S*"ji*    —10363*16     — i8i46"89     — ao43o"i8     — 15854*90     —  3ia*o"ji 
{¥,  — 17J73"«     —  «7346"J*     — iJ9*5tf6«     —14*91**6    —13*58*76     —13487*90     —  i4*4j"i9     —  '6534"8s 

[i]  346°4l'*8',34  348°  4'37"8*  35«""9'l/'69  3S403*'  4"49  3S5°S°'34"Si  354V«*9'   3S>0i7'*5*34  34*°  3'SoV 

ft  449"6879        45o"83i8        45*"7368         453"6l5l         453"6484         4jj"486i        458*5179         45o"667* 


Daraus  resultirt: 


=i 


(L)  s=35i°i8'2i"56 — 40*08 — 1 641 4*o8cos.ZV — 40*05  cob2.ZV-|-i"ooco6  3.2V— o"oocos4iV 
+      56.14  sin  N — 1 6.12  sin  2  N —  0.03  sin  3  N 

(fl>)  a= — 25866*53  4-1 5*44 —  7628"8oco8iV+i5"5ocoB2N'+-o"o9COS3^'— o"oicob47V 
+     48.36sin.ZV-f-  o,76sin2iV+o.07sin3 JV 

{¥)  = — 15413*51 —  1*74 — 2 157*25  cos  .ZV —  0*79  cos  2iV+-o''o2  cos  3-ZV4-o*05COS4.ZV 
—   571.a3sin.ZV —  1.9481112  JV" — 0.01BÜ13.ZV 


v  Google 


462     

loojt  =     45262~99 — I7"q6 —    i98"o3COsiV — 48"2icos2jV-|-o''oicoB3A^ — oloicoa^Y 
+     io.43siniV+   o.giBui2J\r — o.oisiu3iV 
(ß)  =  i82°59'7"7i —   0.03+      6"$2CobN —  o"o2C0B2Är — o"oocos3A'— o"oocob4JV 

4-      3.93BÜi,Y —   o.o2siii2Ar 
(»)  ■=  i6°2'io"04+  2W84+  558"2icos^+  2"43COS2.flf — o"oico83^T — o"oocob4A' 
+  162.25sin.ZV-f-  1.54S1112  JV-|-o.oo8in3.N' 
Fuhrt  man  nun  dieselben  Rechnungen  aus  anter  der  Annahme  n  =  1,  so"  findet  sich 
in  ganz  ähnlicher  Weise: 

m  =  1 
(I.)  =351°?  8*2 1  "56 — i6o"2i — 328io"44COsitf'— I59"94Cob2^+7"96cos3^-+-<>"o8cob4J/ 

+    112. ri  sinJV" —  64-428in2Ar — 0.258Ü13.2V 
(d>)  = — j58o6"53-f-  6i"70 — i5255"83cosJV-r-  62"oocos2.W-|-o"65Cos3iV:— o"oocos4.tf 

—  97.i6sin.W+     3.a5sin27tf-|-o.58sin3£r 

(f)  = — 1 54i3"5 1  +  6"g8  —  43I4"o3cob.W —    3"o2cos2Ar4-o"i2cas3jV-r-o"oicos4.tf 

—  1 1 42.368m  N —     7 .  77  sin  2  N+  o.  1 7  sin  3  N 

iooft=    452Ö2"9g  —  igi"66 —   395"66cosJV — i92"68cos2iV-(-o"22C083JV+o"o6co84JV 
,  +     20.82  sin N+    3.69 sin 2 N —  o.  1 1  sin  3  N 

(Q)  —  i82°59'7"7i —  o"i2-f-     i3"o5cosJV —  o"o8cos2W — o"oocos3.W-r-o''oocos4.y 

4-       7.87 sin .y —  0.09 sin 2 N+0.01  sin  $N 
(t)  =    i6°2'io"o4-t- nH47+ iii6"65COsiV-|-  9^4 C0B2.W+ 0*05 coB3_W-|--o"ooco8  4iV 
+   324.588^^+   6.i8sin2iV-r-o.078in3JV  . 
Rechnet  man  mit  irgend  einem  dieser  äussersten  Grenzsysteme  die  Darstellung 
der   Orte    direct   siebenstellig,    so   wird   man    durchaus  eine   befriedigende  lieber- 
ein  Stimmung    mit   der   aus    den   Differentialfonneln   abgeleiteten    aus   J)    und    F) 
(pag-  459)  erhalten,  welche  die  Unsicherheit  der  siebenstelligen  Rechnung  kaum  über- 
schreitet;   man  leitet  daraus  den  Schluss  ab,    dasB   in  der  That  die  hier  getroffene 
Wahl  der  Elemente  den  Forderungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (linearer 
Znsammenhang)  in  fast  unerwartet  befriedigendem  Maasse  entspricht. 

Bedenkt  man,  dass  die  obigen  Formen  für  die  Elemente  nichts  anderes  sind, 
als  die  empirische  Entwickelung  derselben  nach  den  Potenzen  von  n  sin  N  und 
n  cos  N,  so  wird  man  sofort  einsehen,  dass  die  mit  geraden  Vielfachen  von  2V  ver- 
bundenen Coerncienten  nur  gerade  Potenzen  von  n,  die  mit  ungeraden  verbundenen 
nur  ungerade  enthalten  können ;  die  niedrigste  Potenz  von  n  kann  aber  nicht 
kleiner  sein,  als  der  Factor  von  N.  Mit  Hilfe  dieser  Bemerkungen  sieht  man  daher 
sofort  ein,  dass  man  den  Elementen  demnach  die  folgende  Form  ertheilen  kann : 

®  Hilda. 
Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.  Zeit. 
(Z,)=35i°i8'2i',56+(—  i6o"38nH-o"i7«<)  +(— 32834"o8»  +23"64b»)cosJV 

-t-(+U2"34»  — o"23«5)8inJV    -4-( —     i6o"26»'4-  o"32n*)c082^ 
+{ —  64"49»M-o"o8»*}sin2.y  _|_  7*96  ns  CO83  N 
—  o"25»8  sin  3  N  +  o"o8n*  coe42V 
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(<D)=— 258o6"53  +  (+6i"77"a— o"o7«4)  -f  (— 1 5258*20«  +  2"37>»3)cos  JV 

4-  (+96"59»i  •+-o"5jni)6mN  4-  (-+-       62"oi  n1 — o"oi»'}  cob2  JV 

+  (+   l"obt& — o"oi«4)  twiN  +  o"t$n3  C0S3JV 

v4-  o"58n3  sin  3  N  4-  o"oon4  C0S4JV 

(¥)=—  i54i3"si  +  (— 6"93«»— o"o5»«)  4-(— 43i4"&5«+o"62M>)  cobJV 

+  ( — ii42"5i»4-o''i5»s)  siniV  +  ( — 3"23nl4-o"2i  n4)cos  2JV 

4-  ( — 7"77»I+o"oonl)siii2  ^  +  o"i2n*  CO83  JV 

+  0*17  »*  sin  3  JV  +  o"oi»4  cob4^ 

100  ju  ==45262"99+  ( — igi^n1 4-0*23  n4j  +{ — igfign  +  o'^^n3)  coa  N 

+  (+2o"87  n — o"o5  ns)  sin  N  +  ( —  i92"89»14-o"2  i  n4)  cos  2  JV 

+  (+3"05nS  +  °"04n4;  sin  2  AT  +  0*22  »a  cos  3  JV 

—  o"i  1  «s  sin  3  JV  +  o"o6  »4  cos  4  N 

(a)  =i82°59'7"7i4-( — o":4»I4-o"o2H4)  4- (4- i3"o5ti4-o"ooflJ}cosJV 

+  (4-7"86n4-o"oi  n3)  sinJV  4-  ( — o"o8»34-o"oo»4)cos2jV 

+  ( — o"09»,4-°"oon4)si112^  +  o"oons  cos  3^ 

4-  o"oi  «'  sin  3  N  4-  o"oo  n4  cos  4  N 

(i)  =  i6Viofl04  4-{+ii"33n1+o"i4»4)  4- (+ 1 1 1 6"34 »  +  o"j » "*)  co8 ^ 

+  (+324"47»+o"ii  n^sinJV  4-(4-g"73BI4-o"oin4]  cos  2  JV 

4-(+6"i5»i4"0"03w4)  8in2  JV  4-  o"o$n3  CO83  JV 

+  o"<>7  n3  sin  3  JV  +  0"°°  n*  C°B  4  -W  • 
Die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  nach  H)   (pag.  459): 
[ff]  =  io"4  4-  358"4  "*  » 

die  Darstellung  der  Orte  (nach  /)  und  F)  pag.  459]  : 

C08|8  ö  X 

1875  Nov.    4         4-  004     —     i"7Ö  n  cos  JV  4-     3H27  n  sin  JV 

4-  11.11  n  cos  JV  —  1 2 .87  n  sin  JV 

Dec.  19         +  0.54     —  12.12  »  cos  N  —     6.88  n  sin  iV 

4-     6.12  n  cos  JV  4-  10.44  rt  s"1  & 

1875  Nov.    4        4-  o"oi      —  i"oo  n  cos  JV  —  o"35  »  sin  JV 

4-  3-70  n  cos  JV  +  1.41  n  sin  JV 

Dec.  19         4-  2.47       4-  3-0°  »  cos  JV  4"  °-7°  n  sin  JV 

»      30        —  1.82       —  3.93  n  cos  JV  —  1.16  n  sin  JV, 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  bei  dem  eminent  linearen  Charakter  der  eingeführten 
Funktionen  die  Uebereinstimmung  in  einer  der  siebenstelligen  Rechnung  nahe  adä- 
quaten Genauigkeit  bis  n  =  1  hervortreten  iuusb;  für  ein  gleiches  n  erhält  man  bei 
beliebiger  Wahl  von  JV  Systeme  gleicher  Wahrscheinlichkeit,  für  »  =  o  das  wahr- 
scheinlichste System. 


4- 

0.04 

— 

0.30 

+ 

0.54 

— 

»■34 

+ 

o"oi 

— 

070 

+ 

2-47 
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0.   AneoMusu  der  Elemente  an  die  Beobachtungen  mit  genäherter  Berücksichtigung 
der  Frinoipien  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

§  1.    Die  Lambert'sehe  Gleichung. 

Bevor  ich  an  die  Lösung  der  in  diesem  Abschnitte  gestellten  Aufgaben 
schreite,  muss  ich  vorerst  mehre  Entwickelnden  ausfuhren,  die  für  die  folgenden 
Ableitungen  nöthig  sein  werden,  und  vor  Allem  nehme  ich  die  Lambert'sche 
Gleichung  vor,  die  eine  sehr  merkwürdige  nnd  wichtige  Relation  aufstellt,  welche 
zwischen  der  Sehne  s,  den  umschlies senden  Radienvectoren  r  und  f',  und  der 
grossen  Halbachse  a  einerseits  und  der  Zwischenzeit  {( —  t)  andererseits  besteht 
und  von  der  ein  Specialfall  [a  =  oo)  bereits  im  ersten  Bande  (Euler'sche  Glei- 
chung I  pag.  101)  erhalten  wurde. 

Lässt  man  die  XY-  Ebene  eines  Coordinatensystemes  mit  der  Bahnebene 
zusammenfallen  und  verlegt  den  Anfangspunkt  desselben  in  den  Sonnenmittelpunkt, 
so  ist  der  Abstand  zweier  Tunkte  s,  deren  Coordinaten  x,  y,  und  x'  y'  sind,-  be- 
stimmt durch: 

*2  =  [x'—x)'t  +  (y'— y)2  •  i) 

Legt  man  nun  die  positive  Achse  in  die  Richtung  des  l'crihels  und  gehören 
die  beiden  in  Betracht  gezogenen  Punkte  einer  bestimmten  Bahn  an,  so  kann  man 
auch  setzen: 

z  =  t  cos  v  ,     x'  =  r9  cos  v' 
y  =  r  sin  v  ,     y'  =  r'  sin  t> '  , 
wo  c  und  c'  die    zugehörigen  wahren  Anomalien   vorstellen.     Ich   werde   von    nun 
ab    die   Entwicklungen    mit   Relationen    durchführen,    die    für   die   Ellipse    reell 
sind,  für  die  Hyperbel  aber  imaginäre  Beziehungen  geben;   da  im  SchluBsresultate 
das  Imaginäre  elinünirt  erscheint,    so  hat  man  unmittelbar  der  Rechnung  zugäng- 
liche Resultate  erhalten,  die  für  alle  Kegelschnitte  gleichmassige  Gültigkeit  haben, 
da  man   mit  dem   Imaginären  bekanntlich  alle  Operationen   mit  derselben  Berech- 
tigung- durchfuhren  kann,  wie  mit  den  reellen  Grössen. 
Es  ist  nach  I  pag.  48: 

r  cos  t>  =  a  (eds  E — e)  ,    r  sin  «  =  a  cos  tp  sin  E  , 
wo  E  die  excentrische   Anomalie,    e  =  sin  tp   die  Excentricität  vorstellt;   man   hat 
also  für  1 ) : 

8*  =  a*  (cos  E  —  cos  E)*  +  a5  cos  <pi  (sin  E'  —  sin  £)5  . 
Setzt  man  also  (wie  I  pag.  218): 

g  =  \[E— B)  ,     G  =  \[E  +  E)  , 


so  erhält  man  sofort: 


<*  =  4a*  sin  g*  (1  — «*  cos  G»)  . 
1  mittelst  der  Relation 

e  cos  G  =  cos  h 
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den  Ililffiwinkel  h  ein,  bo  kann  man  an  denselben  die  willkürliche,  aber  zulässige 
Bestimmung  knüpfen,  das»  derselbe  stets  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  zu 
nehmen  ist,  was  mit  der  Bedingung  zusammenfallt,  daes  sin  h  stets  positiv  wird; 
die  Gleichung  2)  (pag.  464)  erhält  dadurch  die  einfachere  Gestalt : 

s  =  za  sin  g  sin  h  ,  3) 

in  welcher  Gleichung  s  stets  positiv  angenommen  ist;  das  Product  a  sin  g  hat  auch 
in  der  That  dieses  Zeichen.  Für  die  Radienvectoren  (I  pag.  48)  kann  weiter  gesetzt 
werden : 

{r  +  r'}  =  «(1  —  cosE)  +  «;i  —  cosE)  =  2«(i  — cos^cosA)  ;  4) 

setzt  man  noch  überdiess: 

h-,=t  , 

*+y  =  «,  /  5) 

su  gehen  die  Gleichungen  3)  und  4)  über  in: 

s  =  —  a  cos  e  +  a  cos  6 
r  +  r'  =       2a  —  a  cos  S  —  a  cos  *  , 
und  es  wird  demnach : 

r4-r'  +  <=2«  (1  —  cos  c)  =  4a  sin  \  e2  \ 

r  +  r    ~  «  =  2  fl  (1  —  cos  d)  =-  4  «  sin  ^  d*  / 

oder : 

sin  |  ««  =  r+f'+'  \ 

siu  1  d*  =  !"+^""'  .  I 

Zählt  man  die  mittlere  Anomalie  M  von  der  Zeit  des  Pcrihels  aus.  so  bestehen 
bekanntlich,  wenn  die  Masse  vernachlässigt  wird,  die  Relationen: 

ji-ii,  jf = *? , 

und  es  wird  somit: 

üt=L  =  M'  —  M=  E  —  e  sin  E'  —  E  +  c  sin  E  , 
oder: 

■ — - —  =  zg  —  2  sin y  cos  k=  2g  —  sin  e  +  sin  6*  8) 

also  schliesslich: 

k[t— -t)  =ai{'e  —  sine)  —  (d  —  sind)}.  9) 

Die  Gleichung  9)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  7)  enthalt  die  Losung 
des  vorgelegten  Problemen;  da  aber  die  Bestimmung  von  ä  und  e  aus  den  Glei- 
chungen 7)  wegen  der  quadratischen  Form  derselben  in  doppelter  Weise  vorgenom- 
men werden  kann,  je  nachdem  man  das  positive  oder  das  negative  Zeichen  wählt, 
so  könnte  auf  den  ersten  Blick  eine  vierfache  Lösung  möglich  erscheinen.  Allein 
nach  5)  ist  e  durch  die  Summe  zweier  Bogen  bestimmt,' die  einerseits  durch  die 
Voraussetzung  über  h,  andererseits  in  Folge  der  Annahme,  dass  der  Himmelskörper 
nicht  mehr  als  einen  Umlauf  vollendet  hat,    niemals  grösser  als  1800  angenommen 

Ojifulier,  aaliDbciliiauungM.  II.  gg 
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werden  darf.  Es  wird  also  \e  stets  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  liegen  nnd 
demnach  für  sin^e  stets  der  positive  Werth  angenommen  werden  dürfen;  allerdings 
bleibt  die  Bestimmung  von  h  insoweit  zweifelhaft,  dass  noch  zu  unterscheiden  ist, 
ob  man  den  Bogen  A  oder  180 — h  wählen  soll,  und  in  der  That  bedingt  dieser 
Umstand  eine  doppelte  Lösung,  die  übrigens  für  die  hier  folgenden  Entwicklungen, 
bei  welchen  der  Werth  sin£e  unmittelbar  Verwendung  findet,  ohne  Bedeutung  ist. 

Man  hat  weiter  nach  (I  pag.  48}  : 
Vr  sin|p  =  Va(i+e)em$E,      V?  sin  ±v'  =  Va[i+e)*m\E' 
Vraw\v=  Va[i—  e)  cos£  JE  ,     rVcosJc'  =  Va{\—  eJcos^E'  , 
woraus  durch  entsprechende  Multiplication  und  Addition  folgt: 

Yrr'  cos£(e'  —  t>)  =ocos^(£'  —  E] — aecos£  (E  +  E}  =  a  (cos^ —  cosA)  , 
oder  weiters  unmittelbar  die  Gleichung: 

Vrr' cos\(v'  —  v)  =  ?.a  sin  \  d  sin  \  e  10J 

resultirt. 

Da  die  bisherigen  Entwicklungen  der  Bedeutung  der  Buchstuben  nach  für 
die  Ellipse  gelten,  also  a  positiv  ist,  da  femer  Vr  r'  stets  positiv  vorausgesetzt  wird 
und  den  obigen  Bemerkungen  gemäss  auch  für  sin  J  e  das  positive  Vorzeichen  in 
Anspruch  genommen  wird,  so  resultirt  aus  der  Gleichung  10),  dass  sin-J «?  stets  mit 
oosj  (v — 1>)  dasselbe  Vorzeichen  haben  muss,  d.  h.  sin  \  Ö  ist  positiv  zu  nehmen, 
wenn  die  hei iocen  tri  sehe  Bewegung  kleiner  als  1800  ist,  dagegen  negativ,  wenn  die- 
selbe zwischen  die  Grenzen  1800  und  3600  fällt. 

So  vorbereitet  soll  die  Gleichung  9)  (pag.  465)  durch  Reihenentwickelungen 
der  Rechnung  zugänglicher  gemacht  werden  ;  denn  da  in  den  hier  in  Betracht  kom- 
menden Fällen  e  und  6  fast  nothwendig  massig  grosse  Bogen  sein  werden,  so  wird 
die  Bestimmung  des  Ueberschusses  des  Bogens  über  den  Sinus  in  der  hier  hinge- 
schriebenen Form  ohne  weitere  Hilfsmittel,  als  die  gewöhnlichen  Logarithmentafeln, 
ziemlich  misslich  weiden. 

Um  nun  diesen  Ueberschuss  zu  ermitteln,  so  soll  derselbe  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt werden,  die  entsprechend  den  Ausdrücken  in  7)  (pag.  465)  nach  Potenzen 
von  sin-Je  und  sinjd  geordnet  sein  soll;  naturgemäss  gestalten  sich  die  Entwicke- 
lungen  für  beide  Bogen  ganz  gleichmässig ;  ich  werde  die  Entwickelung  deshalb 
allgemein  für  den  Bogen  %  durchführen. 

Es  ist: 


Bmjf=zifa$xcwl)[  =  *«inixVi— «nix»  ; 
setzt  man  also  zur  Abkürzung:  » 

0-=  sin  Ix  1  11) 

so  gibt  die  Entwickelung  von  sin  7  nach  Potenzen  von  o: 

BinZ=2o/i-  yg*-f^g4—  ..Uig-a'-j  ''46    (*""~1'  ""*'  ;  ,2' 

andererseits  gibt  die  bekannte  Reihe  für  arc  sin  x : 
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arc  sin  x  =  *  +  - 


-  x*  +  - 


i^  +  J 


*'+.. 


Diese  Reihe  gilt  nur,  wenn  sin  2  kleiner  als  die  Einheit,  somit  der  Bogen  im 
ersten  Quadranten  zu  nehmen  ist;  daraus  resultirt,  dass  die  unten  folgenden  Reihen 
nur  mit  der  einen  Lösung  übereinkommen,  wo  sin -J  £  (vergl.  oben  pag.  466}  im 
ersten  Quadranten  genommen  wurde.     Es  ist  also: 


■  •.+- 


z°'+-. 


2(7*+... 


■3) 


■4). 


» -  " + 7  - + s^fn  ":«:!":"  '-*• 

die  Verbindung  der  Gleichungen  12}  und  13)  gibt  also: 

führt  man  diese  Relation  in  9)   (pag.  465)  ein  und  beachtet,  dass  nach  7)  (pag.  46g) : 
sin  J  c  =  +  JLl/t+£±? 
sin  |  d  =  -± 

zu  setzen  ist,  wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung 
kleiner,  das  untere,  wenn  dieselbe  grösser  ab  1800  ist,  so  folgt  sofort  die  Lam- 
bert'sche  Gleichung: 

Zif-Q^Hir  +  r'  +  s)*^  (r+r'-illj  + 
j_l    (r+r'  +  stS  (r  +  r'-«)*l 


.ys^i 


+ 
+ 


lr+r'+.)}  . 


■J*\ 


fn±^±i)i  —  <r+r' 


■5) 


in  welcher  Gleichung  für  jeden  Kegelschnitt  alle  Zahlen  reell  bleiben  ;  für  die  Ellipse 
wird  —  positiv,  für  die  Hyperbel  negativ,  für  die  Parabel  Null. 

Es  würde  höchst  unbequem  sein,  diese  Reihe  von  Fall  zu  Fall  direct  zu  be- 
rechnen, besonders  wenn  der  grossen  Halbachse  o  kein  allzu  bedeutender  Werth 
zukömmt;  man  kann  die  Rechnung  indess  leicht  bequemer  gestalten;  setzt  man 
nämlich : 

'+•"+>  —     '+<•—-■*  \ 


Qä-7||+7-7D+7  ;7i)'+rrjrsi,'+" 


■  6) 
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so  geht  die  Gleichung  15)   (pag.  467)  über  in: 

k{f—t}~  (r  +  r'+stf  Q,qi  {r  +  r-8)iQd.  17) 

Da  die  Reihen  für  Qs  und  Qd  vollkommen  gleich  gebaut  Bind,  so  wird  sich  leicht 
eine  Tafel  rechnen  lassen,  aus  welcher  man,  mit  dem  Argumente  S  oder  D  ein- 
gehend, den  Werth  von  Qs  und  Q&  sofort  erhält.  Es  ist  klar,  dass  sich  die  Aus- 
drücke für  Qs  und  Qd  auch  in  geschlossener  Form  darstellen  lassen ;  man  hat  näm- 
lich unter  Berücksichtigung  der  früher  gegebenen  Relationen : 

welche  Gleichungen  eine  interessante  Beziehung  auf  die  von  Gauss  aufgestellte  Glei- 
chung (I  pag.  191)  enthalten. 

Herr  F.  K.  Ginzel  bat  die  Logarithmen  der  Q-Funktionen  nach  der  oben 
gegebenen  Reihe  mit  dem  Argumente  A  =   '  sorgfältig  neunstellig  berechnet 

und  in  eine  Tafel  gebracht ;  diese  Tafel  findet  sich  auf  Rieben  Stellen  abgekürzt  ah 

Tafel  XVII  diesem  Werke   angehängt;    dieselbe  gibt  mit   dem  Argumente  — 

den  Logarithmus  von  Q„  und  mit  dem  Argumente  -— -  —  —  den  Logarithmus  von 
Q(i  für  jeden  Tauscndtheil  des  Argumentes.  Die  Grenzen  des  Argumentes  sind 
—  0.25  und  0.25  und  zwar  gehören  die  negativen  Argumente  der  Hyperbel,  die  po- 
sitiven der  Parabel  an.  Die  Grenzen  der  Tafel  werden  wohl  selbst  für  die  Bahnen 
der  Kometen  von  kurzer  Umlaufszeit  kaum  jemals  überschritten   werden. 

Zu  der  Gleichung  17)  ist  zu  bemerken,  dass  dieselbe  bei  kurzen  Zwischen- 
zeiten sich  für  die  Rechnung  unbequem  gestaltet  (vergl.  1  pag.  toi  §  4) ;  doch  würde 
es  bei  dem  seltenen  Gebrauche,  den  man  bei  sehr  kurzen  Zwischenzeiten  von  diesen 
Formeln  machen  wird,  kaum  der  Mühe,  lohnen,  entsprechende  Reihenentwickelungen 
vorzunehmen  und  die  für  solche  Fälle  nöthigen  ziemlich  ausgedehnten  Hilfstafehl 
zu  construiren;  doch  soll  hier  ein  Näherungsausdruck  aufgestellt  werden,  welcher 
sich  bei  grossen  Werthen  von  et  für  die  Rechnung  recht  bequem  gestaltet  und  blos 
Grössen  vernachlässigt  von  der  Ordnung:  »dritte  Potenz  der  Sehne  in  die  zweiten 
und  höheren  Potenzen  des  reeiproken  Werthes  der  grossen  Achse« ;  derselbe  ist  also 
unabhängig  von  der  Annahme,  dass  s  klein  ist,  wird  aber,  da  man  von  diesem 
Ausdrucke  nur  Gebrauch  machen  wird,  wenn  «einen  massigen  Werth  hat,  selbst 
bei  nicht  ganz  grossen  Werthen  von  <z  eine  sehr  befriedigende  Annäherung  ge- 
währen. Entwickelt  man,  um  diesen  Ausdruck  zu  erhalten,  die  Lambert'sche 
Gleichung  15)  (pag.  467),  indem  man  naturgemäss  nur  das  obere  Zeichen  berück- 
sichtigt, nach  Potenzen  von : 


so  erhält  man  leicht  die  folgenden  Reihen,  bei  welchen  ich,  um  das  Gesetz  des 
Fortschreitens  leichter  kenntlich  zu  machen,  jeden  einzelnen  Factor  mit  dem  Vor- 
zeichen eingeführt  habe. 
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Ordnet  man  nach  Potenzen  von  ß  und  setzt  der  Kürze  halber: 


■9) 


'-/» 


4.6.1.1. 

[.j.s-7.9 


-Ir--?-)*-  —  j 


Man  wird  leicht  bemerken,  dass  der  Coefficient  von  j?mit  (1 — y)  »  identisch 
ist;  setzt  man  für  ß  den  Werth  aiis  18)  ein,  so  kann  man,  nachdem  man  beiderseits 
mit  (1 — y)'   multiplicirt  hat,  statt  der  Gleichung  20)  nahe  richtig  schreiben: 

■:**_.■ 


ttlf- 


-~.'' 


-...         ZI) 


hierbei  ist  also  der  Coefficient  von  ß  in  der  Gleichung  20}  vollständig  berücksich- 
tigt ;  für  den  Cocfficienten  von  ß3  findet  das  mit  y  multip licirte  Glied  noch  Berück- 
sichtigung, während  in  demselben  die  höheren  Potenzen  von  y  schon  andere  Coef- 
fieienten  erhalten;  für  die  übrigen  Potenzen,  von  ßh  angefangen,  finden  nur  die  von 
y  freien  Glieder  vollständige  Berücksichtigung.  Der  Ausdruck  21)  schliesst  sich 
also  dem  wahren  WcTthc  innerhalb  der  oben  bezeichneten  Vernachlässigungen  an. 
Für  die  Parabel  ist  y  =  o ,  man  hat  daher  für  dieselbe  den  Ausdruck : 

**«'-')  _  _• L  (    '     \$  _      *-3-5       /    t    \»  _ 

(r  +  rll  r  +  r>        *.6  \r  +  W  4-6.8. 10   V  +  W  "'  "J 

so  dass  beide  Formelsysteme  identisch  werden,  wenn  man  nur  anstatt  (r  +  r'J  in  der 
letzten  Formel  -_  ■  setzt.  Eine  Reihe  von  der  Form  22)  ist,  wie  dies  Encke  ge- 
zeigt hat  (vergl.  I  pag.  101) ,  summirbar,  und  von  demselben  in  eine  Tafel  gebracht 
worden,  die  mit  dem  Argumente: 


und  mit  Hilfe  der  ji-Tafel  (Band  I  Tafel  VIII  pag.  334}  für  s  den  Werth  gibt: 

Yr  +  r'    P 
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Man  wird  also  die  von  Encke  gegebenen  Hilfsmittel  hier  ohne  Weiteres  be- 
nutzen dürfen  und  nur  zu  setzen  haben: 


r  + 

r' 

r 

+  f 

2k.lt 

-t) 

__  ..  ._  23] 

(«  +  «li 

Vf+7" 

womit  also  mit  meist  hinreichender  Näherung  die  Berechnung  der  Sehne  aus  der 
Lambert'schen  Gleichung  mit  Bequemlichkeit  möglich  ist.  Der  Ausdruck  wird 
in  jenen  Fällen,    wo  gleichzeitig  3  und  -  klein  sind,    sehr  genaue  Werthe  geben. 

Man  könnte  durch  Einführung  weiterer  Transformationen,  ohne  allzusehr  an 
Bequemlichkeit  der  Rechnung  zu  verlieren,  die  Formeln  23}  noch  mehr  an  die  stren- 
gen Werthe  annähern,  doch  wird  in  jenen  Fällen,  wo  die  Formeln  23)  nicht  mehr 
ausreichen  sollten,  stets  die  Benützung  der  Formel  1 7}  hinreichend  bequem  und  sieber 
sein.  Wir  wollen  diese  Formeln  durch  ein  Beispiel  erläutern.  Es  sei  a  =  100, 
r  =  0.8950000,  r*  =  0.9050000,  s==  0.10000000;  dann  findet  sich  nach  17)  (pag.468} 
nach  einer  strengen  9 stelligen  Rechnung: 

log  2k  [f  —  (j  =9.1285602  . 
Es  stellt  sich  nun  die  Rechnung  nach  23}  wie  folgt: 
(r  +  r')  =0.2552725 
lo«(l—  '7^)  =  9-9980413 
Q  +  H'  =  0.2572312 

Vj+t'  =  0.1286156 
le+e)}  =0.3858468 

V  =  0.055209 

u  =  0.0000554      (Tafel  VIII  des  ersten  Bandes) 
2  k  [f  —  t,  :  Vq  +  9'  =  9-9999446 

log  8  =  9.OOOOOOO  . 

Die  Uebereinstimmung  mit  der  ursprünglichen  Annahme  ist  somit  eine  vollständige. 

Die  Lambert'sche  Gleichung  wird  in  der  Folge  noch  eine  wesentliche  Ver- 
wendung darin  finden,  dass.  wenn  die  Radienvectorcn ,  die  Sehne  und  die  Zwischen- 
zeit gegeben  sind,  dieselbe  zur  Bestimmung  der  grossen  Achse  verwerthet  werden 
kann;  es  stellt  sich  nämlich  als  höchst  zweckmässig  heraus,  bei  nahezu  parabolischen 
Bahnen  dieses  Element  zuerst  zu  bestimmen ;  in  diesem  Falle  wird  auch  die  Con- 
vergenz  der  Reihe  eine  so  bedeutende  sein,  dass  man  mit  den  vier  ersten  Gliedern 
derselben  ausreicht;  setzt  man  der  Kürze  halber  die  nunmehr  völlig  bekannten 
Grössen : 
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80  {*  (f-l)  -  i  [(r  +  r'  +  t)l  +  (r+  r"  -.)*])=  A 
-£-  {(r  +  r'  +  .)!  +  [r+r'  -  «)»  }  =  C 

t*1,~  {(••+'•'  + »)!  +  ('+•'  -•)•}=  D 

;]§  {(r  +  r*  +  .)V±  (r+r'-  ,)V}  =  E 
so  stellt  eich  die  Lambert' sehe  Gleichung,  wie  folgt: 

Setzt  man  also  weiter: 

A  C         „  D  E         . 

¥  =  a,-w  =  ß,    -f  =  3>,    -g  =  d.. 

und  kehrt  die  Reihe  um,  so  findet  man  sofort  für  —  den  Ausdruck : 

'-  =  a+a'0  +  o'  {itP  +  y)  +  «•  [if  +  zfr  +  *)  +  .. 


25) 


26) 


Hierbei  wird  man  beachten,  dass  eine  Lösung,  die  einen  genauen  Werth  für 
a  gibt,  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen  aus  leicht  begreiflichen  Gründen 
nicht  möglich  ist.  Sollte  dieser  Ausdruck  sich  als  nicht  ausreichend  erweisen, 
wenn  a  nicht  gross  ist,  so  wird  eine  mit  diesem  Näherungswerthe  ausgeführte  ver- 
suchsweise Lösung  mit  Hilfe  der  Gleichung  17)  alles  Erforderliche  erreichen  lassen. 

Schliesslich  muss  noch  erwähnt  werden,  dass  die  Differentiation  der  Lam- 
bert'schen  Gleichung  nach  der  Zeit  auf  geschlossene,  für  die  Rechnung  bequeme 
Ausdrücke  hinführt,  die  in  der  Folge  Verwendung  finden. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  9}  (pag.  465)  nach  den  mit  der  Zeit  veränder- 
lichen Grössen,  so  erhält  man: 


kdt  =  a*{{i—  cc 
=  {a*  tang» 


ie)ds  — 
•d[r+t 


(i-c. 
+  >)- 


id)rfd) 

-  Ja*  tang  Ja  d(r+r'  —  *) 


oder  mit  Benützung  der  in  16)  eingeführten  Symbole,  nämlich: 


21) 


wobei  die  Zeichenunsicherheit,  die  durch  die  Einführung  der  Wurzel  grossen  ent- 
steht., den  früheren  Auseinandersetzungen  gemäss  zu  beheben  ist.  In  dem  Ausdrucke 
27)  sind  alle  Wurzeln  ihrem  absolutem,  positiven  Werthe  nach  zu  nehmen;  das 
obere  Zeiehen  gilt  für  heliocentrische  Bewegungen,  die  kleiner  sind  als  1800,  das 
untere  für  jene,  die  zwischen  1800  und  360°  liegen. 
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$  2.    Ableitung  der  Elemente  am  zwei  heliocentrischen  Orten. 

Die  Ableitung  der  Elemente  aus  zwei  heliocentrischen  Orten  ist  der  Haupt- 
sache nach  bereits  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  (I  pag.  221  und  226)  erledigt 
worden,  nur  wird  der  Umstand,  dass  bei  der  hier  in  Frage  kommenden  Lösung 
häufig  sehr  grosse  heliocentrische  Bogen  in  Betracht  kommen,  während  dort  haupt- 
sächlich die  Fälle  der  ersten  Bahnbestimmung  mit  massigen  Bogen  berücksichtigt 
wurden,  gewisse  Aenderungen  bedingen;  ausserdem  werde  ich  hier  für  nahezu 
parabolische  Bahnen  völlig  andere  Vorschriften  angeben.  Obgleich  die  im  ersten 
Bande  gegebenen  Methoden  auch  hier  in  der  Kegel  eine  sehr  bequeme  Anwendung 
gestatten,  da  selbst  bei  sehr  grossen  heliocentrischen  Bogen  die  Grosse  x  =  — y  —  / 
klein  bleibt,  so  bedingt  doch  häufig  der  Umstand,  dass  die  zur  bequemen  Losung 
der  Aufgabe  nöthige  Tafel  IX  des  ersten  Bandes  oft  nicht  ausreicht,  den  Nachtheil, 
dass  die  cubische  Gleichung: 


"7  +  i 

in  diesem  Falle  ohne  Zuhilfenahme  der  oben  genannten  Tafel  gelost  werden  muss. 
Zunächst  wird  man  aus  den  beiden  heliocentrischen  Orten  die  Bahnlage  ab- 
leiten; sind  l  und  f  die  beiden  heliocentrischen  Längen,  b  und  b'  die  beiden  helio- 
centrischen Breiten,  so  ist  nach  den  bekannten  Formeln  (vergl.  I  pag.  142);  die 
Neigung  1  und  der  Knoten  Q  bestimmt  durch : 

tangi  sin  (/ — Q)  =  tangi  | 

,,          ,          tone  6'  —  taneft  oo»;?  —  f  f  *) 

ttng,  cos  (l-a)  =  -S— jjj-Lj :  [ 

wobei  t  im  ersten  Quadranten  anzunehmen,  also  tangi  positiv  ist  bei  directer  Be- 
wegung, im  zweiten  Quadranten  dagegen  {also  tangi  negativ)  bei  retrograder  Be- 
wegung. Die  Argumente  der  Breite  u  und  u'  finden  unter  allen  Umständen  eine 
sichere  Bestimmung  durch: 

Der  Quadrant,  in  welchem  u  zu  nehmen  ist,  bestimmt  sich  leicht  nach  der  Kegel, 
dass  der  Sinus  das  Zeichen  des  Zählers,  der  Cosinus  das  Zeichen  des  Nenners  bat. 
Die  Rechnung  nach  dieser  Formel  ist  in  der  That  nicht  unbequem,  da  der 
Additionslogarithmus  für  beide  Fälle  gleich  ist;  es  ist  nämlich  das  Argument  für 
denselben  entweder  tangi'2  oder  cotgt*.  Die  Bestimmung  der  Grösse  f  kann  zur 
G'ontrole  leicht  direct  aus  den  heliocentrischen  Coordinaten  erhalten  werden.  Aus 
der  Relation: 

cos  2/  =  sin  b  sin  b'  +  cos  b  cos  A'  cos  (f  —  l) 
ergeben  sich  leicht  folgende  Ausdrücke  für  die  Berechnung  von  /: 
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»lir-JlV. 


b  cos  b'  =  p  ein  P 

sin  \  [b  —  b')  =  p  cos  P 
q  sin  Q 
q  cosQ 


cos^  [V —  t\  Vcos  A  cos  4' 
sini(Ä'  +  Ä) 

tang/  =  ± 


III«) 


Bei  der  Ermittelung  von  Bahnen  mit  nahezu  parabolischem  Charakter  wird 
man  ausser  den  Radienvectoren  r  und  r'  auch  noch  den  Werth  der  Sehne  kennen, 
welche  die  Endpunkte  der  Radienvectoren  verbindet;  dann  wird  man  tang/  ein- 
facher rechnen  können  (vergl.  I  pag.  143)  nach: 


.1/ESE3 
T~HT 


i  Illoa) 


wobei  die  Formern  so  angesetzt  sind,  dass  dieselben  sich  hei  der  Anwendung  von 
Subtractionslogarithmen  besonders  bequem  gestalten,  doch  ist  die  erste  Form  sicherer, 
wenn  2/  nahe  an  180°  Hegt. 

Ist  (/ — 1\  die  Zwischenzeit  in  Sonnentagen,  k  die  Constante  des  Sonnen- 
systemes  (I  pag.  45),  so  wird  sich  nunmehr  die  Rechnung  verschieden  gestalten,  je 
nach  dem  Charakter  der  Bahnen.  Für  Bahnen  mit  massiger  Excentricität  wird  man 
rechnen: 


'  {icoW^J» 


tang(45  +  w)  = 
1  = 


«iM/'  +  tgi»»1 
eoif 


IV«) 


Ist  nun  der  heliozentrische  Bogen  massig',  so  dass  die  Differenz  der  excentrischen 
Anomalien  [zg)  6o°  nicht  wesentlich  überschreitet,  so  wird  man,  indem  £  aus  der 
Tafel  X  des  ersten  Bandes  mit  dem  aus  genäherten  Elementen  (sind  diese  nicht 
vorhanden,  so  wird  man  in  der  ersten  Näherung  £  =  o  nehmen)  abzuleitenden  Ar- 
gumente: 

x  =  ain±g* 
entlehnt  wird,  rechnen: 


h  = 


A  +  l  +  S 


V«) 


ain£01  =  a!  J 

wobei  legi?1  mit  dem  Argumente  h  aas   der  Tafel  IX  des  ersten  Bandes  (vergl.  I 
pag.  105)  zu  entnehmen  ist;  mit  dem  so  erhaltenen  Werthe  von  x  wird  nötigenfalls 


y  Google 


A7i 


die  Rechnung  zu  wiederholen  sein,  wenn  eine  Aenderung  von  x  gegen  die  ursprüng- 
liche Annahme  eine  Aendeiung  in  £  bedingen  sollte. 

Ist  der  heliocentrische  Bogen  und  somit  in  dem  vorgelegten  Falle  auch  die 
Differenz  der  excen  tri  sehen  Anomalien  gross,  so  wird  man  mit  Hilfe  genäherter 
Werthe  von  g  (vergl.  I  nag.  igi)  die  folgenden  Gleichungen  durch  Versuche  lösen: 


ß  =  l  +  sin  |r/i 


Von) 


ist  der  Werth  von  g  ermittelt,  welcher  der  dritten  Gleichung  völlig  genügt,  so  rechnet 
man  noch: 

,  =  aß  +  i 
welche  Grösse  bei  den  folgenden  Rechnungen  als  Controle  benützt  werden  kann; 
die  eben  hingeschriebenen  Formeln  können  indes»,  wenn  die  heliocentrische  Be- 
wegung nahe  180"  irrt,  in  der  Anwendung  sehr  unsicher  werden.  Wenn  nun  dieser 
Fall  auch  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen  aus  anderen  Gründen  ausge- 
schlossen ist,  so  dürfte  es  doch  angenehm  sein,  hier  diejenigen  Abänderungen  kennen 
zu  lernen,  die  man  in  einem  solchen  Falle  eintreten  lassen  muss.  Die  Rechnung 
der  Grösse  a  bleibt  unverändert.  Multipliern  man  die  letzte  Gleichung  in  Vaa)  beider- 
seits mit  cos/*,  so  erhält  man : 

m cob/>=  {aß  cos/  +  cos/}1  ß cob/ ; 
setzt  man  also ,    wenn   man   auf  die  Bedeutung   der  Grössen  m  und  l  zurückgeht 
(vergl.  I  pag.  189)  : 

m'  =  7 — £==; 

ß  --  ■-  sin  jy5  +  tang  2  w1  +  sin  \  g7  cos/ , 
so  wird  die  durch  Versuche  aufzulösende  Gleichung  die  Form  haben: 

m' =  (aß"  H-cos/)1^ 
die  nunmehr  von  dem  bemerkten  Nachtheile  frei  ist.     Ist  also  g  durch  eine  der  eben 
angeführten  Methoden  bekannt,    so  stellt  sich  die   weitere  Rechnung   der  Elemente 
wie,  folgt  (vergl.  I  pag.  218  u.  f.  f.) : 

txa\{F — G)  cos^y (y}'  =  cob1(/+^)  tang 2 w 

coa${F — (?)  co*\q>{y)*  =  sin|  (f+g)  sec2tu 

sinJ(F+G)  sin^qp(y)a  =  cos-J(/—  g)  tang2w  -yia) 

cos 4  [F-\-G]  sin-J  q>  {y)1  =  sin^(/ — g)  sec2(o 

Probe:  0»  — -£=»? 


v'  =  F+f,         E"=G\g 
%  =F-f,        B  -0-9 

7I=U  +  Q  —  T>  =  u'  +  Q  —  t>' 
Probe  :  tang  Je  =  tang|£  tang  (45°  +  \q>) 
tang{e'  =  tangJJSrtang{450  +  \<p) 


VUa] 
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I  »? 

d*  =  — 
f 
logi"  =  3.5500066 

Probe  :p=i^LptY 
a=p  sec1  <p 

wobei  aber  in  der  Regel  der  für  a  aus  der  Probe  erhaltene  Werth  minder  genau  ist. 
Für  nahezu  parabolische  Bahnen  setze  ich  vorerst  voraus,  dass  der  Werth  der 
halben  grossen  Achse  a  bekannt  sei,  eine  Annahme,  die  in  diesen  Fallen  erlaubt 
ist;  denn  entweder  ist  in  einer  der  folgenden  Methoden  schon  eine  Annahme  über 
diese  Grösse  gemacht,  oder  man  kann  dieselbe  leicht  durch  die  Gleichung  26) 
(pag.  471)  erlangen;  es  stellt  sich  nunmehr  die  Aufgabe,  alle  Kiemente  direct  aus 
den  beiden  heliocentrischen  Orten  und  dem  bekannten  Werthe  von  a  zu  ermitteln. 
Im  Bande  I  findet  sich  auf  pag.  190  eine  zwischen  den  Gleichungen  5)  und 
6]   stehende  Relation  angeführt,  die  nach  einer  einfachen  Umsetzung  lautet: 

20  sinj'  =  r-\-r  —  2cosj?  coa/Vrr'  ,  1) 

aus  dieser  Gleichung  kann  offenbar  sin;1  bestimmt  werden.     Setzt  man: 

i  >=  aümy1 ,  2) 

so  wird  z  unter  allen  Umstanden  eine  positive  Grösse  sein,  da  für  hyperbolische 
Bahnen  a  und  sing*3  gleichzeitig  negativ  sind.  Man  erhält  ans  1)  zunächst  durch 
Quadrirung : 

(2«-(r+r-)}>-Mco./'»'{i-i| 

oder 

■'-('  +  ''-^)" H(r+r')i-4'Vc<»/'}. 

Beachtet  man,  dass,  wenn  wie  oben  mit  s  die  Sehne  zwischen  den  beiden  helio- 
centrischen Orten  bezeichnet  wird,  der  Klammerausdruck  rechts  vom  Gleichheits- 
zeichen mit  s2  identisch  wird,  da  ja 

«1  =  r*  +  r"1  —  2  rr  cos  2/ 
ist,  so  gibt,  wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt,  die  Lösung  der  quadratischen  Gleichung  für  z  sofort  den  Werth 

Vor  Allem  wird  man  bemerken,  dass  eine  doppelte  Lösung  für  z  stattfindet; 
das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  kleiner,  das  untere, 
wenn   dieselbe  grösser  als  1800  ist,    eine  Entscheidung,    die  sich  sofort  durch   die 


v  Google 


476     

Gleichung  i)  rechtfertigt,  unter  dem  Vorbehalte,  dass  cwg  als  eine  stete  positive 
Grösse  angesehen  wird,  was  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen,  wo  g  stets 
ein  sehr  kleiner  llogen  sein  wird,  antrifft.  Die  Berechnung  von  z  vereinfacht  sich 
sehr  durch  die  folgende  offenkundige  Transformation : 


IVi) 


Diese  Formeln  können  in  jenen  Fällen,  wo  %f  nahe  an  i8o°  liegt,  besondere 
unsicher  werden,  was  sich  durch  die  Einführung  der  Sehne  i  erklärt,  die  in  solchen 
Fällen  kein  sicheres  Maass  für  den  Winkel  zf  abgibt.  Wenn  auch,  wie  schon  oben 
bemerkt  wurde,  diese  Falle  sich  aus  anderen  Gründen  von  der  Betrachtung  aus- 
schliessen,  so  wird  es  doch  erwünscht  sein,  sofort  jene  Abänderungen  angegeben  an 
finden,  die  man  in  solchen  Fällen  eintreten  lassen  muss. 

Behält  man  den  Winkel/,  der  aus  II)  und  III)  (pag.  472,  473)  stets  mit  ge- 
nügender Sicherheit  resultiit,  in  den  Gleichungen  bei,  so  findet  sich  leicht: 


£=(r  +  /)- 

„^ 

~  =sina 

2/<  180° 

2/>  180» 

x  -  -■  £  sin  \  <[2 

t  =  tcoe|«'J  . 

'it-«-/Y^T'-'-^+'-^-\        iv») 


wobei  der  Wurzelausdruck  stets  positiv  zu  nehmen  ist,  da  cos/  selbst  die  Entschei- 
dung über  das  Zeichen  bringt;  da  die  Berechnung  von  z  nach  dieser  zweiten  Form 
nicht  wesentlich  erschwert  ist,  st»  dürfte  sieh  die  Rechnung  nach  derselben  zur  Con- 
trolc  empfehlen. 

Es  hätte  nun  keine  Schwierigkeit,  die  Grösse  x  =  fAn\g't  als  Argument  für 
die  £- -Tafel  direct  zu  erhalten,  und  von  da  ab  auf  die  Berechnung  der  Formeln  V«) 
einzugehen,  wenn  nicht  ein  anderer  Weg  den  Vorzug  verdienen  würde;  ich  werde 
demnach  nur  kurz  auf  die  Ableitung  von  x  aus  z  hinweisen. 

Es  wird  sein: 

siny2  =  4sin|y1  cosjjr3 ; 
man  hat  also  mit  Eliminirang  des  Imaginären  sofort: 

-J-  =  4z  (l—i»1 

wo  x  leicht  durch  eine  quadratische  Gleichung  aus  z  bestimmt  werden  könnte,  doch 
wird  die  indirecte  Lösung  in  der  Form : 


4«  (■-*) 
bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  x  rascher   und  bequemer  das  Ziel   erreichen 
lassen. 

Ist  z  ermittelt,    bo  kann   die  Bestimmung  der  übrigen  Elemente  in  der  fol- 
genden Weise  erlangt  werden.    Aus  den  Gleichungen  (I  pag.  48) : 
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Vr  cos^  =  V«  [i — e)  cm^E 
VTsinic  =  Va  (i  +  «)  8ini£ 

K?'nnl«'=>  Va  (i  +«}  sin^' 
folgt,  wenn  man  .du  Produot  der  «weiten  und  dritten  Gleichung  von  dem  Producte 
der  ersten  und  vierten  abzieht,  und  wie  früher: 


setet,  sofort: 
berücksichtigt  man,  dast 
ist,  so  resiiltirt: 

Vi)  ' 

Auch  die  Bestimmung  der  Excentricität  ist  jetzt  unmittelbar   möglich;   denn 
man  erhält  leicht  aus  b)  : 

a  positiv :  a  negativ : 

mfVrr' 

e  =  cos  y 

wobei  die  Berechnung  des  Unterschiedes  von  c  gegen  die  Einheit  und  des  Ausdruckes 
für  «  deshalb  besonders  angeführt  ist,  weil  die  genaue  Kenntnis«  dieser  Werthe  bis- 
weilen erwünscht  sein  kann ;  doch  werden  sich  leicht  Fonneln  finden,  durch  welche 
die  Rechnung  noch  bequemer  gestaltet  wird. 

Nach  der  bekannten  Polargleichung  der  Kegelschnitte  ist: 


-1  '+"Wg' 

r>  ~       p        • 
wenn  man  also  zur  Abkürzung: 

*{«  +  *')  =.F 
Hetzt,  so  erhält  man  durch  Addition  und  Snbtraction: 


i^VTP 

=  trag/ 

e 

=  sec/ 

e — i 

=-  2aioi<t/laec 

7' 

i—  * 

—  —  mgHr 

, 

=  —  sin/  sin  F 
P       J 

=  —  +  —  cos/  cos  F ; 
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ersetzt  man  den  Parameter  in  der  ersten  Gleichung  durch  den  Werth  aus  VA) ,  so 
findet  sich: 

2  e  2  sin  F  =•  (r'  —  r)  sin/ ;  9) 

nvultiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  in  8)  beiderseits  mit  cos/,  so  wird  zunächst 
*±*  co./=i^^  +  ^^  -  -ü  »in/*  cos  F ; 

ersetzt  man  im  letzten  Gliede   —*—  nach  der  Gleichung  Vi)  durch  -~   und  mul- 
tipHcirt  beiderseits  mit  r/,  so  findet  sich  weiter: 

uz  co8F=  -  [r+r1]  cos/+  »(—/  +  «—*>"'  . 
nun  ist  aber  nach  I  pag.  188  Gleichung  2) : 

cos/  +  ecosF=     *L=  cosj  ; 
wenn  man  also,  um  Imaginäres  zu  vermeiden 

cos  g  =  1/ 1 

setzt,  so  erhält  man  schliesslich: 

2«jbcobF=  2  yrtf  ji — 1  —  (r  +  r1)  cos/.  10) 

Man  hat  demnach  zur  Berechnung  von  F  und  2ez,  welche  letztere  Grösse, 
da  sie  stets  positiv  ist,  die  Bestimmung  des  Quadranten  von  F  ermöglicht,  und  zu- 
dem, da  x  bekannt,  eine  Bestimmung  der  Grösse  e  ergibt,  die  folgenden  Gleichungen : 

20*  sin.F»  (r' — r)  sin/ 

2  0«cosF=  2  yrr'  (1 — I  —  (r  +  r*)  00s/ 

•  -=.  r—, / 

o'=F+f  j.    Vli) 

■-•-■f 

«  =  U-J-Q —  »  =  «'-|-Q  —  »' 
Aus  9  und  o'  kann  die  Perihelzeit  nach  irgend  einer  für  nahezu  parabolische 
Bahnen  (I  pag.  55  f.  f.)  geltenden  Methode  ermittelt  werden;  doch  werden  geeignet 
construirte  HilfBtafeln  die  Rechnung  wesentlich  erleichtern.     Führt  man  die  I  pag.  60 
angezeigte  Integration  durch  Reihen  ans,  so  erhält  man  sofort,  wenn  man: 

Ö  =  I^-tanglo* 

setxt,  und  die  Zeit  vom  Perihel  aus  zählt: 


ktVT+i  = 


=  tg4»{i-iö+4ö»-fö»+"}+**«i*,{'—  *»  +  **-V*+-). 
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Diese  Reihen  können  mit  dem  Argumente  8  leicht  in  Tafeln  gebracht  werden. 
Herr  F.  K.  Gingel  hat  eine  solche  Tafel  sorgfältig  neunstellig  berechnet,  und  ich 
theile  dieselbe  auf  7  Stellen  abgekürzt  als  Tafel  XVIII  mit;  diese  Tafel  gibt  mit 
dem  Argumente  9  die  Worthe  der  obigen  Reihen,  noch  mit  dem  Factor  -.-  multi- 
plicirt,  so  dass 

-liT±1  =  Px  taug  i  »:+  Ps  tang  \  «* 

ist,  wobei  für  k  der  bekannte  Gauss'sche  Werth  benützt  wurde. 
Man  hat  daher  zur  Bestimmung  der  Perihelzeit  T  zunächst : 

6  an  —~^-   tang;  ^  »a  ;  '. ■  s 

zu  bestimmen  und  die  Tafel  XVIII  gibt  mit  $  als  Argument  die  Werthe  von  log  Pt 
und  log  Ps;  dann  ist: 

T=  t^-  nijfltmgi.+i'.ungl.'}  .  ...  VIW) 

Diese  Formel  muss,  wenn  dieselbe  auch  auf  v  angewendet  wird,  innerhalb  der  Un- 
sicherheit der  Rechnung  denselben  Werth  .für  T  finden  lassen ,  welche  werthyolle 
Contrble  auszuführen  niemals  unterlassen  werden  sollte. 

Man  wird  bemerken,  dass  man  die  eben  gegebenen  Formelsysteme  wohl  auch 
für  die  Rechnung  parabolischer  Elemente  benutzen  kann;  es  ergeben  sich  hierbei 
einige  interessante  Relationen.     Zunächst  ist  offenbar  (vergl.  lj  pag.  475) : 

2z  =  r-\-r'  —  2  Vrr'  cos/  , 
und  hiermit  der  Perihel abstand  und  das.  Mittel  der  wahren  Anomalien ; 


tgJ-=. 


{S-r)nnf 


»yrT'-lr-K)«»/' 

wobei  der  Quadrant  von  F  wieder  so  eu  wählen  ist,  dass  sin  F  das  Zeichen  des 
Zählers,  cos  F  das  Zeichen  des  Nennen  erhält.  Doch  wird  man  für  die  Parabel 
auch  die  in  I  pag.  143  angeführten  Methoden  zur  Ermittelung  der  Elemente  mit 
V ortheil  verwenden  können. 

Schliesslich  möge  noch   der  Zusammenhang   der  Grösse   z  mit   dem :  in  den 
Gauss' sehen   Entwickehingen  eine   so   wichtige  Rolle  spielenden  Verhältnisse  des 
Sectors  zum  Dreiecke,  ij  angeführt  werden;  es  ist  nach  I  pag.  18S: 
,  _  t»j> 

führt  man   für  den  Parameter  den  Werth   aus  Vi)   (pag.  477J  ein,    so  findet  sich 
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Es  wird  nicht  immer  nöthig  sein,  die  in  dem  Abschnitte  B  vorgetragenen 
Methoden,  die  des  Ansohlusa  der  Elemente-  an  die  Beobachtungen  aal  strenger  Be- 
rücksichtigung der  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ermöglichen,  anzu- 
wenden. Man  wird  sich  häufig  genug  mit  solchen  Elementen  begnügen  können, 
die  nur  nähernngsweise  den  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gestellten 
Forderungen  entsprechen.  Eine  derartige  Methode  ist  bereits  im  ersten  Bande 
(I  pag.  146  §  12)  erwähnt  worden;  ich  werde  mich  aber  darauf  beschränken,  nur 
wenige  Methoden  vorzunehmen,  die  als  sicher  und  bequem  empfohlen  werden  können 
und  die  sich  sowohl  vom  theoretSBehnny  afs  auch  Vom  practischen  Standpunkte  be- 
währt haben. 

Es  seien  die  vorhandenen  Beobachtungen  eines  Himmelskörpers  in.  eine  ent- 
sprechende Ansah!  von  Normalorten  zuB&mmengefasBt ;  man  wähle  zwei  der  Normal 
orte  unter  Berücksichtigung  gewisser  werter  unten  näher  zu  erörternder  Umstände; 
diese  zwei  Orte  wird  man  durch  ein  System  von  Elementen  vollständig  darstellen, 
während  an  die  übrigen  Orte  nur  ein  Anschluss  nach  den  Principien  der  Wahr- 
scheinlichkeit erreicht  werden  soll.  Dieser  Forderung  wird  am  bequemsten  ent- 
sprochen werden,  wenn  man  vorerst  ein  Elementensystem  herstellt,  welches  den 
zwei  gewählten  Orten  und  zugleich  denjenigen  geocentrischen  Distanzen  entspricht, 
die  sich  aus  den  besten  vorhandenen  Näherungselementen  für  diese  beiden  Orte 
ergeben.  Seien  diese  letzteren  q  und  0',  so  wird  man  zunächst  die  geocentrischen 
Coordinaten  des  Himmelskörpers-  rechnen  nach : 

£"=3  0  cos  l  cos  ß  ,         %  =  0'  cos  X  coe  ß' 

i)  =  0  sin  i.  cos  ß  ,         if  ^t  $'  sin  V  coe  ß1 

£  =  0sin0  >        C  =  0'  sin,r  , 

wobei  es  dem  Ermessen  des  Rechners  überlassen  bleibt,  welches  Coordinatensystem 
er  der  Rechnimg  zu  Grande  legen  will;  es  wird  sich  wohl  empfehlen,  das  System 
de*  Aeqiörtora  oder  der  Ekliptik  als  «massgebend  zn  betrachten,  und  namentlich  wird 
<rm  erster«  den  Votvttg  verdienen ,  insbesondere,  wenn  die  Anzahl  der  Nonnalorte 
gross  ist.     Nun  macht  man  den  Uebergang  auf  die  helioeentficfaen  Orte  mittelst  der 


reoB(co«Äss=|  —  X  ,      t*  cos  T  cos  V  =  f  —  X' 
rBinfensÄ-sarij  —  T  ,      /sin  T  cotlf  w*if  —  TT 
r  sin  b  =l  £  —  Z   ,  r*  sin  b'  =  C  —  Z'  , 

in  welchen  Ausdrücken  die  grossen  römischen  Buchstaben  die  geocestriaehen  Sonnen- 
ooordinaten  bezogen  auf  die  gewählte  Fundamentalebene  vorstellen.  Man  erhält  ao 
zwei  heliocentriache  Orte  und  die  zugehörigen  Radienvectoren,  aus  welchen  in  Ver- 
bindung mit  der  bekannten  Zwischenzeit  nach  den  angegebenen  Methoden  leicht 
Elemente  ermittelt  werden  können.  Diese  so  erhaltenen  Elemente  haben  die  Eigen- 
schaft,  daas  dieselben  den  zwei  ausgewählten  Normalorten  völlig  genügen  und  es 
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wird  sich  stets  empfehlen ,  zur  Controle  der  durchgeführten  Rechnungen  die 
Darstellung  der  Orte  durch  die  gefundenen  Elemente  zu  rechnen;  man  muss 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  die  der  Berechnung  zu  Grunde  ge- 
legten Werthe  p,  X,  ß  und  q',  V,  ß1  wieder  erhalten.  Ueberdiess  rechnet  man 
die  geocentrischen  Orte,  welche  diese  Elemente  für  die  übrigen  Normalorte  finden 
lassen.  Es  werden  sich  im  Allgemeinen  Unterschiede  zwischen  den  Normalorten 
und  den  so  gerechneten  geocentrischen  Orten  ergeben,  die  mit  öA,,  JUAj,  .  ..  hßlt 
bfa  . . .  bezeichnet,  und  im  Sinne:  Beobachtung — Rechnung  angesetzt  werden  sollen; 
ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  man  für  die  Sectascensionen,  eventuell  Längen,  die 
gefundenen  Unterschiede  durch  Multdplication  mit  dem  Cosinus  der  Declination, 
eventuell  der  Breite,  auf  den  Parallel  zu  reduciren  hatte.  Es  wird  übrigens  auf 
diesen  Umstand  später  gehörig  Rücksicht  genommen  werden. 

Die  aus  diesen  Elementen  gefundenen  geocentrischen  Coordinaten  selbst  sollen 
mit  Axn,  ji<p,  . . .  Bi9,  Bj0  . . .  bezeichnet  werden,  wobei  also  der  untere  Index  auf 
den  Normalort,  der  obere  auf  die  Hypothese  hinweist,  wenn  man'  die  zu  Grunde 
gelegten  geocentrischen  Distanzen  als  hypothetische  Annahmen  gelten  läset ,  was  sie 
tliatsächlich  Bind. 

Die  diesem  ersten  Elementensysteme  zu  Grunde  gelegten  geocentrischen  Ent- 
femnngen  werden  von  dem  wahren  Werthe  mehr  oder  weniger  abweichen;  denkt 
man  sich  demnach  die  erste  Distanz  mit  einem  von  der  Einheit  wenig  verschiedenen 
Factor  multiplicirt ,  so  wird  dies  bedingen,  dass  der  zu  Grunde  gelegte  Logarith- 
mus Ton  e  einen  etwas  veränderten  Werth  erhält;  man  wird  also  in  einer  zweiten 
Hypothese  annehmen: 

für  den  Logarithmus  der  ersten  geocentrischen  Entfernung  log  p  +  ä  x , 
d       ■»  »  »     zweiten  »  ■  log  p', 

d.  h.  für  q'  den  Werth  der  ersten  Hypothese  verwenden.  Rechnet  man  unter  diesen 
Annahmen  wieder  ein  Elementensystem,  und  mit  diesem  die  Darstellung  der  Orte, 
so  werden  sich  für  die  übrigen  Normalorte  die  geocentrischen  Coordinaten: 

A^,  A^  ...  B%\  -B,1  ... 
ergeben;  bildet  man  nun  die  Unterschiede 

Ay}—AJ> 

Af  _  Af 

flji  —  Bt" 

BJ  -  W 

so  wird  man,  wenn  hx  nicht  allzu  gross  genommen  wurde,  annehmen  dürfen,  dass 
beispielsweise  die  Grösse: 

Ai*  —  Ato 

ix 

den  Differentialquotienten  der  ersten  geocentrischen  Rectascension  (Länge)  in  Be- 
zug  auf  die  Variation  des  Logarithmus  der  ersten  geocentrischen  Distanz   mit  ge- 

Oppalx*'.  II»tataiUmiiiiiii*mi.  II.  61 
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nügender  Annäherung  darstellt,  wobei  als  Einheit  für  i)x  die  oben  angenommene 
Aenderung  zu  betrachten  ist.  Man  hat  hiermit  auf  empirischem  Wege  die  Diffe- 
rentialquotienten zwischen  den  geocentrischen  polaren  Coordinaten  und  dem  Loga- 
rithmus der  ersten  geocentrischen  Distanz  hergestellt.  Es  soll  daher  mit  Rücksicht 
auf  die  angenommene  Einheit  geschrieben  werden: 


^ll 

AO        ö*t 

v-v-f. 

A, 

-4'  =  fe, 

*■-*•- 55 

■*>' 

A*          "• 

*■-*-{* 

Diese  empirische  Bestimmung  der  Differentialquotienten  weist  bereits  auf  die  not- 
wendigen Beschränkungen  hin,  die  man  bei  der  Wahl  von  ix  zu  beachten,  hat. 
Wählt  man  b  x  sehr  klein,  so  wird  man  sich  allerdings  der  theoretischen  Forderung 
des  Differentialquotienten  sehr  annähern,  dagegen  werden  aber  die  Differenzen  für 
die  einzelnen  Orte  berechnet  nach  den  beiden  Systemen  sehr  gering  werden  und 
dieselben  werden  wesentlich  kleiner  ausfallen,  als  die  Variationen  der  Distanzen, 
namentlich  in  jenen  Fällen,  wo  man  diese  Methode  gewöhnlich  anwendet,  d.  h.  in 
den  Fällen  verhältnisBmässig  kleiner  heliozentrischer  Bogen. 

Wählt  man  also  ö  x  zu  klein,  so  werden  diese  Differenzen  allzusehr  von  den 
'  unvermeidlichen  Fehlern  der  Rechnung  beeinflusst  erscheinen ,  und  somit  können 
in  diesem  Falle  die  gefundenen  Werthe  der  Differentialquotienten  völlig  illu- 
sorisch werden.  Nimmt  man  dagegen  für  i  x  grosse  Werthe  an,  so  werden  die  da- 
durch bedingten  Aenderungeu  in  den  geocentrischen  Orten  im  Allgemeinen  beträchtlich 
werden,  es  wird  daher  von  dieser  Seite  die  Sicherheit  der  Bestimmung  wenig  zu 
wünschen  übrig  lassen,  dagegen  entfernt  man  sich  beträchtlich  von  der  theoretischen 
Forderung  des  Differentialquotienten.  Man  kann  aber  in  Bezug  auf  die  obere  Grenze 
jedenfalls  sehr  weit  gehen,  ohne  die  letztere  Forderung  allzusehr  zu  schädigen.  Bei 
kleinen  Planeten  etwa,  für  welche  die  Elemente  aus  einer  Opposition  abgeleitet 
werden  sollen,  wird  man  ohne  Bedenken  für  bx  eine,  ja  auch  zwei  Einheiten  der 
dritten  Decimale  des  log  q  annehmen  dürfen ,  ohne  den  vorausgesetzten  linearen 
Charakter  des  Differentialquotienten  allzusehr  zu  benachtheiligen.  Bei  Kometen,  die 
sehr  verschiedene  Verhältnisse  bieten,  lässt  sich  im  Allgemeinen  diesfalls  keine  be- 
stimmte Annahme  machen;  nur  so  viel  kann  man  etwa  bemerken,  dass  man  die 
Aenderungen  wohl  immer  grösser  annehmen  soll,  als  die  zu  erwartenden  Correctionen 
voraussichtlich  betragen  werden;  doch  bedarf  es  zur  Abschätzung  der  letzteren  einer 
durch  zahlreiche  Erfahrungen  erlangten  Uebung,  die  unter  Umständen  wohl  auch 
nicht  immer  ausreicht.  Man  kann  als  allgemeine  Regel  indessen  festhalten,  die 
Aenderungen  lieber  zu  gross,  als  zu  klein  anzunehmen. 

Führt  man  nun  eine  dritte  Hypothese  durch,  indem  man: 
für  den  Logarithmus  der  ersten  geocentrischen  Entfernung  log  p 
i      •  i  »      zweiten  o  »  log  q'  +  by 
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annimmt,  wobei  für  hy  dieselben  Bemerkungen  wie  oben  gelten,  so  gelangt  man 
zu  einem  dritten  Kiementen  Systeme,  welches  für  die  übrigen,  dieser  Rechnung  nicht 
zu  Grunde  gelegten  Orte,  die  geocentri sehen  Coordinaten: 

A&  Af,    ...  JV,   JV,    ■■• 

finden  lassen  wird ;  man  erhält  also  wie  oben : 


■«1   —  -«1   =  -X-1  , 

», 

4»-- V-£, 

B,' 

»0—  ä* 

^-4'=^'. 

* 

3       °y 

und  hat  daher  für  die  Bestimmung   der  Unbekannten  ^/a:  und  Jy   aus  .4}  und  B) 
die  Bedinguugsgleichungen : 


»«.-fö 


>  + 


m,- 


»A-fi5)'«  + 


'«A\ 


65)-+ 69" 


in  welchen  Gleichungen  die  partiellen  Differentialquotienten  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  -<4)  und  S)  bekannte  Grössen  sind.  Ehe  man  diese  Gleichungen  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auflöst ,  wird  man  aber  die  ersteven  die  zu  den 
Rectascensionen  (Längen)  gehören,  mit  denen  der  zweiten  Gruppe  homogen  machen, 
indem  man  dieselben  durch  die  Multiplication  mit  dem  Cosinus  der  Declination 
(Breite)  auf  den  Parallel  reducirt.  Haben  die  Gleichungen  selbst  verschiedene 
Gewichte,  so  wird  diese  Multiplication  mit  der  Quadratwurzel  der  Gewichte  vereinigt 
durchgeführt  werden  können. 

Man  erlangt  dann  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  von  dz  und  Jy,  welche  beziehungsweise  an  die  ursprünglichen  Werthe 
von  log  ff  und  log  ff'  angebracht,  die  nunmehr  definitiven  Werthe  von  log  ff  und  log  ff' 
geben.  Mit  Zugrundelegung  dieser  so  verbesserten  Distanzen  und  der  beiden  zugehö- 
rigen Normalorte  ist  es  nun  leicht,  die  definitiven  Elemente  zu  rechnen.  Der  sonst 
häufig  zu  findende  Vorschlag,  dieses  neue  Elementensystem  durch  Interpolation  zwischen 
den  vorigen  drei  Systemen  abzuleiten,  scheint  in  denjenigen  Fällen,  für  welche  diese 
Methode  gewöhnlich  in  Anwendung  kommt,  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  nicht 
empfehlenswcrth  zu  sein,  weil  die  Elemente  bei  kleinen  heliocentrischen  Bogen  viel- 
fach grössere  Aenderungen  erfahren,  als  die  eingeführten  Variationen  br  und  by, 
und   demnach   der  lineare  Charakter  leicht   verloren   geht;   wendet   man  aber  diese 
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Methode  an,  wenn  grosse  heliocentrische  Hogen  zur  Verfügung  stehen  und  die  Aen- 
derungen  in  den  Elementen  gering  sind,  so  wird  man  wohl  das  letzt  erwähnte  Ver- 
fahren einschlagen  können.  Bezeichnet  man  etwa  mit  £„,  JSt ,  &t  die  beziehungs- 
weise in  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Hypothese  gefundenen  Werthe  für  irgend 
eines  der  Elemente,  so  wird  der  neue,  der  vierten  Hypothese  entsprechende  Werth 
E  dieses  Elementes  gegeben  sein  durch: 

E=Ea  +  (Ei—  EJ  Jx+  [Ei  -  Bo)Jy, 
wenn  man  durch  Jx  und  Jy  die  durch  die  obigen  Gleichungen  bestimmten  Werthe 
in  Einheiten  der  angenommenen  Aenderungen  bx  und  öy  darstellt. 

Bei  der  Auswahl  der  zwei  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  Orte  mtiss 
man  bedacht  sein,  dieselben  nicht  allzu  nahe  an  einander  zu  wählen,  da  sonst  die 
kleinen,  den  Orten  anhaftenden  Fehler  allzu  nachtheilig  hervortreten  würden.  Man 
wird  daher,  wenn  es  nur  irgend  möglich  ist,  die  äussersten  Orte  als  diejenigen 
annehmen,  welche  vollkommen  dargestellt  werden  sollen.  Doch  wird  man  bisweilen 
von  dieser  Bestimmung  absehen  müssen ,  da  in  der  Regel  der  erste  und  letzte  Ort 
in  Folge  der  hierbei  obwaltenden  Beobachtungsverhältnisse  wesentlich  unsicherer 
sein  kann,  als  andere  Normalorte;  man  wird  indessen  von  dieser  Wahl  nur  dann 
abgehen,  wenn  die  vermuthete  Unsicherheit  eine  sehr  beträchtliche  ist. 

Die  Methode  wird  aber  auch  dann  unsichere  Resultate  gewahren,  wenn  die 
zu  den  beiden  geocentrischen  Orten  gehörenden  heliocentrischen  Orte  nahe  zusammen- 
treffen oder  um  i8o"  von  einander  abstehen.  Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  eine 
genaue  Bestimmung  der  Bahnlage  unthunlicb  wird,  und  man  wird  demnach  bei  der  Aus- 
wahl der  Beobachtungen  auf  diesen  Umstand  möglichst  Rücksicht  nehmen ;  übrigens 
findet  derselbe  unter  den  hier  obwaltenden  Verhältnissen  gewöhnlich  schon  durch 
die  Wahl  der  äussersten  Orte  ausreichende  Berücksichtigung,  da  der  Fall,  wo  die 
heliocentrische  Bewegung  nahezu  1800  oder  deren  Vielfache  beträgt,  bei  Anwendung 
dieser  Methode  selten  genug  auftreten  wird.  Indess  wird  man  sich  diese  Umstände 
bei  der  Wahl  der  Beobachtungen  doch  stets  gegenwärtig  halten  und  in  einem  der 
letzteren  Fälle  lieber  zwei  Orte  wählen,  deren  scheinbarer  heliozentrischer  Abstand 
etwa  900  beträgt. 

Ich  will  die  vorstehende  Methode  durch  ein  Beispiel  erläutern  und  übrigens 
noch  bemerken,  dass  sich  später  im  §  5  des  vorliegenden  Abschnittes  (pag.  507  ff.) 
noch  ein  hierher  gehöriges  Beispiel  findet. 

Für   den    Planeten    Concordia   @    waren    die    folgenden    auf  den   mittleren 
Aequator  bezogenen  geocentrischen  Positionen  und  Sunnencoordinaten   angenommen 
worden: 
mittl.  Berl.  Zeit  a  3  X  ¥  Z 

1.  1860  März  24.5     i8o°28'i8"9  +z°^i'2$"i  +0.9948582  +0.0725170   +0.0314716 

2.  April  13.5     1770  i'3z"5  +4"53'io"7   +0.9158787  +0.3776846   +0.1638895 

3.  »       25.5     i75°48'2o"8  +5°36'  g"z  +0.8154704  +0.5419252   +0.2351599 

4.  Mai     18.5     i75°52'2i"9  +5°43  V'S  +0.5341899  +0.7887986   +0.3422870 
Der  erste  Ort  beruht  auf  einer  einzigen  Beobachtung,    die  übrigen  Orte  sind 
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gut  bestimmte  Nonnalorte;  es  wird  sich  daher  nicht  empfehlen,  den  ersten  Ort  als 
einen  der  beiden  Orte  zu  wählen,  die  völlig  dargestellt  werden  sollen ,  da  man  bei 
einer  Einzelnbeobachtung,  abgesehen  von  dem  ihr  anhaftenden  unvermeidlichen  lic- 
obachtungsfehler,  nie  mit  Sicherheit  voraussetzen  kann ,  dass  dieselbe  nicht  durch 
irgend  ein  Versehen  besonders  entstellt  ist.  Man  wird  deshalb  mit  Vortueil  wohl 
den  zweiten  und  vierten  Ort  als  diejenigen  annehmen,  die  völlig  dargestellt  werden 
sollen.  Nach  genäherten  Elementen  waren  als  geocentrische  Distanzen  für  diese 
Orte  angenommen  worden : 

1°b*  ?  =  0.221"  0390 

log  p'  =  0.297  4D0°  ! 
für  bx  wurde  für  die  zweite  Hypothese  der  Werth  — 0.000 1 ,  und  ebenso  für  dy 
der  Werth  — 0.0001  angenommen.  Diese  Aenderungeu  sind  wohl  etwas  zu  klein 
gewählt  und  hätten  wohl  zehnmal  grösser  angenommen  werden  sollen;  doch  war 
die  hier  gemachte  Annahme  theilweise  gerechtfertigt;  weil,  wie  man  sieht,  das  System 
der  ersten  Hypothese  nur  ganz  unbedeutende  Fehler  in  der  Darstellung  der  Orte  übrig 
liess.  Die  Hauptmomeirte  der  Rechnung  finden  sich  für  die  einzelnen  Hypothesen 
nachstehend  übersichtlich  neben  einander  gestallt.  Die  Epoche  der  Elemente  ist 
1860  April  J3.5. 


Hypothese 

0 

1 

2 

logp 

0.2210390 

0.2209300 

0.2210390 

löge' 

0.2974660 

0.2974660 

0.2973660 

n 

l86°28'24"o9 

i86°28'29"o8 

i86°28'24"09 

X 

'9t°2')'">"'S 

I94°J9'I9"I5 

294°2g'3o"73 

*-) 

— o°29'29"o3 

— o°2«'3l"89 

— o°29'29"o3 

<f 

— 3°"'4""°3 

— 3°n'4i"o3 

— 3°1 1'46"57 

logr 

0.412838g 

0.4127756 

0.4128389 

log/ 

0.4131410 

0.4131410 

0.4130695 

M 

2°22'4I"I4 

3°47'i4"8o 

oD49'46"78 

"'  • 

i83°58'  7"58 

l82°26'3i"30 

■85°39'  5*34 

a' 

5°  l'32"°7 

50  l'28"62 

5°  l'33"57 

%' 

■8°45'  7"95 

l8°45'  o"48 

l8°45'l8"71 

f 

2°22'23,'36 

2°2o'46''3 1 

2°24'  3"6o 

f 

8oo"2500 

8oi"o8Ö9 

799*5989 

l 

■77°  iVt» 

■77°  >'3*"49 

■77°  >V53 

X 

175°52'2i"82 

I75°52'2i"86 

■75°52'2'"°9 

ß 

+4°53'io"70 

+4°53''0"70 

+4°53'lo"69 

f 

+5°43'42"8i 

+5°43'42"85 

+5°43'4»"8' 

-*• 

l8o°28'l2-33 

l8o°28'i6"85 

l8o°28'  9*63 

*)  Hello  centriacho  Reclasceniionen. 
*■)  Heliocentriaehe  Declinationen. 
'")  Durch  diese  Zahlen  ist  die  Richtigkeit  der  Rechnung  controlirt. 
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Hypothese  0,1  2 

B\  .  +2n5 1'3 1"34  +2°5  ''28"66  4-2°5  i'33"c>4 

A-i  I75°48'2i"i2  i75°48'2o"6o  I75°48'2i"29 

Bt  +5°36'  7"63  +  5°36'  7"97  — 5°3o'  7"49 

Mit  Rücksicht  auf  B]  pag.  483)  stellen  sich  die  Gleichungen  C)  wie  folgt: 

1)  +  6"57  =  +  4"52  Jx  —  2*70  Jy 

2)  —  0.32  =  —  0.52  Jx  +  0.17  Jy 

3)  —  6.24  =  —  2.68  Jx  4-  x.yoAy 

4)  +  i-57  =  +  0-34  ,Jz  —  0.14  <rfy  . 

Die  Kleinheit  der  Aenderungen  in  den  Orten  zeigt,  das«  es  zweckmässiger  gewesen 
wäre,  ix  und  by  wesentlich  grösser  anzunehmen. 

Den  aus  dem  zweiten  Orte  folgenden  Bedingungsgleichungen  wird  das  Ge- 
wicht 4  ertheilt,  weil  dieser  Ort  ein  Normalort  ist,  während  der  erste  Ort  nur  auf 
einer  einzelnen  Beobachtung  beruht;  es  müssen  also  die  Gleichungen  2)  und  4) 
(pag.  314)  mit  2  durchmultiplicirt  werden,  bevor  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate zur  Anwendung  kommt;  ausserdem  aber  Bind  die  Gleichungen  1)  nnd  2) 
(pag.  483)  beziehungsweise  mit  cos  B'  und  cos  B"  zu  multipliciren ,  um  die 
Bogengrössen  auf  den  Parallel  zu  beziehen.  Dadurch  nehmen  die  Bedingungs- 
gleichungen (logarithmisch;   die  folgende  Gestalt  an : 

0.8171  =  0.6546  Jx  +  o„43og  Jy 

9„8o40  =  onoi49  Jx  4-  9.5293  Jy 
.  ,  °»7952  =  0,4281  Jx  +  o.  2304  Jy 

■    0.4969  =  9.8325^3  4-  9*4471  Vy   ■ 

Macht  man  dieselben  homogen  (vergl.  pag.  318),  indem  man: 
x  =  0.6546  Jx 
•     y  =>  0.4309  Jy 
log  der  Fehlereinheit  =  0.8171 
annimmt,  so  stellen  sich  die  Gleichungen  wie  folgt: 

0.0000  =  0.0000*  -f-  o„ooooy 
8,9869  =  9*3603  x  +  9.0984^ 
9„978i  =  9„7735  z  +  9- 7995 V 
9.6798  =  9.1779  a:  +  9„oi62y 
und  man  hat: 


an 

bn 

aa 

ab 

bb 

-f-  1.0000 

—  1.0000 

4-  1.0000 

—  1.0000 

+  1.0000 

4-  0.0222 

—  O.O122 

-1-  0.0525 

—  0.0288 

+  0.0157 

4-  0.5644 

—  Q-5992 

+  0.3524 

—  0.3741 

4-  0.3972 

+  0.0721 

—  0.0497 

+  0.0327 

—  0.0156 

4-  0.0108 

+  1-6587  . 

—  1.6611 

+  1.4276 

—  1.4185 

4-  1-4237  - 

.Google 


Die  Auflösung  stellt  eich  nunmehr  in  folgender  Art: 


' 

y 

n 

+1.4276 

0.15461 

—1.4185 
0,15183 

+1.6587 
0.21977 

9.99722 

+14237 
+1.4005* 

—1.6611 
— 1.6481 

+0.0142 
8.15229 

—0.0130 
8.U394 

und  et*  folgt: 

log  y  =  9.96165 
log  x  =  9.40181  , 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Homogenitatsfactoren  und  die  Einheit  für  dx  und  rfy\ 
<dx  =  ~  0.0000367 
Jy  =  +  0.0002227  ■ 
Die  schliesslichen  Werthe  für  die  Logarithmen  der  geocentrischen  Distanzen  sind  also : 
log  q  =  0.221  0023 
logp'  ■=  0.297  6887  , 
und  die  Darstellung  der  Orte  nach  den  Differentialfonneln  wird : 
cos  d  Sa  öd 

1)         -  i"i         -  r5 

3)  +   o"2  +    l"l    . 

Rechnet  man  aus  den  so   gefundenen  Werthen  für  log  q  und  log  $'  die  Elemente 
und  aus  diesen  die  Darstellung  der  Orte,  so  findet  sich  dieselbe: 


3! 


—  ■  j 

—  o"i 


—  ■  4 
+  I-J 


genügend  mit  den  aus  den  Differentialformeln  abgeleiteten  Werthen  übereinstim- 
mend. Die  kleinen  Unterschiede  erklären  sich  völlig  durch  die  Unsicherheit  der 
siebenstelligen  Rechnung,  welche  natürlich  auch  auf  die  Genauigkeit  der  obigen 
Werthe  der  Differentialquotienten  Einflusa  nimmt. 


|  4.    Variation  des  Verhältnissee  der  Distanzen. 

«.    Parabolische  Elemente. 
Benutzt  man  die  Methode  der  Variation  des  Verhältnisses  der  Distanzen  zur 
Hahnverbesf-erung,  so  knüpft  sich  daran  unmittelbar  die  Bemerkung,    dass  aus  dem 


v  Google 


4S8     

angenommenen  Verhältnisse  der  Distanzen  allein  ohne  weitere  Voraussetzungen  noch 
kein  Schiusa  auf  die  Hahn  selbst*  gemacht'  werden  kann.  In  der  That  vermittelt 
aber  die  Annahme  a  =  oo  eine  Lösung  und  ist  dieselbe  bereits,  wenn  auch  nur  an- 
deutungsweise, im  ersten  Bande  (I  pag.  146)  behandelt  worden.  Es  soll  hier  auf 
diese  Lösung  nochmals  zurückgegangen  werden. 

Handelt  es  sich  um  die  Answerthung  einer  parabolischen  Hahn  [a  —  -  00) ,  so 
wird  man  mit  der  besten  Annahme ,  die  man  über  das  Verhältniss  der  Distanzen  M 
für  zwei  Normalorte  (bei  deren  Auswahl  wird  man  dieselben  VorsichtBmaassregeln  zu 
befolgen  haben,  wie  bei  der  Methode  der  Variation  der  Distanzen)  [vgl.  pag.  484)  machen 
kann,  parabolische  Elemente  berechnen',  die  in  den  übrigen  Orten  etwa  die  Fehler 
bX„  bh;  . .  .ifij,   i /?]...  übrig   lassen.     Die  durch   die  Elemente   selbst   berechneten 

Positionen  der  nicht  zu  Grunde  gelegten  Normalorte  seien  v/,°,  A£y  . , .  Bf",  Bj" 

Hierauf  variirt  man  M,  oder  was  noch  bequemer  ist  log  M  in  log  M  -\-t>x,  wobei 
hx  eine  den  Verhaltnissen  entsprechende  Grösse  ist,  und  wiederholt  die  Rechnung. 
Diese  neuen  Elemente  werden  für  die  übrigen  Normalorte  die  Positionen  ji^,  jij, 
...  B,1,  B2X .  ■ .  ergeben.  Man  hat  also  ähnlich,  wie  bei  der  vorausgehenden  Me- 
thode die  empirische  Bestimmung  der  Differentialquotienten  zwischen  den  Coordi- 
naten  des  Normalortes  und  der  Variation  von  log  M  hergestellt  und  hat  hierfür : 

^'-^,»  =  ^1  ,       #,1  —  5,0  =  ^ 


wobei  für  ix  als  Einheit  die  angenommene  Variation  von  log  M  zu  betrachten  ist. 
Man  erhält  also,  wenn  man  sofort  die  Beduction  auf  den  Parallel  ausfuhrt,  als  Be- 
dingungsgleichungen^  die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  leicht  autgelöst 
werden  können: 


cos  0|  bl,  =  i-^\coBßxJx 


»A»J-  = 


-JiM. 


Jx 


Multiplicirt  man  jade  dieser  Bedingnngsgleichnngen  mit  ■  der  Quadratwurzel 
ihres  Gewichtes,  und  bezeichnet  dann  der  Kürze  halber  die  links  vom  Gleichheits- 
zeichen Btehenden  Werthe  mit  n,,  nj,  «j..-,  die  Coefficienten  von  4x  mit  &i,  «j, 
tu  . . . ,  so  wird  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  den  wahrschein- 
lichsten Werth  der  Unbekannten  haben : 
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wobei  also  dx  in  Einheiten  von  dz  ausgedruckt  erscheint. 

Man  kann  nun  mit  dem  Werthe  log  M -\~  ftx  neue  Elemente  ableiten,  oder 
man  interpolirt,  was  bei  dem  oft  grossen  heliocentrischen  Bogen  vorteilhafter  ist, 
unmittelbar  die  Elemente  aus  den  beiden  vorher  ermittelten  Systemen.  Es  wird 
nämlich : 

E  =  Et  +  [Et  —  Eo)  Jx  . 

Wir  wollen  diese  Vorschriften  durch  ein  ausführliches  Beispiel  erläutern  und 
gleichzeitig  die  Formeln  anfuhren,  deren  man  zur  Berechnung  der  auftretenden  Grös- 
sen bedarf,  die  Ableitung  derselben  übergehe  ich  aber,  da  das  Notlüge  bereits  im 
ersten  Bande  erläutert  ist. 

Ich  wähle  als  Beispiel  den  I.  Kometen  des  Jahres  1847;  die  Mittheilung  der 
Normalorte  und  der  Sonnencoordinaten  verdanke  ich  Herrn  Professor  Hornstein, 
Director  der  Präger  Sternwarte.  Dieselben  sind  bezogen  auf  die  mittlere  Ekliptik 
1847.0,  wie  folgt: 


Mittl.  Berl.  Zeit. 

i 

ß 

L 

logB 

I    1847  Febr.  18.0 

26°2j'i6',43 

+62°44'  5"i8 

329°i3'3i.05 

9.9951324 

II                 •      26.0 

22  49    8.25 

+542931.07 

337  1624-30 

9.9959194 

III             März     4 .0 

20  59  23-75 

+47  35  53-42 

343  17  I3-98 

9.9965726 

IV                 »       10.0 

IQ  20  22.28 

+39  53    7-72 

349  17    0.68 

9-9972759 

V                 »       16.0 

17  27  IO.54 

+30  58  26.60 

355  15  45-52 

9.9980025 

VI                 •       20.0 

15  4738.06 

+24     1  38.24 

359  14  16.82 

9.9984879 

VII            April  24.0 

44  »8  54-19 

+  1635    5-4» 

33  37  4I-36 

0.0027526 

Als  völlig  darzustellende  Normalorte  weiden  der  erste  und  der  letzte  Ort  gewählt, 
für  log  M  war  aus  genäherten  Annahmen  über  die  Elemente  der  Werth  0.2262773  ge- 
funden worden,  und  da  die  .zu  Grunde  gelegten  Elemente  schon  sehr  genau  waren,  in- 
dem sich  dieselben  nahezu  allen  Beobachtungen  recht  gut  anschliessen,  so  wurde 
bx  verhältnissmässig  klein  mit  +  0.000  3000  angenommen.  Es  sind  demnach  zwei 
Systeme  parabolischer  Elemente  abzuleiten,  die  den  obigen  äussersten  Normalorten 
genügen  und  für  welche  einmal  log  M  =  log  -2-  =  0.226  2773,  das  andere  Mal 
log  M  =  log  (-2-1  =  0.226  5773  gesetzt  ist.  Ich  unterscheide  die  aus  der  zweiten 
Annahme  resultirenden  Werthe  dadurch,  dass  ich  die  analogen  Buchstaben  in  Klam- 


Zuerst  wird  man  die  Berechnung  jener  Werthe  vornehmen,  die  von  der  An- 
nahme über  M  unabhängig  sind.     Man  hat  zu  rechnen : 

?cos  (G-L)  =  iTcos  [L'—L)  —  B  1 

ysin  [G  —  L.)  =  fi'  sin  [L'—L]  }  ' 

Oppoli.r,  BifenlHMt-mrauigeu.  II.  62 
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cos  tp  =  COS  {l L)  COS  fi   ,  COS  }j/  =  COS  (i' — £')  COS  (*"       | 

sin  tp  cos  P  =  sin  (A  —  1»)  cos  ß  ,  sin  t</  cos  I*  =  sin  (A'  —  U\  cos  /U*     >  I; 

sin  tp  sin  P  =  sin  ß  ,  sin  *ff  sin  P  =  sin  ß" ,  j 

wollet  ff,  sin  ip  und  sin  i//'  stets  positiv  genommen  'Werden. 
Die  Rechnung  ergab : 

G  =  oo°37'43"o8       Rsin  ip  =  9.981  2753       ü*  sin  tp'  =  9.529  4070 

log  g  =  0.026  6750       R  cos  ^  =  9.390  6985       R  cos  ^»'  =  9.976  6998  . 

Jetzt   sind   jene   Hilfsgrössen   zu   rechnen,    welche  die  Darstellung  von  r,  r'  und  s 

(Sehne)  als  Funktionen  von  q  vermitteln ;  man  hat  demnach  für  jede  der  Annahmen 

von  M  zu  rechnen: 

B  =1 


f  =  R  cos  \p  , 


2  ein  ip 


h  cos  £  cos  [H — X)  =  M  cos  ^  — cos  (i' — /)  cos  ß 
h  cos  C  sin  (ff—  A'}  =  sin  {A' —  A)  cos  ß 
h  sin  £  =  M  sin  /^  —  sin  ß 
h  und  cos  t  stets  positiv 
cos  y  =  00«  J  cos  (G — H] 
Bin  y  co8  Q,  =  cos  £  sin  (G — .ff' 
sin  ijp  sin  Q  ™  sin  C 
sin  ip  stets  positiv. 

/  =  -£■  cos  y 


fanden  siel 

aus  den  obigen 

Zahlen: 

/ 

+0-2458660 

(/) 

+0.2458660 

/' 

+0.5628887 

IS) 

+0.5625000 

logS 

9.9812753 

'<«('') 

9.9812753 

logB' 

9.3031297 

legi») 

9.3028297 

H 

5iVi3"23 

m 

5i°8'5o"i6 

cos£ 

9.9756926 

eosffl 

9-9757729 

sin  £ 

9»5"245'5 

sin{g 

9.5"7733 

logA 

0.0985225 

log  (4) 

0.0988473 

cos  y 

9.8632550 

oos  (q>) 

9-863a954 

sin  f/> 

9.8347822 

sin  {<p) 

98347364 

7 

+0.6185966 

W 

+0.6181916 

log^ 

9.7629J47 

i»g  IA 

9.7625641 

log  g  sm  <f 

9.8614572 

log  {g  sin  y) 

9.8614114 

Nun  ist  0  so  zu  bestimmen,  dass  der  Eukter'schen  Gleichung: 
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bi(1  —  t)  =  (r4-r'4-*)*=F  (r+V— #)l  ,  leg6*  =  90137327 
genügt  wird;  das  obere  Zeichen  gilt,  wann  die  heKocentrisoke  Bewegung  kleiner, 
das  untere,  wenn  dieselbe  grösser  als  180°  ist;  das  letalere  ist  im  Torliegenden 
Beispiele  der  Fall.  Da  bei  der  Anwendung'  dieser  Methode  im  Allgemeinen 
grosse  heliocentriache  Bogen  auftreten,  so  wird  die  Anwendung  der  Encke' sehen 
ft  Tafel  (Tafel  VIII  des  ersten  Bandes)  nicht  empfohlen  werden  können ;  vielmehr 
wird  man  von  einem  Werthe  von  ?  ausgehen,  der  den  vorhandenen  nahe  richtigen 
Elementen  zu  entlehnen  ist.     Man  berechnet  also  unter  einer  Annahme  über  g : 


tag« 
tan8fl'  =  £# 


r  =  R  sin  ip  sec  8 

r'  =  R  sin  ip'  sec  ff 

s  =  ff  sin  tp  sec  & 


6*(C-0  =  (r  +  r'+s)*T  (r+r--s)t 


III) 


und  sieht  nach,  wie  weit  der  letzteren  Relation  genügt  wird,  und  zwar  sei  J  der 
Fehler  im  Logarithmus  von  b&(f  — 1\  im  Sinne :  Wahrer  Werth  —  Berechneter 
Werth. 

Es  würde  nicht  angemessen  sein,  durch  empirische  Variation  und  nachherige 
Interpolation  den  wahren  Werth  von  q  zu  ermitteln;  man  wird  vielmehr  die  noch 
nöthige  Correction  sofort  auf  differentiellem  Wege  zu  ermitteln  trachten.  Mit  Rück- 
sicht auf  Gleichung  27  (pag.  471)  und  den  I  pag.  127  aufgestellten  Differentialquo- 
tienten  wird  man  leicht  die  folgende  Relation  finden : 


1   =/    r+r>+'    V* 


*+'- 


Jsin  $  -f  M  Bin  ff  +  h  Bin  9)  + 


Hein  6  +  M  sin  ff  —  A  ain  #) 


log 


=  9.1999 


IV) 


und  zwar  ist  in  dieser  Formel  für  den  gegenwärtigen  Fall  a  =  oo  zu  setzen. 

Man  wird  mit  dem  durch  diesen  Ausdruck  ermittelten  corrigirten  Werthe  von 
p  die  Rechnung  wiederholen,  um  sich  durch  die  Uebereinstimmung  der  Werthe  die 
Ueberzeugung  von  der  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  verschaffen.  Es  wird  aber  auch 
für  die  zweite  Annahme  von  M  die  entsprechende  Aenderung  von  p  sofort  auf  dif- 
ferentiellem Wege  ermittelt  werden  können,  und  man  wird  auf  diese  Weise  den 
wahren  Werth  gleich  im  ersten  Versuche  mit  genügender  Annäherung  erhalten.  Mit 
Rücksicht  darauf,  dass  für  den  letzteren  Fall  auch  M variabel  ist,  werden  die  I  pag.  127 
aufgestellten  Ausdrücke  dr,  dr'  und  ds  geschrieben  werden  müssen: 
dr  =  sin  6  d  p 

d  r'  =  M  sin  &  d  q  -f-  (»  sin  ff  d  M 

d«  =  hüaödq  +  (~)  dM; 
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um   den  in   dem  letzteren   Ausdrucke   vorkommenden  Differentialquotienten   zu  er- 
halten, nehme  ich  den  Ausdruck  (I  pag.  105) 

#a  =  pi  Ä*  +  y>  —  2  ß  h  g  cos  £  cos  (G  —  JET) 
vor  und  differentiire  denselben  nach  Jf.     Mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  1) 
(I  pag'  105)  erhält  man,  wenn  für  £,  und  |„,  die  polaren  Coordinaten   mit  der  hier 
abgeänderten  Indexbezeichnung  eingeführt,  und  alle  längen  vom  Punkte  G  aus  ge- 
zählt werden,  sofort : 

Ä  cos  £  cos  [O—H]  =  Mcob  ß"  cos  (A'—  G)  —  cob  ß  cos  (J,—  G). 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  M  findet  eich : 

j^ =  COS^C08(G-A) 

hierdurch  wird; 

'!»  =  *•*(») -«»«o*!6-1'' «»»<'''      ■ 

aus  den  Gleichungen  3}   (I  pag.  106)  ergibt  eich  aber  auch: 

j-jj-  =  cos  £  cos  [H — X)  cos  ß"  -f-  sin  £  sin  ß1  , 

und  hiermit  stellt  sich,  wenn  man  beachtet,  dass  in  beiden  Lösungen  die  Zwischen- 
zeiten dargestellt  werden,  also: 

0  =  (;frE3r)' {dr + "" +  d ,]  T  {izäik )' {dr + dr'  ~ d,) 

sein  muss,  die  Rechnung  wie  folgt: 

P  =  iJ^co8jS'cos(G — l'}  — ^[äcob£  cos  (.ff — i.')  cos/J'  +  Asm^sin^']  jl 


hq  =  N.M.  OB  log  3/  , 
wobei  in  der  Formel  für  Q  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Be- 
wegung kleiner,  das  untere,  wenn  dieselbe  grosser  als  1800  ist,  und  wobei  N  seinem 
Werthe  nach  aus  IV)  (pag.  491)  zu  entnehmen  ist,  überdies»  aber  für  die  Parabel 
a  =  00  gesetzt  werden  muss. 

Ich  werde,  um  die  obigen  Formeln  durch  Beispiele  zu  erläutern,  die  Ver- 
suche hier  ausführlich  durchfuhren,  dieselben  aber  der  Raumersparnis«  wegen, 
nicht  nach  einander,  wie  sie  thatsächlich  ausgeführt  wurden,  sondern  neben  einan- 
der ansetzen.  Der  erste  der  drei  Versuche  entspricht  dem  ersten  Werthe  von  M 
und  ist  mit  einer  genäherten  Annahme  über  ^,  welche  den  vorhandenen  Nähe- 
rungen entlehnt  wurde,  durchgeführt;  für  den  zweiten  Versuch  ist  der  durch  Anwen- 
dung der  Formeln  IV  verbesserte  Werth  von  q  benützt  und  die  Durchführung  des 
Versuches  zeigt,  dass  der  wahre  Werth  bereits  erreicht  ist.  Der  dritte  Versuch 
ist  für  die  zweite  Annahme  von  M  durchgeführt  und  dabei  nur  jener  Werth  von  g 
in   Anwendung  gezogen   worden,    der  sich    durch   die  Benützung   der  Formeln  V) 
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Versuch 
t 

4-  1.0530000 

2 
+   10530458 

+  I 

1 
0525217 

log  [«-/) 

9.0069457 

9.9069703 

9 

9066882 

%  !?-/') 

9.6902947 

9.6903353 

9 

6902153 

log  (,  —  r) 

9.6378032 

9.6379390 

9 

6378199 

taug  0 

9.9256704 

■9.9256950 

9 

9254129 

long  ff 

0.3871650 

0.3872056 

0 

3873856 

lang* 

9.8749585 

9.8750043 

9 

8752558 

cos  8 

9.8834848 

9.8834746 

9 

8835917 

cos  9' 

9.5790876 

9.5790528 

'   9 

5788987 

cos  * 

9.9031269 

9.9031105 

9 

9030199 

r 

0.0977905 

0.0978007 

0 

0976836 

r' 

9.9503194 

9.9503542 

9 

9505083 

Add. 

02335241 

0-2335344 

0 

2336472 

r  +  r' 

0.3313146 

0-33I335" 

0 

33"33o8 

f 

9.9583303 

9.9583467 

9 

9583915 

Add. 

0.1534058 

0.1534045 

0 

1534191 

Subtr. 

0.2393199 

0-2393169 

0 

2393530 

[r +!'  +  •) 

0.4847204 

0.4847396 

0 

4847499 

(r+r*+t)l 

0.2423602 

0.2423698 

0 

2423749 

[r+r"—.) 

0.0919947 

0.0920182 

0 

0919778 

(r  +  r--.)» 

0.0459973 

0.0460091 

0 

0459889 

(r  +  r'  +  »)l 

0.7270806 

0.7271094 

0 

7271248 

(r+r'-.)» 

0.1379920 

0.1380273 

0 

1379667 

Add. 

00995354 

0.0995368 

0 

0995212 

log  (6*() 

0.8266160 

0.8266462 

0 

8266460 

Vergleicht  man  das  Resultat  des  ersten  Versuches  für  log  (6  k  t)  mit  dem 
strengen  aus  den  Zwischenzeiten  abgeleiteten  Werthe,  nämlich  log  6£(  — 0.8266461, 
so  ergibt  sich  im  Sinne :  Strenger  Werth  —  Berechneter  Werth  ein  Fehler  J  =  +  301 
Einheiten  der  siebenten  Decimale.  Diese  Differenz  wird  verwerthet,  um  nach  den 
Formeln  IV)  (pag.  491)  den  definitiven  Werth  von  p  zu  erhalten.  Die  Rechnung 
stellt  sich  wie  folgt: 

sinÖ+  Msinff  -\-kain9  0.4706 
s  i  n  0  +  M  sin  ff —  h  am  &  0.1613 
log  I  0.7130 
log  II  0.2073 
Add.  0.1180 
log  N    9.1690 


sin  0 

9.8092 

M  sin  ff 

0.1925 

Add. 

0. 1 504 

Mein  ff 

0.3429 

h  sin  & 

9.8766 

Add. 

0.1277 

Subtr. 

9.8184 
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Es  beetebt  also  die  Relation  (logaritkmisch)  : 
b<l  ="o7i8l8  ^  , 
woraus  folgt,  dass  mit  dem  obigen  Werthe  von  J  die  Correction  von  b  p  =  +  458 
Einheiten  der  siebenten  Decimale  beträgt ;  mit  dem  so  resultirenden  Werthe  von 
P=  +  1.0530458  ist  der  zweite  Versuch  durchgeführt,  der  für  d  den  Werth  —  1 
finden  laset,  also  eine  völlige  Übereinstimmung  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarithmischen  Rechnung.  Es  wurde  aber  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Kleinheit 
der  Aenderungen  die  Differentialformeln  fast  streng  erscheinen  lässt,  für  die  de- 
finitive Lösung  gleichsam  das  Mittel  der  beiden  Versuche  benützt  und  q  =   |-  1-0530457 


Um  nun  für  den  Werth  (Jf)  sofort  eine  hinreichende  Annäherung  einzuführen, 
wurde  nach  V)   (pag.  492)  gerechnet:     • 

G  —  X    -^6°i8'8  Subtr.  0.1556 

cos  [G — X')     0.8393  Add.  0.1208 

g  cos  ß     0.0082  P — (»sin  Ol  0,1443 

A  cos  £co»  [H —  l')  cos^     0.0527  P+Q  flüi  9  9-7439 

h  sin  £  sin  fi     0,0665  tyf  P)  °»38o7 

Add.     9-9527  logpl)  97899 

log  [. . .  j    0.0054  Add.  0.0980 

logl    9.8475  lg{I— H}  o»4847 

log  ([...]     0.0278  Q  0,8469 

Subtr.     9.7115  N.M  9-3953 

l°g{---}     9n559°  o^HogJf  0,2422 

q  :  s    0.0641  bar  =  alog  M  3.4771 

p  0,6231  ie   -5240 

p  sin  ff    9.9887 
Es  war  also  für  die  zweite  Annahme  über  M  im  ersten  Versuche  zu  setzen : 
£  =  1.0530457  — 0.0005240  , 
welcher  Werth,  wie  die  Zahlen  der  dritten  Columne  zeigen,   in  der  Tbat  eine  fast 
völlige  Uebereinatimmung  ergab;  es  wurde  für  die  weitere  Rechnung  der  Elemente 
einem  Fehler  4  =  +  0.5  entsprechend 

$=  1.0525217 
angenommen.     Der  Uebergang  auf  die  heliocentrischen  Orte  wsrde  ausgeführt  nach 
den  Formeln : 

q'  =  M  (t  I 

;-cosicofi(/ — £j  — pct*{i — L)cwß — R,  r'cosfi'cos(/ — X')=^'cos(Jl' — L')cob[T — Ä*| 

rcosisin  \l— i)=^sin(i— L)  cos(t    ,     r'cos&'sintf  —  Z')=^'sin(A' — Z/)coB/f         I 

r sin  i=  Qsw.fi  ,  r1  sin  b'  =  tj'  sin/*'  J 

und  ergab  für  die  beiden  Annahmen  von  M  durchgeführt : 


VI) 
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t9S 


logr 

O.0978007 

logW 

0.0976836 

1 

HO"  5'39'n 

W 

1200  6'3«"47 

tangfi 

0.0510135 

tang(J) 

0.050789z 

logr' 

0.9503541 

losM 

9.9505085 

l 

590  2'  2*48 

m 

590  i'J9*o6 

tangi' 

9.8382382 

tang  (i'j 

9.8381343 

Die  Uebereiostimmung  der  so  gefundenen  Radienvectoren  mit  den  Werthen, 
die  sich  aus  den  Versuchen  ergaben,  erweist  sich  als  genügend.  Nach  I) ,  II) 
(pag.  472J  und  IIIJ)   (pag.  473)  findet  sich: 


Q       2i°43**3"i9 

(Q) 

2 1,°42'28"94 

•      483942.85 

w 

48  38  5-8-33 

«       95  33    4-88 

M 

953425.72 

«'       49    5    5.61 

(«') 

49    5  12.19 

$(«'  — «)     15646   0.36 

(*(«'-«)) 

1564523-23 

/    15646   0.31 

ff) 

156452322 

Nach  V)  und  VI]   (I  pag.  143  und 

144)  ergab 

sich: 

log?        8.6287758 

log  (?) 

8.6291866 

t>    — i58°45'4o"38 

M    - 

-i58044'53"37 

v'        1544620.35 

M 

154  45  53-IO 

w         254  18  45.26 

M 

254  19  19.09 

7t            2j6      2     8.45 

w 

276    1  48.03 

und  nach  VII)   (I  pag.  144) : 

1847  Mälz 

1847  März 

Taust;     30.32279 

(T)  aue 

(e)    30.30868 

Taus  t>'     30.32273 

(T)  aus 

ff]    30-30865 

T    30.322715 

1 

:r)  30.308665 

Man  hat  daher   die   zwei  Elementensysteme, 

bei  welchen  die   Perihelzeit  T 

sich  auf  den  Monat  März  1847  bezieht: 

System               0 

1 

logJf     0.2262773 

0.2265773 

T      30.322715 

30.308665 

logg-      8.6287758 

8.6291866 

n       2760  2'  8" 

45 

2760  1 '48*03 

Q           21   43  23- 

'9 

21  42  28.94 

1        48  39  42- 

85 

48  38  58-33 

Rechnet  man  aus  diesen  Elementen   die   für  die  Zeiten   der  Normalorte   fol- 
genden geocentrischen  Positionen  nach  den  bekannton  Metboden,  so  erhält  man: 
jP  EP  j&  B* 

1)  a6°2l' 16*36  -f-  62°44'  5"i4       a602i'i6"44       -f  62°44'  5"i5 

2)  22  49    6.82  +  54  2941.57       22  48  44-68       +  54  29  23.06 

3)  20  59  14.40  +  47  36    8.49       20  58  38.95       -4-  47  35  32.39 
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4)  i902o'22"25  4-  39°53'32"85 

5)  17  27  16.39  +  3t>59    2-3' 

6)  15  47  48-I3  +  24    223-20 


7}       441854.2 


"9°i9'33n25  +  39°52'35"23 
17  2611.65  +  3°  57  37-8° 
15  4630.24       -+-  24    036.72 


+  1635    5.42       441854.20       +1635    5.42 


Die  Darstellung  der  beiden  äussersten  Orte  durch  die  Elemente  ist  eine  be- 
friedigende. Es  sind  also  (vergl.  pag.  488)  die  Bedingungsgleichungen,  die  sich 
aus  den  übrigen  Normalorten  ergaben: 

+    l"43  COS/?!  =  —      22*14  C08&  dx 
+    9.35  COS/Jj  =  —      35.45  COB#,  dx 

+  0.03  cos^4  =  —    49.00  coa/?t  äx 

—  5.85  C0B#s  =  64.74  COSjSj  Jx 

—  IO.O7  °0*ft  =  7789  COSß,  Jx 

— io"5o  =  —  18.51  Jx 
— 15.07= —  36.10  Jx 
—25.13=—  57.62  Jx 
-35.71  =  —  84.51  Jx 
— 44.96  =  —  106.48  Jx  . 

Setzt  man  diese  Gleichungen  logarithmisch  an  und  macht  die  auftretenden 
Coefficienten  dadurch  homogen,  dass  man  den  Logarithmus  der  Fehlereinheit  1.6528 
und  ausserdem: 

logz  =  2.0273  ~r-  log^i 
setzt,  so  erhält  man,  wenn  man  allen  Gleichungen  gleiches  Gewicht  gibt : 
Langen  Breiten 

8.2666  =  9^08202:  9»3684  =  9„240i  x 

9.1469  =  9n35'2*  9»5253  =  9»53°2* 

6.7093  =  9»5479a:  9»7474  =  9»7333* 

9Bo4?6  =  9,7171*  9«9°°°  =  9»89962 

9„3io8  =  9^82473:  onoooo  =  o„oooo2; 


Da  demnach 


ist,  so  folgt: 


[an]  =  +  2.2480  ,         [aa]  =  +  2.9752 


log»  =  9.8783 
log  /ix  =  9.5038  . 


Setzt  man  diesen  Werth  von  Jx  in  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  bleiben 
für  die  wahrscheinlichste  .Parabel  die  folgenden  Fehler  in  den  Normalorten  übrig, 
wobei  cosySitA  angesetzt  erscheint,  um  sogleich  einen  Ueberblick  über  die  absolute 
Grösse  der  Fehler  zu  erlangen: 
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cosfibi. 

tß 

o"oo 

o"oo 

4-  4-93 

—  4.60 

4-i  3-94 

—  3-55 

+12.02 

-6.75 

+  12.69 

-8.75 

+13-49 

—10.99 

0.00 

0.00  . 

Die  Fehler  zeigen,  dass  die  Parabel  den  Beobachtungen  nicht  völlig  genügt. 
Ohne  jedoch  vorerst  diese  Unterschiede,  die  durch  die  Einführung  eines  Wer 
thes  der  Excentricit&t ,  der  von  der  Einheit  verschieden  ist,  wesentlich  verkleinert 
werden  können,  weiter  zu  beachten,  will  ich  die'  wahrscheinlichsten  parabolischen 
Elemente  ableiten.  ■  Die  Vergleichung  der  beiden  Systeme  gibt' 


{£, 


—4481 
+1310 
-6-51 
—17-31 
— 14.20 ; 


mittl.  Aequinoct. 
1847,0  . 


Et — M„ 
T    —14050 
log?-t-  4108 

7t      —    20"42 

Ö     —  54-^5 
*'    —  44-52 
es  sind  also  die  wahrscheinlichsten  parabolischen  Kiemente  die  folgenden: 
tf  I1847 
7=  März  30.318234  mittl.  Berl.  Zeit 
log  q  =  8.6289068 
a  =  2760  2'  i"94 
Ö=    21  43    5.88 
*'=    483928.65 

Die  directe  Kachrechnung  der  Orte  mit  diesen  Elementen  zeigt  in  der  That 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  eine  völlige  Uebereinstira- 
mung  mit  der  oben  aus  den  Differentialformeln  angegebenen  Darstellung  der  Orte. 
Wenn  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Parabel  den  Beobachtungen  nicht  völlig 
genügt,  so  entspricht  die  hier  durchgeführte  Rechnung  einem  geeigneten  Rechnungs- 
beispiele und  es  können  die  hier  gegebenen  Methoden  auf  jeden  Kometen  ohne  Ab- 
änderung angewendet  werden. 

ß.  Bestimmte  Annahme  über  a. 
Die  Variation  des  Verhältnisses  der  Distanzen  wird  auch  noch  in  jenen  Fällen 
mit  Vortheil  angewendet  werden  können,  wo  man  eine  bestimmte  Annahme  über  a 
zu  machen  in  der  Lage  üt,  ein  Fall,  der  dann  eintreten  wird,  wenn  die  in  der 
ersten  Näherung  abgeleiteten  parabolischen  Elemente  eine  auffallende  Aehnlichkeit 
mit  den  Elementen  eines  früher  erschienenen  Kometen  zeigen.  Man  wird  sich  dann 
zunächst  mit  Hilfe  dieser  ersten  parabolischen  Elemente  (vergl.  I  pag.  150),    wenn 

Oppoinr,  BtkabwtlBnuifra.  II.  «3 
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sonst  keine  besseren  Näherungen  bekannt  sind,  einen  möglichst  genauen  Werth  von 
M  verschaffen  und  alle  Formeln  bis  zur  Auflösung  der  Lambert'schen  Gleichung 
eventuell  gleichzeitig  mit  einem  entsprechend  variirten  Werthe  von  M  durchrechnen. 
Hierbei  ist  wohl  zu  beachten,  dass  die  für  M  gemachten  Näherungsannahmen  von 
der  Natur  des  Kegelschnittes  unabhängig  sind ;  es  wird  also,  wenn  man  in  M  nur 
die  aus  den  Zwischenzeiten  folgende  Näherung  einsetzt,  der  betreffende  Himmels- 
körper zur  Zeit  der  mittleren  Beobachtung  bis  auf  kleine  Grössen  derselben  Ord- 
nung in  dem  gewählten  grössten  Kreise  stehen,  mag  man  über  die  grosse  Achse  der 
Bahn  eine  beliebige  Annahme  machen. 

Es  sei  die  gefundene  Perihelzeit  T,  die  dem  andereu  Kometen  mit  ähnlichen 
Elementen  angehörige  Perihelzeit  t  \  dann  kann  die  Umlaufszeit : 

r_.,S=-\  £=:,  «...f. 

sein  und  demgemäss  wird  die  grosse  Halbachse,  wenn  man  den  so  gefundenen  Zeit- 
unterschied in  Einheiten  des  siderischen  Jahres  ansetzt,  sein  können: 

._„_«,.  (fc?,  (t_f ...... 

Man  wird  gewöhnlich  mit  dem  grössten  Werthe  von  a  beginnen,  q  ent- 
sprechend der  Lambert'schen  Gleichung  mit  Hilfe  der  sehr  bequemen  Relation  17) 
(pag.  468)  und  unter  Benützung  der  Formel  IV  (pag.  491)  bestimmen,  dann  die 
Elemente  nach  den  obigen  Formeln  (§  2  pag.  472  ff.)  ableiten  und  die  Darstellung  des 
mittleren  Ortes  suchen.  Man  wird  wohl  bald  denjenigen  Werth  der  Halbachse  er- 
kennen, der  den  Beobachtungen  am  besten  zu  entsprechen  scheint.  Für  diesen 
Werth  wird  man  mit  dem  variirten  Werthe  von  M  die  Rechnung  wiederholen,  um 
die  möglichst  beste  Darstellung  zu  erreichen.  Waren  aber  die  Zwischenzeiten  nicht 
gross,  so  dass  die  in  M  eingeführten  Näherungen  hinreichend  zutreffen ,  so  wird  man 
mit  Rücksicht  auf  die  oben  gemachte  Bemerkung,  dass  die  Richtigkeit  von  M  nicht 
durch  die  Wahl  von  a  beeinflusst  wird,  von  einer  Variation  von  M  Abstand  nehmen 
können. 

Ich  gebe  für  diese  Methode  kein  Beispiel,  da  dieselbe  ganz  nach  den  für  die 
Parabel  geltenden  Vorschriften  durchgeführt  werden  kann,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  man  statt  der  Euler'schen  Gleichung  die  Lambert'sche  und  zwar 
in  der  Form  17J   (pag.  468)  anwendet. 

y.  Uebergang  von  der  Parabel  auf  nahezu  parabolische  Bahnen. 
(Hornstein's  Methode:) 
Zeigt  sich  bei  dem  Anschlüsse  parabolischer  Elemente  an  die  Beobachtungen, 
dass  die  Parabel  nicht  völlig  genügt,  so  kann  man  nach  Hornstein's  Vorschlage 
(Bestimmung  der  Bahn  des  ersten  Kometen  vom  Jahre  1847,  nebet  Bemerkungen 
über  den  Uebergang  von  der  Parabel  zur  Ellipse  oder  Hyperbel,  Märzheft  1854  der 
Sitzungsberichte  der  math.  -  naturw.  Classe  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften 
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in  Wien)  in  sehr  bequemer  und  zweckmässiger  Weise  mit  Benützung  der  vorhan- 
denen Rechnungen  den  Uebergang  auf  den  wahrscheinlichsten  Kegelschnitt  aus- 
führen ;  ich  werde  übrigens  im  folgenden  Paragraphen  (§  5  pag.  507)  noch  eine  an- 
dere Methode  anführen,  die  bisweilen  in  mancher  Beziehung  noch  bequemer  erscheint. 
Macht  man  über  M  dieselbe  Annahme,  wie  in  der  ersten  Hypothese  bei  der 
Ermittelung  einer  parabolischen  Bahn  und  lässt  an  die  Stelle  der  Euler'schen 
Gleichung  die  Lambert'sche  (pag.  468)  treten,  so  wird  man  mit  Hilfe  derselben 
eine  Lösung  erhalten,  sobald  man  eine  bestimmte  Annahme  über  —  =  y  macht. 
Man  wird  für  y  einen  kleinen  Werth,  etwa  0,01  oder  0,02  annehmen.  Die  Zahl 
der  Versuche  bei  der  Lösung  der  Lambert'schen  Gleichung  kann  durch  Benützung 
der  Differentialformeln  wieder  wesentlich  vermindert  werden.  Vergleicht  man  näm- 
lich die  Euler'sche  und  Lambert'sche  Gleichung: 

k[f-t)  =  \  (r+r  +i)»TJ  (r  +  r  -  .)« 
*{(*_/)  *r(r  +  r,  +  t)*Qfq:  (r  +  r'-*)*Qd 

so  erhält  man  durch  Subtraction  den  Unterschied : 

(r-K +*)*(*—  QJ  =F  MV—  *)'  (*— <U  =*  IVA) 

zwischen  k[( — t),  der  sich  ergeben  würde,  wenn  man  in  der  Ellipse  die  für  die 
Parabel  geltenden  Werthe  einführt.  Mit  Benützung  der  Formeln  IV)  (pag.  491) 
oder  was  hier  bequemer  ist,  ohne  Anwendung  des  logarithmischen  Incrementes  er- 
hält man  alle  jene  Aenderungen,  die  man  mit  Beibehaltung  des  Wertbes  von  M,  an 
den  für  die  Parabel  gefundenen  Werth  von  q  anbringen  muss,  um  der  bestimmten 
Halbachse  zu  genügen.     Es  ist  (vergl.  27)  pag.  471): 


■  (sin  0  -\    M  sin 


r  +  r-+,\  (,       M-r^- 


bq  =  4JN. 


IYc) 


wo  wieder  das  obere  Zeichen  für  heliocentrische  Bewegungen,  die  kleiner,  das  un- 
tere Zeichen  für  solche,  die  grösser  als  1800  sind,  gilt. 

Diese  so  ermittelten  Ooefficienten  wird  man  bei  allenfalls  auftretenden  Unter- 
schieden auch  für  die  weiteren  Verbesserungen  henützen  dürfen.  Ist  dann  derjenige 
Werth  von  0  ermittelt,  der  einerseits  unter  Benützung  des  angenommenen  Wertbes 
von  —  =  y  der  Lambert'schen  Gleichung,  andererseits  dem  zu  Grunde  gelegten 
Werthe  von  Mt  genügt,  so  rechnet  man  aus  diesem  nach  den  oben  angeführten  Me- 
thoden die  Elemente  und  mit  diesen  die  Darstellung  der  Orte.  Von  diesen  Orten 
müssen  die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Normalorte  völlig  dargestellt  werden, 
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welcher  Umstand  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  abgibt.  Wenn 
dann  für  die  übrigen  nicht  völlig  dargestellten  Normalorte  A,*,  A£  . . .  Bx2,  A.1  . . 
die  aus  diesen  Elementen  folgenden  geocentrischen  Coordmaten  sind,  so  erhält  nun 
auf  empirischem  Wege  die.  Differentialquotienten  der  Variationen  des  geozentrischen 
Ortes  durch  die  Variation  des  reciproken  Werthes  der  grossen  Halbachse  y  wie  folgt : 


.£,     *.-*-£ 


Af—Af  =  4^-  ,       A»  —  A«  —  $P- 


wobei  wieder  der  angenommene  Werth  von  y  als  Einheit  für  Sy  P^  Mit  Berück- 
sichtigung  der  oben  (pag.  488)  für  eine  Variation  von  Jf  erhaltenen  Werthe  werden 
nunmehr  die  Bedingungsgleichungen  die  Form  haben: 


eosft  hXi  =  (-T-H  cosft  ^. 

C08j?s  0A4  =  (t-M   COS/Jj  */: 


(4M 


'+(£) 

cosft  ^/y 

■+{&) 

cos/Sj  .•/y 

$<•»' 

"-(4S-)-"-i-  ijyj 


•A-K^'+ffi^l 


Aus  diesen  Gleichungen  leitet  man,  nachdem  man  dieselben  noch  vorher  mit 
den  Quadratwurzeln  ihrer  Gewichte  durchmultiplicirt  hat  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  <dx  und  dy  ab;  J x  gibt  die 
erforderliche  Aenderung  in  M  in  Einheiten  der  angenommenen  Aendemng,  Jy  gibt 
den  reciproken  Wertb  der  grossen  Halbachse  in  Einheiten  der  obigen  Annahme, 
wobei  man  auf  eine  Hyperbel  geführt  würde,  falls  dy  negativ  gefunden  wird.  Man 
kann  nun  mit  den  Werthen: 

logj/  —  logjlf0  +  Jx 

neue  Elemente  ableiten,  oder  dieselben  auch  nach  der  oben  (pag.  484)  angegebenen 
nunmehr  auf  zwei  Variable  zu  erweiternden  Interpolationsmethode  erhalten,  welche 
in  den  meisten  Fällen,  besonders,  wenn  die  heliocentriBchen  Bogen  gross  sind,  eben- 
falls genügend  genaue  Resultate  geben  wird.  Es  wird  für  jedes  Element 
B  =  Bt  +  {tBl  —  So)  Aas  +  [Bx—Bt)Ay. 
Ist  aber  die  Abweichung  von  der  Parabel  sehr  bedeutend,  ho  wird  diese  Me- 
thode erst  nach  mehrfachen  Versuchen  zum  Ziele  führen;  indem  man  vorerst  einen 
Näherungswerth  von  a  erhält,  wird  man  diesen  benutzen,  um  mit  flwei  Annahmen 
ober  M  mit  Beibehaltung  des  Näherungswerthes  von  a  einerseits,  und  einem  abge- 
änderten Werthe  von  a  andererseits  das  Verfahren  fortzusetaen.     Indess  wird  es  sich 
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in  diesen  Fallen  der  stärkeren  Abweichung  mehr  empfehlen ,  diieot  nach  einer  der 
im  ersten  Hände  entwickelten  Methoden  aus  den  3  an  Grande  gelegten  Orten  ge- 
näherte Elemente  abzuleiten,  auf  welche  man  dann  die  in  dem  betremradan  Falle 
geeignet  erscheinenden  Verbesserungsmethoden  anwendet.. 

Es  soll  zunächst  Homstein's  Methode  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden, 
und  ich  wähle  das  früher  für  die  Parabel  durchgeführte  Beispiel  einer  Hahnver- 
besserung für  den  ersten  Cometen  des  Jahres  1847.  Man  wird  jetzt  leicht  einsehen, 
weshalb  ich  dort  ein  Beispiel  gewählt  habe,  welches  der  Parabel  nicht  völlig  genügt. 

Zunächst  kann  man  alle  Hilxsgrdssen  benützen,  die  oben  für  die  Parabel  in 
der  ersten  Annahme  über  M  berechnet  wurden  und  hat  darauf  die  Lambert' sehe 
Gleichung: 

i[f— i)  =  (r+r'+*)iQ,  +  (r+r'— «jlQ,, 

Q,  auB  Tafel  XVD  mit  dem  Argumente  r  +  r'  +  *  1 

4fl  Vi) 

Qd  ans  Tafel  XVH    »       »  »         r  +  ^~'  j 

durch  Versuche  zu  lösen.  Für  die  Ermittelung '  der  ersten  Näherung  von  o  wird 
man  die  Formeln  IVJ}  und  TVc)  {pag.  499}  rechnen ;  nimmt  man  a  =  —  =  50, 
so  folgt: 


r+i>  +  t 

0.4847 

40 

8.3010 

r  +  r'—i 

O.O02O 

Arg.  für  Q, 

-H>.OI5266 

Arg.  für  Qd 

+0.006l80 

logQ, 

9.  2238496 

logQa 

9.2226559 

Sub, 

2-337° 

Siibj 

S-73I2 

l»g(l-ÖJ 

6,8862 

i«tt-<W 

M»"5 

I 

7»6l33 

n 

6,6295 

Add. 

0.0429 

j 

7»°5&2 

4^ 

8,2583 

N 

9.1661 

4<" 

9-9933 

,        r  +  r--. 

9-9973 

4" 

(-'-^T 

9,9966 

i-'-^=-r 

9.9986 

Yr+r'+i 

0.2424 

Vr+r<-, 

0.0460 

Z,:N, 

0.2458 

Zl-Xl 

0.0474 

Add. 

0.2131 

Snbtr. 

0-4357 

(+) 

0.4589 

sintf+.Wsinfl' 

0.3429 

H 

9.810t 

Asin# 

9.8766 

logl 

0.8018 

iogn 

9.6867 

Add. 

0.0321 

Es  ist  somit  dq  =  —  0.0026571,  also  0  =  1.0503887.  Die  Durchführung  der 
Hypothese  mit  diesem  Werthe  gibt  in  k  (f — r)  den  Fehler  J  =  —  75  Einheiten  der 
7.  Decimale.     Hieraus  ergibt  sich  in  Verbindung  mit  dem  Werthe  von  TV  nach  der 
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Formel  dq  = <  .\JN  der  Werth  $  =  1.0503843,  welcher  Werth  bei  der  Lösung  der 
Lambert' sehen  Gleichung  in  der  That  eine  völlige  Uebereinstimmnng  ergibt.  Die 
Rechnung  dieser  Versuche  stellt  sich  wie  folgt: 


e 

+  1.0503887 

+1 .0503843 

log !»-/) 

90055383 

9-9055359 

'«8  («-/") 

9.6879746 

9.6879707 

log  Ig— j.) 

9-6352747 

9.6352703 

tajigö 

9.9242630 

9.9242606 

taug«1 

0.3848449 

0.3848410 

tang# 

9,8723400 

9-872335D 

coaö 

9.8840681 

9.8840691 

CO»«' 

9.5810722 

9.5810756 

COB^ 

9.9040658 

9.9040673 

r 

0.0972072 

0.0972062 

r' 

9.9483348 

9.9483314 

A<ld. 

0.2329419 

0.2329409 

r+r' 

0.3301491 

0.3301471 

• 

9-95739I4 

9.9573899 

Add. 

O.I534732 

O.I534734 

Subtr, 

0.2394866 

0.2394870 

r+r'+s 

0.4836223 

0.4836205 

(r  +  r'+«)t 

0.2418m 

0.241 8 102 

r+r'-* 

0.0906625 

0.0906601 

(«•+*■'-*}* 

0.0453312 

0.0453300 

S 

0.0152262 

0.0152262 

D 

0.0061607 

0.0061607 

[r  +/+«)* 

0.7254334 

0.7254307 

Q, 

9.2238443 

9.2238443 

(r+r'-,)> 

o-i359937 

0.1 359901 

Od 

9.2226533 

92226533 

I 

+0.8897698 

+0.8897643 

II 

+0.2283742 

+0.2283723 

■  k{t-t) 

+  1.1181440 

+1. 1281366 

Der  Uebergang  auf  die  heliocentrischen  Orte  mit  den  Werthen: 
logp  =  0.0213482 
löge'  =0.2476255 
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ergab  nach  den  bekannten  Formeln: 

/  i20°io'4o"6i 
T       59    7  10-64 

tang  b  0.0498726 

tangi'  9.8396016 

r  0.0972062 

/  9.9483316  ; 

hiermit  fand  sich  nach  1}  und  II)  nag.  472: 

1  48°36'i4"o9 

0  2'  34  53-76 

«  95  42  30.61 

«'  49  17    6.31 

/  1564717.85. 


Die  Probe  nach  III  Äj   ergab  in  gnter  lieber  ein  Stimmung : 
/=i56°47'i7"83- 

Die  Rechnung  der  übrigen  Elemente  nach  den  Formeln  IV  4)  —  VII 4) 
(nag.  476  ff.)  setze  ich  als  die  erste  Anwendung  dieser  Formeln  hier  vollständig  an. 
Nach  IV 0)  (pag.  476]  und  VA)  (pag.  477)  fand  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  für  a 
der  Werth  50  angenommen  wurde: 


cos/1 

9.9266828 

a 

*5°'9'  ="34 

rK 

0.0455378 

i« 

12  3931.17 

rr'  cos/3  :  a 

8.2732506 

costa1 

9.9786263 

r  +  r' 

0.3301471 

2 

0.3049469 

Subtr. 

0.0038265 

rr.mf 

9.2368162 

( 

0.3263206 

P 

8.9318693 

''ormeln  Vli)   (pag.  478)  ergaben 

sich  die  folgenden  Zahlen: 

'  Subtr. 

0.5372767 

lex  ainF 

9.'555687 

r  — r 

9f.5599295 

9.9997265 

z  :  a 

8.6059769 

zex  umF 

0.6053319 

■--? 

9.9821073 

F 

— *°  ''59*47 

"(•--H 

0.0276451 
0.0138225 

2  ex 

0. 6056054 

V"(-i) 

0.6059769 

V«M) 

0.3148525 

e 

9.9996285 

(r  +  r1)  cos/ 

0,2934885 

i+e 

0.3008443 

Diqit  zed  sy 

Google 


501     

Add.        0.2904794  q  8.631025a 

v    — I58°49'i7"32  »~*  6.9320550 

.     v'     +1544518.38  7^  6.6312107 

n      276  641.69  j^iVi+ä  7.7961154 

Nach  Vlli)   (pag.  479)  stellt  sich  die  Rechnung  für  die  beiden  Orte  mit  Be- 
nützung der  Tafel  XVIII  wie  folgt: 


i» 

— 79°24'38''66 

+77°2  2'39"l9 

tangjo* 

1.4565448 

»•2997450 

« 

+0.0122393 

+0.0085301 

tangjo 

"»7282724 

0.6498725 

fl 

2.0619293 

2.0629908 

tang|t>ä 

2,1848172 

1.9496175 

P, 

1. 5819853 

1.5838996 

I 

2,7902017 

2.7128633 

.    II 

3,7668025 

3-5335"7> 

Add. 

0.0435727 

0.0611238 

(...) 

3.8103752 

3.5946409 

Jt 

+40.41016 

—24.58987 

T=. 

März  30.41016 

30.41013 

T=  30.410145  . 
Stellt  man   daher  die   gefundenen  Elemente  zusammen,    so   erhält  man   das 


System: 


T  -    1847  März  30.410145 
logg  —  8.6310250 


—  =  0.0200000 
n  =  2760  6'4l"69 

a=  21  3453.76 
i  =  48  36  14.09 

und  die  geocentrischen  polaren  Coordinaten  für   die   Zeiten  der  obigen  Normalorte 
ergeben  sich  aus  diesen  Elementen  in  der  bekannten  Weise  wie  folgt: 

1)  26°2l'l6"29 

2)  22  51  48.16 

3)  21     3  29.55 

4)  192556"° 

5)  "7  34    150 

6)  15  55  23>7 

7)  44I8  54.15 


mittl.  Aequin.  1847,0 


+6z°44'  5"t5 
+5430  j.06 
+47  37  13-55 
+39  55  48-4« 
+31  3  3-58 
+24  8  4.75 
+16  35    5.36  . 
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Die  Darstellung  der  beiden  äuBsersten  Orte  durch  die  obigen  Elemente  gibt 
eine  befriedigende  Controle  für  die  Richtigkeit  der  vorausgegangenen  Rechnungen. 
Bildet  man  nun  den  obigen  Entwickehingen  entsprechend  (pag.  $00)  die  Differential- 
quotienten für  Jy,  und  setzt  zugleich  die  bereits  oben  (pag.  496)  ermittelten,  für 
J x  geltenden  Coeffieienten  an,  so  erhält  man  nunmehr  die  Bedingungsgleichungen: 

für  die  Längen: 
+■  i"43  cos/?2  =  —  2z"i4  coh|$2  Jx  +  i6i"34  cos/?a  Jy 
4-  9-35  cos/t,  =  —  35-45  co»ft  <**  +  *55-i5  C0SÄ)  ^y 
-+-  0.03  cob#,  =  —  49.00  cosft  Jx  +  33391  cosft  Jy 
—  5.85  cos£s  =  —  64.74  cos ft  Jx  +  405.17  cos/Jj  Jy 
—10.07  cos/*,  =  —  77.89  cos/?,  Jx  -+-  455.04  cosß,  Jy 

für  die  Breiten: 
—  io"5o  =  —  i8"5i  Jx-\-  21*49  Jy 
— 15.07  =  —  36.10  Jx  +  65.06  Jy 
—25.13=—  57.62  Jx+  135.63  Jy 
—35.71=—  84.51  Jx  +  241.27  Jy 
—44.96  =  —  106.48  Jx  +  341 .55  Jy . 

Gibt  man  allen  diesen  Bedingungsgleichungen  gleiches  Gewicht  und  setzt 
man,  um  dieselben  möglichst  homogen  zu  gestalten,   wieder  wie  oben  (pag.  496} : 

log  Fehlereinheit  =  1.6528 

loga:  =  2.0273  +  %  (*/*) 
und  ausserdem: 

logly  =  2.6186  -4-  log  [Jy) 

so  erhalten  die  Norroalgleichungen  die  folgende  Gestalt: 

+  2.9752a:— 2. 9632y  =  + 2.2480 
—  2.9632a:  -f- 3. 4485?  =  —  1.7654 

und  die  Auflösung  ergibt: 

\ogJx  =  9.8569  ,     \ogJy  =  9.0129  . 

Wollte  man  sowohl  die  Elemente  als  auch  die  Darstellung  der  Orte  als  Funk- 
tionen von  y  darstellen,  so  würde  man  die  erste  der  obigen  Normalgleichungen 
hierzu  benützen  können ;  doch  gehe  ich  auf  diese  Darstellung  nicht  ein,  weil  schon 
oben  für  dieses  Verfahren  hinreichend  erläuternde  Beispiele  angeführt  sind.  Durch 
Einführung  dieser  Werthe  der  Unbekannten  in  die  obigen  Bedingungsgleichungen 
erhält  man  die  folgende  Darstellung  der  Orte: 

OpjoIhi,  B*habutiMina(*a.  11.  «4 
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o"o 

o"o 

+o-4 

+0.6 

+5.8 

+4.2 

+0.7 

+2.3 

.     —0.9 

+0.2 

—0.9 

—3.5 

0.0 

0.0 

Interpolirt  man  die  Elemente  nach  der  oben  fpag.  500)   angesetzten  Formel, 
§0  findet  man  das  folgende,  nunmehr  als  definitiv  anzusehende  Elementensystem : 

<r  1.  "847 

T=  März  30.321616  mittl.  Kerl.  Zeit. 

log  q  =  8.6293030 

log  a  =  2.686   1328     (0  =  485.437) 

n  =  2760  2'2i"gi 

fl  =    2i04i'5iw6g 
1=     48°38'49"32 


mittl.  Aequinoct. 
1847,0 


Die  directe  Nachrechnung  der  Orte  ans  diesen  Elementen  gibt  gegen  die 
obige  aus  den  Differentialformeln  abgeleitete  Darstellung  derselben  eine  genügende 
lieberem  Stimmung.  Sollte  man,  wie  dies  bei  der  Rechnung  aus  kleinen  helio- 
centrischen  Bogen  zu  befürchten  ist,  die  Interpolation  zwischen  den  Elementen  seihst 
ihrer  Linearität  nach  für  nicht  genügend  gesichert  halten,  so  wird  man  die  Ele- 
mente aus  dem  verbesserten  Werthe  von  M  mit  Zugrundelegung  des  oben  gefun- 
denen Werthes  von  a  direct  berechnen  und  dann  einen  viel  besseren  Anschluss  an 
die  Resultate  der  Differentialquotienten  erhalten.'  Der  Grund  dieser  Bemerkung  ist 
nach  den  früher  gegebenen  Erklärungen  (pag.  483)  leicht  ersichtlich ;  in  dem  hier 
gewählten  Beispiele  hätte  man  also  anzunehmen: 

log  M  =  0.2262773  -|-  0.0003000  dx  =  0.2264931   , 
0  =  485.437  ; 

tloch  fuhren  diese  Zahlen  in  dem  vorliegenden  Falle  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarith mischen  Rechnung  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  auf  die  oben  durch 
Interpolation  erhaltenen  Elemente. 
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'%  5.    Variation  der  Distanzen  mit  Benutzung  der  Variation  des  Verhältnisses 
der  Distanzen. 

Man  kann  das  durch  die  Variation  des  Verhältnissen  der  Distanzen  M 
erhaltene  Resultat  noch  in  anderer  Weise  zur  Ermittelung  des  wahrscheinlichsten 
Kegelschnittes  verwerthen,  und  zwar  bietet  das  hier  vorgeschlagene  Verfahren  in 
jenen  Fällen  besondere  Y ortheile,  wo  durch  die  Variation  von  M  die  beiden  geocen- 
trischen  Distanzen  bseinflusst  werden ;  jene  Fälle,  in  denen  bei  der  Variation  von 
M  die  eine  geocentrische  Distanz  fast  unverändert  bleibt,  würde  sich  für  die  An- 
wendung dieses  Verfahrens  nicht  eignen ;  man  wird  dieB  leicht  durch  die  vorhan- 
denen Rechnungen  entscheiden  können. 

Es  wurde  oben  (pag.  493)  gefunden  für  die 

erste  Parabel  zweite  Parabel 

log  ff  0.022  4472  0.022  2311 

logg'  0.248  7245  0.248  8084; 

es  ändern  sich  also  die  beiden  geocentrischen  Distanzen  in  genügender  Weise.  Rechnet 
man  nun  ein  Elementensystem,  indem  man  den  Werth  von  9  aus  der  zweiten,  den 
Werth  von  o'  aus  der  ersten  parabolischen  Bahn  nimmt,  so  hat  diese  Bahn  als 
Grundlage  die  Werthe : 

log  q  =  0.022  231 1 

lqg  ?'  =  0.248  7245  . 
Betrachtet  man  die  auf  diesem  Werthe  beruhenden  Elemente  als  Ausgangs- 
elemente, so  hat  man  das  vorliegende  Problem  auf  die  Methode  der  Variation  der 
Distanzen  reducirt,  die  in  §  3  'pag.  480  u.  ff.)  ausführlich  behandelt  wurde.  Das 
aus  diesen  letzteren  Distanzen  abgeleitete  System  ist  also  als  das  System  I,  die 
erste  Parabel  als  System  II ,  die  zweite  Parabel  als  System  III  zu  betrachten  und 
es  ist  weiter  mit  Beibehaltung  der  dort  gewählten  Bezeichnung  (pag.  481,  482) : 

i  x  =  +  0.000  2161 

b  y  =  +  0.000  0839  . 

Da  hiermit  Alles  auf  eine  bereits  bekannte  Methode  zurückgeführt  erscheint, 
so  ist  weiter  für  die  Durchführung  des  Beispieles  nichts  zu  bemerken  und  ich  will 
hier  nur  beifügen,  dass  die  Vortheile  dieser  Mediode  gegen  die  in  §  4  (pag.  498  ff.) 
auseinandergesetzte  nicht  unerheblich  sind.  Man  hat  nämlich  vorerst  nicht  nö'thig,  die 
heliocentrischen  Orte  von  Neuem  aus  den  geocentrischen  Distanzen  abzuleiten,  da 
die  heliocentrischen  Orte  unverändert  den  früheren  Rechnungen  entlehnt  werden 
können;  ausserdem  hat  man  nicht  nöthig,  die  Lambert'sche  Gleichung  durch 
Versuche,  bei  denen  r,  r  und  a  variabel  sind,  zu  losen,  sondern  man  gelangt  durch 
die  in  den  meisten  Fällen  völlig  ausreichende  Formel  26)  (pag.  471)  direct  zur 
Kenntnis«    des  Werthes   von    a,    woraus  die  übrigen  Elemente  mit  Hilfe   der  oben 

«4* 
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gegebenen  Vorschriften  leicht  gefunden  werden  können.  Sollte  die  versuchsweise 
Lösung  dennoch  noth wendig  sein,  was  wohl  kaum  je.  der  Fall  sein  wird,  so  wird 
die  Unveräuderlichkeit  der  Werthe  r,  r'  und  «  diese  Rechnungen  wesentlich  abkürzen. 
Ich  will  nun  das  Beispiel  des  Kometen  I  1847  nach  dieser  Methode  durchfuhren. 

Nach  pag.  495)  finden  sich  die  heliocentrischen  Orte,  und  zwar  der  erste 
Ort  nach  der  zweiten  Hypothese  über  M,  der  zweite  nach  der  ersten  Hypothese  mit 
den  Annahmen: 

log?  =  0.022  2311  logp'  =  °-248  7245 

für  die  geocentrischen  Entfernungen  wie  folgt: 

log  r    0.097  o83°  l°gr'     9-95°  354' 

/     I20°6'38"47  f     59°2'2"48 

tang  Ö     0.050  7892  tang  b'     9.838  2382  , 

welche  Angaben  also  der  früheren  Rechnung  unverändert  entlehnt  sind. 
Es  sind  nach  Formel  I)  und  II}  (pag.  472) : 

Q     2 i°42'i 6"20  u    95°34'34"i4 

»    48c3»'59"27  «'    49°5'49"8' 

!(«'  — w)=/=i56°45'37''835  , 
und  die   Controlrechnung  nach  lila)   (pag.  473)  ergab   in  guter  Uebereinstimmung : 
/  =  I56°45'37"83  ■ 
Bestimmt  man  die  Sehne  x  nach  der  Formel: 

si  —.  ri  _^_  f/2  —  rr<  cos  2  f  p 

so  erhält  man: 

log  a  =  9.958  3262  . 

Mit  Benützung  der  Formeln  24)  und  25)   {pag.  471)  findet  man  weiter: 

log  a  =  7.04276 

log  ß  =  9*58644  ; 
die  Berechnung  von  y  erscheint  bereits  unnöthig ;  aus  den  letzteren  Wertben  erhält 
man  endlich : 

—  =  -+-  0.001  1029,9  aül0  l°g  a  =  2-957  4284  , 

wobei  es  in  der  Natur  der  Sache  gelegen  ist,  dass  a  seihst  numerisch  nicht  genau 
«1  bestimmen  ist;  für  die  Darstellung  der  Beobachtungen  aber  ist  diese  Un- 
sicherheit unschädlich.  Die  Controlrechnung  mittelst  der  Lambert'schen  Glei- 
chung nach  1 7)  (pag.  468)  ergab  eine  vollständige  Bestätigung  für  die  Richtigkeit 
der  Bestimmung  von  a.  ' 

Weiter  wurde  ermittelt  nach  IVb)  (pag.  476)  und  Vb)   (pag.  477): 
log  z  =  0.310  0819 
log;>  =  8.930  2156 
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dann  nach  Vlb)   {pag.  478) : 

F=—  i°59'4o''52 

v  =  - 

-  I58°45'i8"35 

log  e  =  9.999  9795 

y'  = 

i54045'57n3i 

log(i— e)  =  5-»7>   7674 

M  = 

254°i9'52"5o 

log  q  =  8.629  '958 

TT  = 

276V8"70  ; 

endlich  fand  sich  nach  VII b)  (pag.  479)  die  Perihelzeit 
aus:  v,     T  =  März  30,31754 
n     v  ,     2'=März  30,31740 
also  im  Mittel:     T=März  30,317370  , 

womit  die  Rechnung  der  Elemente,  die  nach  den  obigen  Vorschriften  als  Aus- 
gangselemente zu  betrachten  Bind,  erledigt  ist.  Um  alles  übersichtlich  beisammen 
zu  haben,  stelle  ich  die  Elemente,  die  sich  aus  den  voranstellenden  und  den  oben 
für  die  beiden  Parabeln  (pag.  495  ff.)  gefundenen  Zahlen  ergeben,  neben  einander : 


log? 


Die  diesen  Elementen  für  die  Zeiten  der  Normalorte  entsprechenden  geo- 
centrischen  Coordinaten,  mit  Weglassung  der  äusseren  Orte ,  die  als  Grundlagen  der 
Rechnung  durch  alle  drei  Systeme  völlig  dargestellt  werden,  sind  : 


I 

II 

m 

30317370 

30.322715 

30.308665 

8.6291958 

8.6287758 

8.6291866 

0.001 1029.9 

0 

0 

276°  2'  8"70 

276°  2'  8"45 

2760  i'48"o3 

2I°42'l6"20 

2i°43'23"i9 

2i°42'28"94 

48°38'59"27 

48°39'42ff85 

48°38'58"33 

I 

H 

III 

^1 

22°48'59"67 

22°49'  6"82 

22°48'44"6& 

-*. 

20  59    2.84 

20  59  14.40 

20  58  38.95 

^. 

19  20   5.24 

19  2022.25 

19  19  33-25 

-*s 

172651.85 

17  27  16.39 

17  26  11.65 

^t 

15  47  16.86 

■  5  47  48.13 

15  46  30.24 

B, 

+  54  2«  2942 

+  542941.57 

+  54  29  23.06 

B, 

+  47  35  46,05 

+  47  36    8.49 

+  47  35  32.39 

B, 

+  39  52  58.78 

+  39  53  32.85 

+  39  52  35.23 

Bt 

+  30  58  14.61 

+  3059    2.31 

+  30  57  37-So 

B, 

+  24    125.21 

+  24    223.20 

+  24    036.72 

Mit  Rücksicht  auf  die  im  §  3  (pag.  480  ff.)  auseinandergesetzten  Vorschriften 
stellen  sich  die  Bedingungsgleichungen  zur  Ermittelung  der  Correctionen  der  Lo- 
garithmen der  geocentrischen  Distanzen  in  folgender  Weise: 
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Für  die  Längen: 
4  8"58  =  +  7"i5  Jx  —  uCm^V 
4-  20.91  =  4-  11.5b  Jx  —  23.89  Jy 
4-  17.04  =  4-  17.01  Jx  —  31.99  Jy 
■+  18.69  =  4-  24.54  dx  —  40.20  Jy 
4-  21.20  =  +  31.27  Jx  —  46.62  Jy 

Für  die  Breiten: 
4-    i"65  =  4-  i2"i5  Jx —    b"$bJy 
+    7-37  =  +  22.44  Jx  —  '3-66  Jy 

4  8.94  =  +  34.07  Jx  —  23.55  Jy 

4  11.99  =  4- 47-7°  Jx  —  36.81  Jy 
+  13-03  =  +  57-99  -^*  —  48-49  Jy 
Die  Bedingungsgleichungen  für  die  Längen  sind  mit  dem  Cosinus  der  Breite, 
und  ausserdem  wären  alle  Gleichungen  noch  mit  den  Quadratwurzeln  ihrer  zuge- 
hörigen Gewichte  durchzumnltipliciren ;  letzteres  entfiel  hier,  da  alle  Normal- 
gleichungen  gleiches  Gewicht  erhielten.  Führt  man,  um  diese  Gleichungen  homogen 
zu  machen   (vergl.  pag.  318),  die  Delationen  ein: 

Logarithmus  der  Fehlereinheit  =  1.2869 
log  x  =  log  Jx  +  1.7633 
.  log  y  =  log  Jy  +  1,6856  , 

so  sind  nun  die  neuen,  logarithmisch  angesetzten  Bedingungsgleichungen : 
9.4107  =  8.8551  x  ■+■  92543  y 
9.8623  =  9.1286  x  -f-  9.5215  y 
9.8295  =  9.3524  x  4-  9-7044  y 
9.9179  =  9.55982  + 9.8518  y 
0.0000  =  9.6924  x  +  9.9436  y 
8.9306  =  9.3213  *  4-  9-"79|y 
9.5806  =  9.5877  x  +  9-4498  y 
9.6644  =  9.7691  x  +  9.6864*9 
9.7919  =  9.9152  x  4-  98803'y 
9.8280  =  0.0000  x  4  0.0000  y, 

die  sich  in  die  folgenden  Normalgleichungen  vereinigen : 

4  2.6639  x  +  2.9084  y  =  4-  2-6801 
4  2.9084  x  4-  3.5843  y  =  4  3-5825  . 
Die  Auflösung  gibt: 

log  x  =  9,8731   ,     log  9  =  0.2056, 
und  mit  Rücksicht  auf  die  Homogenitätsfactoren  folgt  hieraus: 
\ogJx  =  9,3967  ,     log  Jy  =  9,8069  . 
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Wollte  man  nun    die  Distanzen  bestimmen,    die   man    der  Ermittelung   der 
"neuen  Elemente  zu  Grunde  zu  legen  hätte,  so  wäre  zu  beachten,    dass  die  Werthe 
von  Jx  und  Jp  in  Einheiten  der  gewählten  Aenderungen  zu  verstehen  sind;  letztere 
wurden   oben  in  Einheiten   der  siebenten  Decimale  beziehungsweise   -{-  216t    und 
+  839  gefunden;  die  Correctionen  für  die  Distanzen  würden  also  sein: 
für  log  f  —  539 
für  log  q'  —  538  j 
doch  wird   es   in   dem  vorliegenden  Falle  nicht  nöthig   sein,    die   Berechnung   der 
neuen  Elemente  aus  den  Distanzen  durchzuführen ,  sondern  es  wird ,  da  die  Aende- 
rungen der  Elemente  hinreichend  klein  sind,    die  Interpolation  zwischen   den  Ein- 
mentne  zu  demselben  Resultate  führen. 

Ermittelt  man  vorerst  die  übrig  bleibenden  Fehler,  indem  man  die  obigen 
Werthe  von  dz  und  Jy  in  die  ursprünglichen  Hedingungsgleichungen  einsetzt,  so 
erhält  man  die  folgende  Darstellung  der  Orte : 

cos  0  JA  iß 


0  0 

-f-0.4 

0.0 
+0.6 

+5-7 

-H-2 

+0.6 

+2"3 

—0.8 

+0.3 

—0.8 

-3.6 

0.0 

0.0 

welche   mit  jener    nach  der  in   §  4   entwickelten   Methode  (vergl.  pag.  506)    ange- 
führten Darstellung  der  Orte  so  gut  wie  völlig  stimmt. 

Die  Interpolation  der  Elemente   (vergl.  pag.  500)  ergibt: 

<f  I   >847 
T=  März  30.321618  mittl.  Kerl.  Zeit, 
log  q  =  .8.629  3°°4 
log  a  =  2.680  8752 
n  =  2760  a'22"oi     \ 
Q  =»     2i°4l'5i"j3    J    mittl.  Aeq.  1847.0 
i  =m    48°38'49"oi    | 
Wie  man   sieht,    unterscheiden  sich   die  Elemente   um  geringe  Grössen  von 
den  auf  pag.  506   angeführten.     Der   Unterschied  in  a  ist  aber  beträchtlich,   doch 
erklärt  sich   derselbe  hinreichend   durch   die  Unsicherheit   der  siebenstelligen  Rech- 
nung ,   da  beide  Systeme   in  nahezu  völliger  Uebereinstimmung  die  Beobachtungen 
darstellen.     Hätte  man  die   Elemente   als   Funktionen   der  Aenderungen  des   reci- 
proken  Werthes   der  grossen  Achse  dargestellt  {vergl.   die  Andeutung  pag.  505),  so 
wurde  man  in  der  That  rinden,  dass  die  Einführung  des  Unterschiedes  in  a  in  den 
beiden  Systemen  eine  völlige  Uebereinstimmung  herstellen  würde. 
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Anhang. 
Am  Schlüsse  der  folgenden  Tafelsammhmg  habe  ich  eine  mir  Ton  Herrn 
Et.  Schräm  freundlichst  zur  Verfügung  gestellte  Tafel  als  Tafel  XEX  aufgenommen. 
Dieselbe  hat  den  Zweck,  die  Verwandlung  grosser  Zwischenzeiten  .in  Tage  zu  er- 
leichtern, indem  sie  die  vorgelegten  Daten  unmittelbar  in  Tage  der  julianiBchen  Pe- 
riode umzusetzen  gestattet,  ohne  dass  man  nothig  hätte,  sich  um  die  Art  des  Jahres 
(ob  Schaltjahr  oder  nicht]  zu  bekümmern,  und  dürfte  insofern  einen  Vortheil  gegenüber 
den  ähnlichen  in  der  Connaissance  und  im  englischen  Nautical-Almanac  enthaltenen 
Tafeln  bieten.  Die  Tafel  gibt  auf  der  rechten  Seite  die  Zahl  der  seit  dem  Beginne 
der  julianischen  Periode  verflossenen  Tage  für  den  Anfang  eines  jeden  Jahrhunderte« 
sowohl  für  den  julianischen  als  für  den  gregorianischen  Kalender,  und  auf  der  linken 
Seite  die  Zahl  der  seit  dem  Anfange  des  Jahrhundertes  bis  zum  Anfange  des  ge- 
gebenen Monates  verflossenen  Tage ;  die  Summe  dieser  zwei  Zahlen ,  mehr  dem  Mo- 
natsdatum gibt  die  verlangte  Tageszahl  der  julianischen  Periode ;  negative  Jahreszahlen 
sind  im  Sinne  der  astronomischen  Zählweise  (Astr:  —  Hist:  =  -+-  i)  verstanden.  Es 
ist  noch  eine  Hilfstafel  beigefügt,  um  Stunden,  Minuten  und  Sekunden  in  Tagesbruch- 
theile  streng  zu  verwandeln.  Weiter  ist  zu  bemerken,  dass  in  der  Tafel  für  die  einzelnen 
Jahre  die  Anordnung  entsprechend  jener  der  Logarithmentafeln  so  getroffen  ist,  dass  der 
erste  Theil  der  Zahl  abgetrennt  und  durch  einen  Strich  über  der  ersten  Ziffer  des 
zweiten  Theiles  angezeigt  ist,  wann  der  Uebergang  auf  die  nächsthöheren  Anfangs- 
ziffern stattfindet ;  für  jene  Jahrhunderte,  welche  bei  der  gregorianischen  Zeitrechnung 
in  Klammern  gesetzt  sind,  ist  für  das  nullte  Jahr  des  betreffenden  Säculums  die  erste 
ober  dem  Striche  stehende  Zeile  auf  der  Unken  Seite  zu  benützen.  Es  soll  nun  die 
Anwendung  der  Tafel  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden ;  man  hätte  die  Zwischen- 
zeit zwischen  —  390  Juni  21 ,  6h  o/^i'oo  julianisch  und  1850  Januar  o,  oh  om  o" 
gregorianisch  zu  bestimmen.  Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt,  wenn  man  be- 
achtet, dass  —  399  =  —  4c»  +  1 : 
Jahrhundert  —  400     .     .     1574957 


Jahr  1  und  Monat  Juni     . 
Monatstag  21 

6ko-    o*. 
9m  2t' 60 
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0.25 

65 


1800       ....        2378495 
50  Januar       .     .  18263 

o  o 

1850  Jan.  o,oko"o"oo= 2396758.00 


-1-399  Juni  21,  6h  9"  21"  60  =  1575495.2565 
also  die  Zwischenzeit  821262,7435.  Hansen  rechnet  die  Zwischenzeit  in  dem 
Supplemente  zu  Beinen  Sonnentafeln  und  findet  sie  gleich  2248  jnlianischen  Jahren 
180,7435  Tagen,  was  mit  dieser  Bestimmung  identisch  ist.  Einige  der  Tafel  ange- 
bängte Bemerkungen  bedürfen  kaum  einer  Erläuterung;  so  fände  man  z.  B.  dass  der 
21.  Juni — 399  ein  Samstag  und  der  o.  Januar  1850  ein  Montag  war.  da  die  erste 
Tageszahl  (1575495)  durch  7  dividirt  den  Rest  5,  die  zweite  (2396758}  den  Rest  o 
gibt.  Bezüglich  der  das  Berliner  Jahrbuch  betreffenden  Bemerkung  ist  es  klar,  daes 
für  die  erstere  schon  die  drei  letzten,  für  die  folgende  aber  schon  die  zwei  letzten 
Ziffern  der  Zahl  genügen,  die  Entscheidung  zu  bringen. 
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Q,'  —  r  :  1« 

QjO   ■+   1  :  I» 

Q,l    +   II  :  7" 

Qs*  -  1  :  140 

Q,S   —    191  :  604B0 

Qj*   +  3«  =  60480 

Q,1   +  1497  i  J6  28800 

Qj>  —  189  :  36  1B800 

Q19   —  1479?  :  958  003*0 

Q<*  +  317  :  »**  09600 

Ql"  +  9»4  *7'57  :  161   534*7  36000 

0,10  _  68  03477  :  161    53487   36000 

Q,i3  —  167  40617  :  448  34549  ?6ooo 

Qj,a  +  3*  03699  :  6*7  6S369  66400 

Qi,s+  6  I43°9  43l69  :  3*  01186  85286  40000 

QjH  _  6631  15741  :  6  40137  37057  28000 

Ql"—  *3>3   39458  9*3°3  :  51090  94"7   "7094  40000 

Qjie  4.  „  0J877  9S6S"  :  10*18  18843  434i8  88000 

Q,I9+   1639  96886  81447  ■  1  5*579  *843l   37014  00000 

Qj»  —  15447  3473*  56043  s  337  *oon  B3331  81304  00000 

P,l   +   1  !  *4 

PjO  —  ,  .  *4 

Pi*   -   17  :  S76o 

Pj*   +  17  :  19*0 

P,«   +   3*7  :  9  67680 

Pj*   —  367  :  1  93536 

p,l   —  17859  :  4644  86400 

P*8  +  *7859  :  663  55100 

P|»   +    11  9S80J  :  I»  16144  09600 

P/   —  11  95803  :  1   36149  34400 

Pl11—   53*9*  41817  :i  67811   71056  64000 

Pam  +  53*9*  4*8*7  :  *4346  5'9"4  14000 

P,"  +■  1  S1988  J7117  :  64  17481  05359  36000 

P,b_  1  51988  57117  :  4  944*i  61950  7*000 

Pl»  —  1195  97m  66949  :  1   49851  11970  66393  60000 

Psl*  +  1195  971*1  66949  :  9990  "4198  04426  14000 

■Pl"  +   "   153*3  97734  '994>  :  6696  59197  23301  99719 

PjlB—  11   153*3  97734   <994i  =  191   9«7"7   4*4*9    58807 

68000 

04000 

l'l19  —   3' 1*6  45059  69545  10807:883  950i4  0]475  9956i 

P3I8  +  3i316  45059  69545   10807  :  46  5*3°9  "597*  4*o8i 

■99776  00000 ■ 

26304  00000 

log  Q,l      B.gioSi     87539     5*375     17***  —  "o 

log  QjO      8.91081     87539     5*175     17**8  —  10 

log  Q,s      8. 18406    018B7     16956     58051—10 

log  Qs*      7„6i978     87581     88393     97706—10 

loE  Ol6      Ts4994*     'S847     54577    4"897  —  10 

log  Q,«      6.70974    99"!     41«*     56100—  10 

log  Qi'      6.83765     55094     74554    00968  —  10 

log  Qa6      5«90i«3     4809B     79754     10591  —  10 

log  Ql8      6„t888o    67140     59646     43697—10 

log  Q/      5-14294     "59*8     69017     14*9'  —  lo 

log  Ql"     S-548i6    99B78     35175    08440  —  10 

log  Qi10    4»4'5*o     1314'     S1965     4358i  —  10 

log  QlB     4n9>353     36314     9*6Bo     95140—10 

log  Q*'*     3.70791     08571     71699     08961  —  10 

log  Q,l*     4.18307     61586     36488     77163  —  10 

log  Qs"     3»oi53*     03533     68939    0585*  —  10 

log  Ql"     3n°S590     S8038     69591     19695  —  10 

log  0,»    1.33181     36337     7446i    41189—10 

log  Q,»     3-03134    00303     5900»    66855  —  10 

log  0,1»      1  „66096     60643      89676      13374  —  '° 

log  P,l       8.61978     87581     8B393     97706  -  10 

log  P,0       8*61978      87581      88393     97706—  10 

log  P,3        7n47°°i     64379      55061      88167  —  IQ 

log  Pi*      7.94714     769*6     747*4     31996  —  to 

log  P,*        6.57B93     41991      03014     43847  —  IO 

log  Ps*       7n»7790     43034     39033      *4!»6—  IO 

1"E  *V       5n77799    *5*o8     14003     31115  —  10 

log  P<>8      6.61309    05608     38160     15186  —  10 

log  r,0       5.01396     10516     80116    06360  —  10 

log  P#       5n978lo     45611      19440     93819  —  IO 

log  Pi"     4«*9**3     59458     96757     75456  —  10 

log  P,W      S-34011     86310     54981      79531  -  10 

log  P,"     3-59134     00390     17949     00*15  —  10 

log  Fi«     4»707*8     339'3     347*5     77136—10 

log  P,  16      »1,90105      78081      19106     78783  —  10 

log  Pj1*    4.07814     90671     74888    0*991  —  to 

log  P,"     a. 11154    7*009    05976     08148  —  10 

log  P,»     3..45I99    61*2*     84*50    0100*— 10 

log  P,">     l„5494»     34*13     88368     16947  —  10 

log  Pi«    *, 8*8*3     70113     4"97     13100  —  10 
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log  (ö,'H). 
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8,877   344 
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028 

BJl9i8   771 

149 

078 

8H904  669 

118 
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0.508  818 

— 

—  0.023    l°°° 

0.503  079 

0.508  713 

16 
16 

4  —    46.0 

—  0.013  2000 

O.J02    965 

0.50B  597 

S  —     S7-S 

—  0.023   1000 

0.502    850 

—  0.018  0000 

0.508  481 

6  —    69.0 

—  0.023  0000 

o.so*  736 

-  0.017  9000 

0.508  366 

16 

7—     80.5 

8  -     91.0 

9  —  103. s 

_  0.022  9000 

o.jo*  611 

—  0.0*7  8000 

0.508  250 

0.502  507 

—  0.027  7000 

—  0.017  6000 

0.508  135 

0.508  019 

—  0.012  7000 

0.502  393 

0.502  179 

— 

16 

—   "4 

—  0.017  5000 

0.S07  904 

16 

—  114 

—  0.011  5000 

0.50*  165 

0.507  788 

0.501  osi 

—  0.027   3°°° 

0.507  673 
0.507  55* 

_    o!o21     1C^ 

0.501   937 

~ 

'S 
16 

1  —     11.4 

—   114" 

—  0.017  1000 

0.507  441 

0.501  709 

0.507  317 

- 

'S 

3  —     34-i 

4  —    45.6 

—    0.021    OOOO 

0.501  S9S 

—  114 

-  0.016  9000 

—  0.026  8000 

0.507  212 
0.507  096 

- 

16 

5  —     57-0 

6  —    68.4 

-  I'.IV,  8^ 

O.JOI    48' 

0.501  367 

-  1.4 

0.506  981 

0.501  253 

—  0.026  6000 

0.506  866 
0.506  751 

- 

'S 
'S 

7  —     79-8 

8  —     91.2 

-  V.lVl   1^ 

0.50t  139 
0.501  015 

z\\l 

—  0.016  4000 

0.506  636 

_ 

15 

9  -   102.6 

—  0.021  4000 

0.500  91t 

—  in 

16 

0.500  797 

—  0.026  2000 

0.506  405 

0.500  684 

—  "3 

0.500  570 

—  0.025  9000 

0.506  175 

- 

IS 

0.500  456 
0.500  342 

-... 

1  —     11.] 

2  —     11.6 

0.02J    80OO 

0.505  945 

3  —     33-9 

0.500  129 

—  0.025  7000 

0.505  830 

0.500  115 

—  0.015  6000 

0.505  715 

4  —     41-1 

0.500  001 

s  —    56-5 

0.499   888 

—  0.025  4000 

0.505  486 

6—    67.8 

o.499  774 

—  0.015  3000 

0.505  371 

—  0.02s  1000 

0.505  256 

7—     79-" 

0-499  547 

—  0.015  1000 

0.S05   141 

o.499  433 

-0.0150000 

0.505  016 

9  —  101.7 

0.499  3*o 
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leg/ 

Diff. 

P 

P- 

9 

log/ 

Diff. 

™J^7 

0.499  3*° 

—  114 

- 

114 

—  O.OIJ   OOOO 

0.493  678 

—  113 

0.499  106 

0.493  56s 

0.499  09 1 

%  — 

34- 2 

0.493  451 

—  0.019  7000 

0.498  980 

—  114 

0.493   14' 

—  0.019  6000 

0.498  866 

+ 

45-6 

—  0.014  6000 

0.493   229 

—  0.019  5000 

°-49*  751 

—  114 

5  — 

57.0 

0-49J    "7 

0.498  639 

6  — 

68.4 

0.493  005 

—  0.019  3000 

0.498  526 

0.492   893 

0.498  41 j 

79.8 

0.492  781 

0.498  300 

—  "1 

8  — 

91.2 

0.491  669 

z°ZZ 

0.498  07 j 

9  — 

102.6 

-0..,,^ 

0.492  JS7 
0.492  445 

-1.2 

'13 

0.497  960 

—  0.013  8000 

0.492  33i 

~  olols  60^ 

0.497  847 
«•497  714 

—  '13 

—  0.013  70«0 

0.492  109 

~iii 

1    — 

11.3 

0.497  621 

~\\l 

22.6 

—  °-°U  5000 

0.491  997 

0-497   S°7 

3  — 

13-9 

0.491  8B5 

—  0.018  JOOO 

0.497  394 

—  0.013   3«K> 

0.491   774 

—  0.018  IOOO 

0.497  281 

+5-1 

—  0.013  1000 

0.491  662 

—  0.018  1000 

0.497   168 

J  — 

56.5 

—  0.013   'ooo 

0.491   5 jo 

—  °-°'8  QOO° 

0-497  ojs 

—  11 

6  — 

67.8 

—  0.013  0000 

0.491  438 

-  0.017  9000 

0.496  942 

—  113 

7- 

79-1 
90.4 

O.491    1*7 

0.496  829 

O.491    215 

0.496  717 
0.496  604 

_  l:l\l  lolo 

0.49'   103 

0.490  99z 

—  o!oi7  6000 

—  113 

—  in 

0.496  491 

0.490  880 

0.496  J78 

0.490  768 

—  0.017  2000 

0.496  265 
0.496  15z 

0.490  657 

0.49°  545 

—  113 

■  — 

11.2 

—  0.012  2000 

—  in 

—  0.017   1000 

0.496  040 

— 

Jl-6 

0.490  434 

0.495  917 

1  — 

—    O.OI2    OOOO 

0.490  322 

—  113 

4  — 

44-8 

11! 

0.49s  814 

5  — 

56.0 

0.490  »1 

0-495  702 

6  — 

67.2 

0.490  099 

0.49S  5*9 

0.489  988 

0.495  476 

78.4 

0.489  877 

o.495   364 

89.6 

0.489  765 

—  0.016  4000 

o.495  *5i 
o.495   '1» 

—  "3 

9  — 

—  0.011  4000 

0.489  654 
0.489  S43 

—    '" 

0.495  026 

0.4*9  43" 

—  0.016  1000 

0.494  9'3 

0.489  320 

—  0.016  0000 

0.494  801 
Q.494  689 

-,., 

0.489  »09 
0.489  098 

-,„ 

1  — 

*  * ;  * 

—  0.015  8000 

0.494  576 

3  — 

»•1 

0.488  986 

Z  "\ 

o.494  464 

0.488  87s 

0.494  351 

44.4 

0.488  764 

—  in 

0.494  2J9 

5  — 

SS-5 

0.488  653 

-  in 

0.494  "7 

6  — 

66.6 

0.488  542 

0.494  °«4 

0.4B8  431 

0.493  90* 

77-7 

0.4BB  320 

o.493   790 

88.  B 

0.488  209 

0.493  678 

9  — 

99-9 

0.488  09B 
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1°«/ 

Diff. 

p.p. 

. 

log/ 

IM. 

—  0.009  9000 

0.488  098 
0.487  987 

-,„ 

-in 

0.482  580 
0.482  470 

-MO 

l  -  ll'l 

0.487   876 

i  —  33-3 

—  0.004  Booo 

0.482  360 

—  0.009  7000 

0.487  765 

—  0.004  7000 

0.48*  150 

—  0.009  iw) 

0.487  6j4 

—     III 

4 ^  , 

—  0.004  6000 

0.481  141 

—  109 

—  0.009  5000 

0.487  543 

—  0.004  5000 

0.482  031 

—  0.009  4000 

0.487  43* 

-    HO 

6  —  66^6 

0.481  921 

—  0.009  jooo 

0.487  3" 

—  0.004  3°oo 

0.481   812 

—  0.009  *°oo 

0.487  »1 

7  —  77.7 

—  0.OO4  *«K> 

0.481  702 

—  109 

0.487  100 

8  —  88.8 

0.481   593 

—  0.009  0000 

—  0.008  9000 

0.486  989 

0.486  879 

-,,0 

9  —  99-9 

—  0.003  9°°° 

0.481  4*3 
0.481   374 

I!ü 

—  0.008  8000 

0.486  7&& 

— ■  0.003  8000 

0.481  »64 

—  0.008  6000 

0.486  657 
0.486  547 
O.486  436 

_  ||° 

—  0.003  7000 

—  0.003  Sooo 

0.481   155 

0.481  045 
0.480  936 

— 109 

1  —  n!o 

0.486   325 

~ii? 

3  —  J3-o 

—  0.003  *°°o 

0.480  826 

O.486    2IS 

—  0.003  3000 

0.480  717 

— 109 

-  "ö 

4  —  44.0 

0.480  60g 

0.481  994 

s  —  ss-o 

0.480  498 

—  0.00g  0000 

0.48s  883 

—    HO 

6  —  66.0 

—  0.003  0°°° 

0.480  389 

— 109 

-    O.MT     fe£ 

0.485   773 
0.485  662 
"•485  55* 
0.485  441 

—  nö 

7  —  77.0 

8  —  88.0 

9  —  99.0 

—  0.002  9000 

—  0.002  8000 

0.480  280 
0.480  171 
0.480  061 
0.479  95* 

— 10» 

—  o!oot  6000 

—  110 

— 109 
— 109 
— 109 
— 105 
— 109 
— 109 

—  0.007  5°°° 

0.48S  33" 

1IO 

—  109 

—  0.001  5000 

0.479  843 

0.485  «1 

0-479  734 

o.4as  "o 

0.002    30OO 

0.479  615 

—  0.007  »000 

0.48s  °°° 
0.484  B90 

-\\l 

1  —  10.9 

2  —  11.8 

_  0'°°2   ioto^ 

0.479  5l6 
0.479  407 

—  0.007  0000 

0.484  780 

3  —  32.7 

—  0.001  0000 

0.479  197 

—  0.006  9000 

—  0.006  8000 

0.484  669 
0.484  559 

-„0 

4  —  43-6 

5  —  54-5 

~  l:Z  SS 

0.479  188 
0.479  079 

— 109 
— 109 
— 109 

—  0.006  7000 

0.484  449 

-iE 

0.478  970 

■ —  0.006  6000 

0.484  3J9 

7  ?6., 

—  0.001  6000 

0.478  861 

0.484  «9 

8  —  87.1 

0.478  7S3 

— 109 

—  0.006  4000 

—  0.006  3000 

0.484  119 

0.484  008 

—  in 

9  —  98.1 

—  0.001  4000 

0.478  644 
0-478  535 

-■» 

—  0.006  2000 

0.483  898 

0.478  416 

— 109 

— 109 

— 109 

0.483  788 

—  108 

0.478  317 

—  0.006  0000 

0.483  678 

—  0.001  0000 

<  —  10.8 

—  0.00s  9000 

0.483  568 



t  —  11.6 

—  0.000  9000 

0.478  099 

—    10» 

0.483  4S8 

J  —  J»-4 

—  0.000  8000 

0.477  99' 

— 109 

—  o.ooj  7000 

0.4B3   348 

— 109 

0.477  881 

—  0.005  6000 

0.483  139 

4  —  43-» 

—  0.000  6000 

0-477  773 

~   loa 

—  0.005  5000 

0.483   129 

5  —  54-° 

0.477  664 

0.483  019 

6  —  64.8 

o.477  55* 

—  1°) 

—  109 

—  0.005  3°°o 

0.482  909 

—  0.000  3000 

0.477  447 

—  0.005  i°°o 

0.482  799 

—  109 

7  —  75-6 

o-477   3J8 

—  °-°°S   »**> 

0.481  689 

8  —  86.4 

O.477  130 

—  109 

4 

9  —  97-* 

O.477    in 

,  Google 
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• 

log/ 

Diff. 

P.p. 

8 

1°S/ 

Biff. 

0.477    121 

—  108 

—  109 

—  109 

+,    O.OOS    O3O0 

..47.  7.. 

0.477  013 

1  —   10.9 

1—21.8 

+  0.005   IOOO 

0.471  614 

—  107 

—  107 

0.476  904 

3  —  32-7 

+  0 

47'    5°7 

+  o.ooo  3000 

0.476  796 

—  109 

+  0 

471   400 

+  0.000  4000 

0.476  687 

4  —  43.6 

4-  0 

00s  4000 

47'    292 

4-  0.000  5000 

0.476   579 

—  109 

—  108 

—  109 

—  108 

—  108 

—  109 

5—54-5 

+  0 

00s  5000 

471    18S 

—  107 

-j-  0.000  6000 

0.476  470 

+  0 

00;  6000 

471   078 

0.476  361 

+   0 

005  7000 

470  970 

+  0.000  8000 

0.476  153 

7  —  76.3 

+  0 

470  863 

+0.000  9000 

0.476  145 

8—87.1 

+  0 

005  9000 

470  756 

—  107 

—  107 

+  0.001  0000 

0.476  037 

9  —  98.1 

+  0 

006  0000 

0.470  649 

+   O.OOI    IOOO 

0-47S  9*8 

—  108 

4-  0.006   IOOO 

0.470  541 

—  107 

+    O.OOI     IOOO 

+  0 

470  435 

0.475  712 

—  10B 

—  109 

+  0 

470   32  7 

—  107 

—  107 

—  107 

0-475  604 

1   —   10.8 

+  0 

006  4000 

+  0.001   5000 

0-475  495 

*  —  21.6 

+  0 

47o   113 

0.475  1*7 

—  108 

—  108 

—  108 

—  109 

3  —  3*-4 

4-  0 

o.4'S  *79 

+  0 

469  899 

—  107 

—  IOJ 

o.475   171 

4—43.2 

+  0 

006  8000 

469  792 

-j-  0.001   9000 

0.475  063 

S  —  54-0 

+  0 

006  9000 

469  685 

o.474  954 

6—64.8 

+  0 

007  0000 

0 

469  578 

—  108 

7  —  75-6 

8  —  86.4 

9  —  97.1 

—  107 

+  0.002   IOOO 

0.474  846 

+  0.007  1000 

0.469  47" 

—  107 

4-  0.002  2000 

0-474  7J8 

—  108 

+  0 

007  2000 

469   364 

+    O.OOI     JOOO 

o.474  630 

+  0 

007  3000 

0 

469  157 

—  106 

+  l:Zl  ££0 

0.474  5" 
0.474  414 

—  108 

—  107 

4-  0 

+  0 

007  4000 

007    JOOO 

0 

469   IJI 

469  044 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

0.474  306 

+  0 

007  6000 

468  937 

+  l:Zl  IZl 

0.474  '98 

—   108 

4-0 

4-  0 

007  8000 

468  830 
468   723 

1  —  10.7 

0.473  98* 

2  —  it.4 

4.0 

468  617 

—  107 

'+  0.003  000° 

0.473  875 

3  —  3"-» 

+  * 

008  0000 

468  S'o 

—  108 

—  107 

+   O.OOJ    IOOO 

0.473  767 

—  108 

*  _  **' 

4-  0.008   IOOO 

0.468  403 

—  107 

—  106 

0.473  659 

6  —  64!i 

4-  0 

468  196 

4-  0.003  3°oo 

o.473  SS« 

4.0 

00 8    30OO 

4-  0.003  4000 

0-473  443 

—  107 

—  108 

—  108 

4-  o 

468  083 

+  0.003  S°oo 

0.473  336 

8  —  «5.6 

4-  P 

008  5000 

467  -976 

—  to6 

+  0.003  6000 

0.473  228 

9  —  96-3 

4-  0 

008  6000 

0 

467  870 
467  763 

+  0.003   7°°° 

0.473   '*o 

+  0 

0.473  012 

4-  0 

008  8000 

467  65 7 

—  107 

—  106 

-j-  0.003  9000 

+  0.004  0000 

+  0-<x>4  1000 

0.472  905 
0-472  797 

0.47»  689 

—  108 

—  107 

—  106 

4-  0 

+  0 

008  9000 

009  0000 

° 

467    550 
467  444 

i  -  »:' 

4-  0.009  >ooo 

0.467  337 

0.47»  sn 

3  —  3>-8 

4-  0 

467  23' 

—  107' 

-j-  0.004  Jooo 

0.471  474 

—  107 

+  0 

009  3000 

467   124 

+  0.004  4000 

0.472  367 

4  —  4»-4 

+  0 

009  4000 

467  018 

4-  0.004  5000 

0.472  159 

5  —  5JO 

+  0 

009  5000 

4-  0.004  6000 

0.47»  15» 

6  —  63.6 

+  0 

009  6000 

-j-  0.004  7000 

0.472  044 

—  107 

—  108 

4-  0 

009  7000 

466  699 

—  107 

-j-  0.004  8000 

0.471  937 

7  —  74-i 

4-0 

009  8000 

466  592 

4-  0.004  9000 

0.471  819 

8—84.8 

+  0 

009  9000 

466  486 

+  0.005  0000 

0.471   7*2 

9  —  95-4 

+  0  010  0000 

0.466  380 

,  Google 
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log/ 

I>iff. 

P.p. 

? 

l"g/ 

Diff. 

+  O.OIO  oooo 

0.466  380 

106 

—  107 

4-  o.oij  0000 

0.461  094 

+    O.OIO    IOOO 

0.466  174 

107 
106 

1  —  H.4 

+  0.015  1000 

0.460  989 

—  IOJ 

T  I05 

—  105 
~-  ios 

+  o 

J  —  32.1 

+  0 

460  884 

+  o 

466  061 

+  0 

460  779 

+  o 

46S  95 S 

106 
106 
106 
107 

4  —  42.8 

+  0 

01s  4000 

460  674 

+  o 

010  5000 

0 

46j  8+9 

S  —  SJ- 5 

+  0 

015  5000 

460  S69 

+  o 

46s   741 

6  —  64.» 

+  0 

460  464 

—  105 

—  105 

—  105 

—  10s 

—  ios 

+  o 

010  7000 

46s  637 

+  0 

460  359 

+  o 

46s  S30 

7  —  74.9 

+  0 

460  *54 

46;  4*4 

■06 

8  —  85.6 

+  0 

015  9000 

460  149 

+  o 

011  0000 

0 

465  Jl8 

I 

9  —  96.3 

+  0 

016  0000 

0 

460  044 

+  o 

011   1000 

0.465  »11 

106 

—  106 

+  0.016  1000 

0.459  ?39 

—  10s 

+  o 

+  0 

459  «34 

+  o 

011   3000 

46;  000 

.□6 
106 

+  0 

459  7*9 

+  o 

011  4000 

0 

464  894 

1  —  10.6 

+'0 

016  4000 

0 

459  6l* 

—  ios 

+  o 

464  788 

+  0 

016  5000 

459  5" 

+  o 

105 
106 

3-  3i-8 

+  0 

459  4' 5 

+  o 

464  S77 

+  0 

016  7000 

459  31" 

—  105 

+  o 

464  471 

4  —  4*-4 

+  0 

016  8000 

459  ioj 

+  o 

° 

464  365 

S  —  53-° 

+  0 

459  IO* 

—  105 

+  o 

012  0000 

o 

464  259 

6  —  63.6 

+  0 

017  0000 

0 

458  996 

-* 

io6 

—  105 

+  o 
+  o 

"?>£» 

0.464  Hi 
0.464  047 

- 

106 

7  —  74.1 
8—84.8 

+  0 
+  0 

017    IOOO 
017    IOOO 

■ 

458   891 

4S8   786 

—  ios 

—  104 

+  a 

4-o 

0I1  3"o 

0.463  94* 
0.463   8 J6 

+  0 
+  0 

017  4000 

458  681 

458  577 

"~ 

106 

105 
106 

0 

—  105 

+  o 

0.463  730 

—  105 

+  0 

017  5000 

458  473 

+  o 

0.463  615 

+  0 

458  368 

0.463  519 

+  0 

458  *63 

+  o 

0.+6J  413 

1  —  10. s 

+  0 

017  8000 

458   '59 

+  o 

011  9000 

a.463  308 

to6 

2  —  21.0 

+  0 

017  9000 

0 

458  054 

— ■   104 

+  o 

013  0000 

0.463  101 

3  —  Ji. S 

+  0 

018  0000 

0 

457  9SO 

106 

—    105 

+  o  ou   1000 

0.46]  096 

'*  ~  4l-° 

+  0  01S    IOOO 

0.457  8« 

—  104 

—  IOJ 

—  104 

—  104 

+   0 

461  991 

106 

6  —  63.0 

+  0 

018  2000 

457  74» 

+  o 

013  3000 

+  0 

OtB   3000 

457  6'6 

+  o 

013  4000 

461  780 

7  —  73-5 

+  0 

457  428 

+  o 

461  674 

~ 

105 
106 

8  —  84.0 

+  0 

+  o 

+  o 

013  6000 

0 

461  569 

461  463 

9  —  94-5 

+  0 

+  0 

o'8  6000 

0 

457   3»! 

457  »9 

—    IO4 

013  7000 

«OS 
106 

+  « 

013  800a. 

0 

462   358 

+   0 

018  8000 

0 

457  »S 

+  o 

013  9000 

461  151 

ios 
105 
iq6 
lOJ 

105 
105 

ios 
ios 

10; 

—  104 

+  0 

457  aI° 

—    104 

-r-O 

014  0000 

° 

462   147 

- 

+  0 

+  0 

019    OOQO 

019  1000 

456  802 

+  o  014  »00 

0.46*  041 

1  —  10.4 

1—10.8 

+  0 

461    936 

3  —  Ji.» 

+  0 

019  10°o 

456  698 

+  0 

014  3000 

461    831 

+  0 

019  3000 

456  S93 

—  104 

—  104 

+  0 

4  —  41.6 

+  0 

019  4000 

456  489 

+  0 

014  5000 

461   621 

5  —  5*-o 

+  0 

456  J8S 

+  0 

461  515 

6  —  62.4 

+  0 

019  6ooo 

456  281 

+  0 

461  410 

+  0 

019  7000 

456  177 

—    IOS 

+  0 

014  8000 

461  30s 

7  —  7*.! 

+   0 

456  073 

+  0 

014  9000 

461  100 

8  —  83. 1 

+  0 

019  9000 

455  968 

0.461  094 

9  —  93.6 

+  0.010  0000 

0  4S5  864 

,  Google 
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9 

log/ 

Kff. 

p.p. 

? 

log/ 

Diff. 

+ ..«.  «». 

0.455  864 

4-  0.025  0000 

0.450  688 

— 

-(-  o.o 20  1000 

0.455  760 

4-  0.0*5  1000 

0.4S0  586 

—  103 

+  0 

0.4JS  656 

104 

104 
104 
103 

+  0.025  *ooo 

450  483 

+  0 

+  0 

ozo  3000 

0-455  55* 

0.455  448 

4-  0.025  3000 
-j-  0.015  4000 

450  38o 
45°  *77 

—  103 

—  103 

—  103 

+  0 

010  sooo 

0-455  344 

+  0.015  5000 

4SO   174 

+  " 

0-455  140 

— ■  104 

450  071 

+  ° 

+  0 

010  8000 

0-455  '37 
0.455  033 



4-  0.025   7000 
+  0.015  8000 

449  968 
449  865 

— 

104 
104 

1  —  10.4 

0 

—  103 

4-  0 

0.454  929 

+  0.015  9000 

449  762 

+  0 

011  0000 

o.454  815 

3  —  31.» 

+  0.016  0000 

0 

449  660 

+  0.021   1000 

0.454  7" 

104 
104 

4  —  41.6 

5  —  52.0 

4-  0.016  tooo 

0.449   J57 

—  103 

—  103 

—  103 

+  0 

0.454  617 

6  —  61.4. 

449  454 

+  0 

0.454  5'3 

103 

104 

449    35' 

+  0 

0.454  4'o 

449  149 

+  ö 

0.454  3°6 

8  —  83.1 

4-  0.016  5000 

449  «4» 

+  ° 

011  6000 

0.454  *°* 

~ 

103 

9  —  93-6 

-j-  0.026  6000 

D 

449  043 
44*  94' 

—  10t 

+  ° 

0\454  099 

to4 

+  ° 

ozi  Sooo 

0-4S1  995 

+  0.016  8000 

44B   B38 

+  0 

0.453  891 

103 

104 

—    103 

-[-  0.016  9000 

44*  73° 

+  0 

021  0000 

o.453  788 

_ 

0.448  633 

—  101 

1  —  10.3 

4-  0  022  1000 

0.45I  684 

103 

104 

z  —  10.6 

+  •••"»  '°°° 

0.448  IJI 

—     I03 

+  0 

o.453  58o 

3  —  Jo-9 

+  °;«J  1000 

448  41B 

+  0 

0-453  477 

448  3*5 

+  0 

011  4000 

0.453  373 

4   —   4' ■! 

+  0.0*7  4000 

* 

448  **3 

—     102 

+  0 

0-453   *7o 

5  —  5'-5 

448   121 

+  ° 

0.453    '66 

6  —  61.8 

° 

448  018 

+  0 

0.453  063 

+  0.0*7  7000 

447  9 '« 

—    103 

+  0 

0.451  959 

103 

toj 

7—7*.' 

447  813 

+  0 

0.451  856 

8  —  81.4 

+  0.017  9000 

447  7" 

+  0 

013  0000 

0.451  75* 

9  —  9i-7 

447  609 

—    103 

+  0  011  1000 

0.451  649 

IQ2 

■f  0.018  1000 

0.447  506 

—    IOI 

+  0 

451  546 

103 

+  0.018  1000 

447  4t>4 

+  0 

02 1  3000 

451  441 

447   10* 

+  0 

45i  339 

-\~  0.018  4000 

447    199 

+  0 

0*3  5000 

451  136 

447  097 

+  0 

45*  '3* 

3  —  jo.6 

-f-  0.0x8  6000 

446  99s 

+  0 

45*  019 

103 

446  893 

+  0 

45'  9*6 

4  —  40.8 

+  0.01B  8000 

446  790 

+  0 

o»3  9000 

4S>  823 

S  —  51.0 

4-  0.018  9000 

446   688 

+  0 

0 

45'  7'9 

104 

6—61.1 

+  °-°19  0OO° 

0 

446   586 

+  0  014  1000 

0.451  616 

103 
103 

7  —  71-4 

8  —  gl. 6 

+  0.019  1000 

0 

446  484 

+  0 

014  1000 

0.451   513 

z 

9  —  91.8 

+  0.029  1000 
4-  0.029  3000 

0 

446   381 

—    101 

-t-  0 

024  3000 

0.451  410 

103 
103 

+  0 

014  4000 

0.451   307 

+  0.019  4000 

446   178 

+  0 

0.45t  104 

-j-  0.019  5000 

446  076 

+  0 

024  6000 

0.451   101 

-j-  0.019  6000 

445  974 

+  0 

014  7000 

0.450  998 

103 

+  0.029  7000 

44S   87* 

+   ° 

014  8000 

0.450  894 

+  0.019  8000 

445   770 

+  0 

024  9000 

0.4SO  79' 

+  0.019  9000 

445  668 

+  ° 

01s  0000 

0.450  688 

-f-  0.030  0000 

0.445  S60 

,  Google 


»  =  40-                  v 

1  :  CT,                   log 
Merkur                              7636440  (Asten)       9 
Venus                                 401839                    1 
Erde- und  Mond                355499                    ' 
Mars                                  2680337                    ° 
Jupiter                             1047.879                    3 
Saturn                                 3501.6                          3 
Uranus                                  22000                    2 
Neptun                                  19700                    2 

w  A)  *  i7i|  1  oT                  log  («>  £m]  m, 
7924 — 10                    8.2692 — 10 
0712                            9.5480—10 
1244                               9.6012 — 10 

2471                    8.7239—10 
654972                 2-131755 

13102                        1.60780 
3329                            0.8096 

3808                     0.8576 

log*               8.235  58.4  4.4]   („,„„, 
log*               3-550  0065  746J 

vergl.  pnß.  .15,  53,  54. 

Uebersioht  der  Hauptformelo  der  meohanisohen  Quadraturen, 

Untere  Grenze:   (0 — \w) 

/(a_1„|=_J./.(„_i„)  +  ^/..(„_4„)_9Ä;/.[,_1«,)  +  ... 

yW-+i/!"-»)-JS(2/"I^»)+/''(«i>+,6,,6..(3/'-(«-«';  +  2/»ia))-... 

Untere  Grenze :  (0) 

/[»-!»)  =-|/w + ^/'  i«i-™/'"  1«) + 6;ä./'  w— ■ 

VW=-n/W  +  ^;/"(«)-^/"H  +  - 

Obere  Grenze:   {a  +  [t  +  {]w)=^x 

0+[.-f-il* 

Obere  Grenze:   (a4-t«i)=y 

y>B«=«,{y(j,i-i/.W  +  ^/".{y)-^/-i!(|+...} 

j)[J-(i)^=^{./W  +  i/M-^/"i»  +  ^/"iy]— •} 

,  Google 


Tafel  xra, 

o-Tftfel. 


030  0000 

log« 

IKff. 

P.p. 

- 

log  ff 

Diff. 

—  o 

4.912  983 

—  0.025  0000 

4.919  618 

—  68 

—  67 

—  0.029  9000 

4.922  91s 

—  67 

—  68 

—  0.024  9000 

4-919  551 

-67 

—  67 
-67 

—  68 

—   0 

019  8000 

4.92t  848 

—  0.024  8000 

4.919  484 

4.912  7B0 

—  67 

—  68 

—  0.024  7000 

4-919   4'7 

—  0 

019  6000 

4.922  713 
4.921  64s 

—  0.014  6000 

4.919  350 

019  5000 

—  67 

—  0.024  5000 

4.919  181 

—  67 

—  67 
-67 
-67 

—  67 

4.922   578 

—  68 

—  0.024  4000 

4.919    2IS 

019  3000 

4.912   510 

—  67 

—  67 

—  68 

—  68 

4.919    148 

~  ° 

019    IOOO 

4.9»*   443 
4.911   376 

—  0.024  2000 

—  0.024  1000 

4-919   081 
4.919   014 

1  —     6.8 

4.9«   308 

*—  13.6 

—  0.024  0000 

4.918    947 

—  67 

3  —  20.4 

—  67 

H      Q 

02  8  9000 
018  8000 

4.922   141 
4-9"   «73 

—  68 

—  67 

—  67 

—  68 

5  —  34-o 

—  0.013  Sooo 

—  0.023  7000 

4.918    813 
4.918    746 

—  67 

—  67 

—  67 
-67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

4.921  039 

—  0.023  6000 

4.918    679 

018  5000 

4.911  971 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

7  —  47-6 

8  —  54.4 

9  -6. .2 

4.918   6l2 

z° 

02B  4000 
01S  1000 

4.921  904 
4.921  836 
4.921  769 

—  0.023  4000 

—  0.023  3000 

—  0.013  2000 

4.9U    545 
4.9I8   478 
4.918   411 

018  1000 

4-9*«  702 

—  68 

—  0.013  1000 

4.918    344 

—  0 

028  0000 

4-9*1  634 

-67 

—  0.013  0000 

4.918    178 

4.911  567 

—  67 

—  67 

—  0.011  9000 

4-918  2il 

—  67 

-67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67     . 

—  67 

—  67 

—  67 

—  66 

017  9<*x> 

1  —     6.7 

027  *°°° 

4.911    JOO 

—  68 

1  —  13.4 

4.918   144 

—   0 

027  7000 
017  6000 

4.911   432 
4.911  36s 
4.911  298 

-67 

—  67 

—  68 

3—20.1 

=i:üiiE 

4.918  077 
4.9««  010 
4-917   943 

017  4000 

4-9»'   230 

—  67 

S  —  33 -S 

4-9«7   876 

017  3000 

4.911   163 

—  67 

—  0.011  3000 

4.917   809 

017  2000 

4.911  096 

—  67 

—  68 

4.917   74* 

7  —  46.9 

4.917  675 

017  0000 

8  —  53.6 

4.917  609 

—  0.016  9000 

4.910  894 

-67 

—  67 

—  67 

—  68 
-67 

—  67 

—  67 

—  67 

9  —  60.3 

—    O.MI    QOOO 

4.917   541 

—  67 

—  67 
-67. 
-67 
-67 

—  66 

4-9'7  475 

4.910  760 

4.917  408 

4.910  691 

4-917  341 

1  —     6.6 

4.917  174 

026  4000 

4.920  558 

2  —  13.* 

4.917  108 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

4.910  491 

3  —  19-8 

4.917  141 

=  1 

026    IOOO 

026  0000 

4.910  356 

—  68 
-67 

4  —  26.4 

5  —  33" 

Erl'E 

4.917  074 
4.917  007 
4.916  940 

—  67 

6  —  39.6 

—  66 

—  0 

01 J  9000 

4.9*0  22z 

—  67 

—  67 

—  67 

—  68 

7—46.2 

—  0.020  9000 

4.916  B74 

-67 

—  67 

—  67 

=  1 

02J    fo£ 

4.920  155 

4.910  088 
4.920  011 

8—5*'« 
9  —  S9-4 

-  0.010  7000 

4.916  807 
4.916  740 
4.916  673 

4-9"9  9S3 

—  67 

—  67 

-67 
—  67 

-67 

—  0 

Ol;    40OO 

4.919  886 

—  0.010  4000 

4.916  540- 

4.919  819 

—  67 

—  67 

—  67 

—  O.OIO  3000 

4-9l6  473 

4.919  752 

4.919  685 

4.916  340 

—  67 

4.919  618 

O.02O  0000 

4.916  273 

,  Google 


Tafel  XIII. 
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log  0 

Diff- 

P.p. 

- 

log  0 

Diff. 

— 

4.916  271 

—  67 

-...„   — 

4.912  948 

-66 

-o 

OI9     BOOO 

4 
4 

916   206 
916   140 

—  66 

—  67 

—  67 
_  66 

—  67 

—  0 

014  8000 

4.912  882 

4.9"  8iS 

—  67 

—  66 

916  073 

014  7000 

4.912  749 

—  o 

«?££ 

4 

916  006 
915   940 

—  0 

oll   5™o 

4-9"   683 
4-9"  617 

—  66 

—  67 

019  4000 

9'5   «73 

-67 

4.912  sjo 

—  66 

—   o 

019  3000 

4 

915   806 

—  66 

—  0 

014   3000 

4.912  484 

—  66 

zl 

019  2000 
019  1000 
019  0000 

4 
.4 

915   740 
9«5  &7J 

-  67 

-  67 

=  0 

014   1000 

4.9'i  418 
4.912  352 
4.912  285 

—  66 

—  67 

1  —     6.7 
*  —  "1-4 

—  66 

3—20.1 

—  66 

—  o 

018  9000 

4-9'S   S4° 

—  67 

4  —  26.8 

5  —  il-S 

—  0.013  9000 

4.91*  219 

—  66 

Z  o 

Vll   70W 

4 

9'5  473 
915  407 

_  66 

z  0 

Oij     «OOO 

013  7000 

4.912  153 
4.912  087 

—  66 

—  o 

018  60C.O 

9» 5  14° 

—  67 

—  66 

—  67 
_  66 

,     4D'1 

—  0 

013  6000 

4.912  021 

—  67 

-  ° 

oi 8   300a 

i 

915  273 
9' 5  "7 
915   140 
915  °74 
91 5  007 

7  —  46.9 

8-  SJ-6 

9—60.3 

-  = 

013  sooo 
013  4000 
013  3000 

4.911   954 

4.91:    888 
4. 911    82t 
4.911    756 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  o 

018    1000 

—  67 

—  66 

—  0 

013  1000 

4.911   624 

914  941 

—  66 

—  0.017  9<*«> 

-67 

4-9"    SS7 

-  67 

—  66 

914  H74 

1   —     6.6 

—  0 

0I7  ?o~ 

2 

914  808 

914  741 

—  67 

—  66 

2  —   13.2 

3  -   19-8 

—  l 

012  7^00 

4.911   491 
4.911   425 

—  66 

—  66 

—  66 

—  0 

017  6000 

4 

914  675 

—  0 

012  6000 

4-911   3S9 

—    Q 

017  s°oo 

4 

914  608 

—  66 

4  _   ^.4 

—  0 

012   sooo 

4.911  »93 

—  66 

017  4000 

914  542 

—  67 

—  66 

4-9"  "7 

—  66 

9'4  475 

—  66 

017  »000 

914  409 

—  67 

4.911  095 

—  66 

9H34S 

7—46.2 

4.911   029 

—  67 

914  276 

4.910  962 

—    O.Ol6    9000 

4.914  109 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

9  —  59-4 

-o.o.i  9000 

4.910  896 

—  66 

—  66 

016  8000 

9'4  "41 

—  65 

4.910  830 

914  076 

4.910  764 

=i 

016  6000 
0.6  5000 

; 

914  010 
913   943 

913   877 

oll   40^ 

4.910  698 
4.910  632 
4.910  566 

—  66 

—  66 

—  66 

1  -     6.5 

2  —  13.0 

913    8.1 

1  —  »9-5 

4.910  joo 

—  66 

016  2000 

91J   744 

4.910  434 

—  66 

016  1000 

913   678 

4—26.0 

4.910  368 

—  66 

913   611 

5  —  3*-S 

4-9>o  302 

—  66 

6  —  39.0 

—  66 

—  0.01s  9°°° 

4-9'J  545 

—  66 

—  67 

—  66 

—  0 

010  9000 

4-910  136 

—  66 

01s  8000 

4 

9' J   479 

010   8000 

4.910   170 

—  66 

913   412 

4.910   104 

010  6000 

4.910  038 

—  66 

—  66 

—  66 

-° 

oij  5000 
01 s  4000 

4 

913   280 
913  »3 

—  67 

—  66 

—  0 

010  sooo 
0.0  4000 

4.909   972 
4.909   906 

015   3000 

913  147 

4.909   840 

-65 

—  66 

Oi5     2000 

913  081 

—  67 

—  66 

4- 9°9   77 S 

015   1000 

913  014 

4.909   709 

—  66 

-. 

4 

91t  948 

4.909   643 
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Tafel  im 

ff -Tafel. 


' 

log  a 

Diff. 

P.p. 

' 

log  a 

Ditr. 

-— 

4.909  643 

—  66 

~~     " 

4.906  357 

—  66 

— ■  0.009  9000 

4.909   577 

66 

—  0.004  9000 

4.909   Jli 

—  66 

004  8000 

009  7000 

4.909  44s 

—  66 

004  7000 

906  160 

00g  6000 

4-9°9  379 

—  66 

004  6000 

906  095 

4.909  313 

—  66 

004  5000 

—  65 

009  4000 

4.909  147 

—  66 

905   964 

009  3000 

4.909  181 

905   898 

4.909  116 

—  66 

905   833 

—  66 

009    JOOO 

905   767 

009  0000 

4.908  984 

004   OOOO 

905   702 

—  0.008  9000 

4.908  918 

-  66 

■ 

4.905  636 

—  66 

008  8000 

4.908   8ji 

—  66 

—  65 

—  66 

—  66 

905   57t 

008  7000 

4.908  786 

003  7000 

905   506 

—  66 

—  65 

—  0 

008  6000 
008  5000 

4.908  711 
4.908  655 

—  0 

003  foZ 

J 

90s  440 
905   375 

1   —     6.6 

—  0 

008  4000 
008  3000 

4.908  589 
4.908  513 

—  66 
-65 

—  66 

2  —  13.2 

3  —  19.8 

—  0 

003  3000 

l 

905   309 
9°S   144 

—  65 

—  0 

008    JOOO 

4.908  4j8 

—  0 

003  1000 

4 

905   179 

Z  66 

4.908   392 

4  —  16.4 

4 

905    113 

0 

008  OOOO 

4.908   316 
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747  3813 
746  6860 
745   99°6 


—  7194 

—  7185 

—  7174 

—  7166 


70  54 

7044 

—  7035 


—  7008 

—  6999 

—  6989 


—  6963 

-6954 
-6945 
-6936 
-6927 
-6919 


'5°  37i4 
'49  97'4 
149  57' 


'48  3734 
[47  9755 
'47  578i 


[43   6366 

'43  »457 
r42  8554 


119  753' 
119  1&79 
138  98J* 


137  8326 
■37  45°* 
137  0683 

136  6870 
136  3062 

135  926a 
115  54°1 
135  1672 

134  7886 
134  4106 
134  °IJi 

131  656' 

133  »797 

132  903g 
■3»  5»BS 
13»,  "SIT 
131  7794 
[J!   4°S7 


-3864 
-3BS8 
-185» 
-3847! 


-38llj 
-3808: 


-  1753 : 

-  3748 ■ 
-3743' 
-1737 


737  °1=6 
736  3474 
735  Mjl 
734  9817 
734  1°3 

731  6234 
73»  9445 
71»  *66s 
71i  5893 
730  9129 

73°  »374 
7*9  5627 
728  8889 
728  2159 

7»7  5437 

7»6  8724 
726  2018 
725  53»» 
7»4  8633 
714  «95: 


7»»  196t 
721  5311 
.720   8673 


716  9003 
7'5   S844 


713  6165 
712  9621 
712  3085 


709  71 
709  05: 

7°7  75: 


7°4  5- 
.703  88 


6806 

—  6797 

—  6789 
-6780 
-6772 
-6764 
-6755 


-6696 
-6689 


-6664 
-6656 
-6648 
-6639 


-6615 
-6608 
-6599 


-6583 
-6S7fi 

-6567 
-6*6o 
-6552 

-6544 
-6J16 

-6529 
-65=0 

-6S13 
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-6489 
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-6467 
-6458 
-6451 

-6444 
-6436 
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Tafel  XV 111. 
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.130  1876  _ 
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.119  5449 

.129  "743 
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128  0657 
[27  6972 
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—  1&85  ! 
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-3664 
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.124  7677  " 
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1*3  6776 
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1.702  5971 
1.701  9558 
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1.697  4876 
[.696   8511 

.69;  5837 
1.694  9S°6 

1.694  llB* 
1.693  &865 
1.693   °SS6 


1.690  S39> 

1.689  9118 
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1.688  6S93 
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1.673  8491 
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| 

.110 
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1.657  6530 
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1.649  4196 
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.647  1154 
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oci4 
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um 
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087 
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641  3474I 

640   77 jg: 
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637  91 S4, 

637  34SS 

636  7762 
636  2074 
635  6393  _ 


634  S°47, 
633  938j_ 
633  371S. 
632  8073 
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629  989a 
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628  8669' 
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6z 7   7462" 


614  9545 
624  3978 
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-S747 
-5740 
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-S7'7 
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-5676 
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..080  0438 
■-079  7375  " 
°79  431S  _ 


;.077  6034!" 
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„076  9969  I 
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1.076  3919 
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■..073  6866 
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2.069  8288 
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2.069   2404 
1.068   9467 
1.068  6534 

1.068   3604  _ 
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2.067   77j4_ 
2.067  4833 
1.067    1917J 
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1.066  31 86 

2.065  7382j~ 
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1.613  9270 
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1.609  5770I 
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t .607  9546 
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1 .606  8756  ] 
1 .606  3369 

1.605  7988  r 
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.598  8499' 

.59«  3'9° 

■597  7886 

■  597  2587  | 
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■589  »93° 
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Tafel  XVm. 


log  P,  Diff. 


1.065  4486 

1.065  "59»  " 
1.064  8701  _ 
1.064  5814 
1.064  1931 

1.064  0050 
1.06]  7173  " 
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1.061  5695 
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1.061  9976 
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1.057  7486 
1.057  4678 
2.057  1874 

1.056  9071 

1.056 «  . . 

1.056  J479 
1.056  0686 
i.osi  7897  " 

i"SS  5" 
*-°55  *Ji 

1.054  9548 
1.054  677: 
1.054  3997 


.053  8458 
-053  5693 
.053  1931 


+  0.050    ».051   3681 


—  1768 
-1765 

—  1761 
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1 .585  1091 
[.584  6911  _ 
E.584  1737 
1.583  6567 


1.580  5647 
..{So. 

I-S79   5379  _ 


1.577  4900 
(.576  979» 
1.576  4688 
1.575  959»  " 

i-57S  4496  _ 
1.574  9407  _ 
1.574  43" 


i.57i  9°96 
r.j7»  40JO 
1.571  B969 


1.569  373' 

. . 568  8697 

..568  3668 

1.567  8644  _ 

1.567  3614 

1.566  8608  _ 

..566  3597 

■.565  8S9> 

i.J«S  3S89 

1.564  8591 

[.564  3598 

..563  8610  " 

1.563  3616 

1.561  8647 


,1  368t 

1.05.  0943 
1.050  8108 
1:050  5476  " 
2.050  1746 

1.050  o 
1.049  7297 
1.049  4576 
1.049  '859 
1.048  9144 

1.048  643* 
1.04B  3713  " 
1.048  1017 
1.047  8jm 
1.047  56M 

1.047  191t 
1.047  0111 
1.046  7530 
1 . 046  4841 

i-045  947 J 
1.045  679* 
1.045  4115 
1.045  1440 
1.044  8768 


-1698 
-1694 

-16B8 
-1686 
-1684 
-1680 
-1677 
-1675 


1.043  1797 

1.043  0144 

1.041  749S 

1  4848 


-1666 
-1663 
-1661 
-1657 
-i65S 
-1653 
-1649 
—  1647 
-1643 


1.041  9563 
1.041  6915 
1  4189 


1.039  3303 
1.0 39  0691 
1.038  8083  " 

1.038  5478  " 
1.038  1875 

i.ojl  0274 


1.561  8647  _ 

1.561  3671 

1-561  3735  I 
1.56*  8773 

:.S6o  3816 
.-559  8863 
'■559  39>5 
..558  8971 
1.558  4031 

1.557  9096 
1.557  4'66 
'■SS6  9*39 
'•55»  43'7 
1.555  9400 

.555  4486 
■554  9577 
-S54  4673 
-553  9773 
-553  4877 

.551  9985 


..55. 


-1638 

-1636 
-1632 

-1631 


—  4953 

—  4948 

—  4944 

—  4939 


-4930 
-49*7 
-4911 
-4917 


-4909 

-4904 
-4900 
-4896 
-4891 
-4887 
-4883 
-4879 
-4874 


'■55°  5  59' 
1.550  0716 
1-549  5864  _ 
1.549  '007  _ 
1-548  6153 

..548  13*5 
-547  6460 
.547  1619 
.546  6783 
■546  195' 


-4865 
-4861 
-4857 
-4854 
-4848 
-4845 


■S44  748o 
544  2665 

-543  7854 

1.543  3047 

,541  8144 

[.541  3446 

..54'  8651 

[.541  3861 

.540  907s 
1.540  4293 
[-539  95'5 
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1.5J8  997' 
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4B07 
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016  0986 
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516 
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'418 
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510  1459 
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-4697 
-4693 
-4690 
-4685 
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-4677 
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—  4669 
-4666 
-466* 
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-4630 

-4617 
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-46.2 
-4608 
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-4596 


015  30i 
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014  6157 
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018  5194 
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-1468 
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-1444 
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-  1411 
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0 
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0 
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° 
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5   8975 
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014  9473 
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-4566 
,   -  4563 

{  —  4SS8 
-45J6 
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—  45« 
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4507 
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1.501  9988 
1.501  551c   _ 
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'  3*37  " 
1.499  879° 
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1 .498  5473 
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+0.223 
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+0.126 

+0.227 

+  0.228 
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+  0.2J1 
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+0.235 
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-  53i  7  v°n  unten  statt /"a  lies:  f"  (a) 

~     54,  Formeln  3i)   statt  P  (*^-) :   öf^-1);  'f^*)i   Q  f^"") 

lies:.***-;    Q*-';    if~*:    <f- 

-  54,  Zeile  11  von  unten  statt  (pag.  45)  lies:   (pag.  49) 

-  60,      -        9  von  oben  statt  Pfi  lies:  P2° 

-  63,  8  von   unten   statt   »gebildete   Summationsreihe«   lies:    «gebildeten 

Summationereihen « . 

-  64,  Zeile  14  von  oben  statt /*(a+  ['  +  41  *°i 

lieB:  --i"/(ö+t*+tl") 

-  71,      -       10  von  unten  statt  —  lies:  — L 

-  76.      -       11  von  unten   statt /  = —  lies:  f=2  — —^ 

-  78,  2  von  unten  statt  — 5-  lies:    — r 

-  79,  in  den  Formeln  12)  ist  statt  -^-  -j^-  zu  setzen :  -^-  -j£-  —  ■—■  -  (X) 

-  79,  in  den  Formeln  12)  ist  statt -r^f-  zu  setzen:  —    .;,' 2  [Y] 

-  79,  in  den  Formeln  12)  ist  statt  —  -jg-  zu  setzen:  -^-  -^ f-  2  [Z, 

-  83,  Zeile     3  von  unten  statt  —  sin  Q  sin  » lies :   —  sin  Q  cos  t 

-  88,      -        6  von  unten  statt  »vergleichende«  lies:  0 vergleichbare« 

-  89,      -       15  von  oben  am  Schlüsse  statt  J  \p)  lies:  J  ()/p) 

-  89,      -       7  ™>  »nten  et.lt  (*&+£]£)  Hei:  (Vw+^lVfl) 

-  99,  -      18  von  oben  Btatt  sin  1"  lies:  sin  1" 
00,  -      12  von  oben  statt  »vortesllt«  lies:  »vorstellt« 
00,  2.  Zeile  in  Formel  I]  statt  —  sin  Q  cos  %  lies:   —  sin  Q„  cos  ^ 
05,  Zeile     4  von  oben  statt  6.8  lies:  6"8 

17  von  unten  statt  —  sin  Q  sin  t  Kes:  —  sin  Q  cos  t 
5  von  unten  statt  sin  Q  cos  i  lies :  —  sin  Q  cos  1 
13  von  oben  statt  sin  &  lies :  ß  sin  & 
08,  in  Formel  IV)  ist  überall  statt  ia,  10  zu  setzen 

08,  Zeile  2  von  unten  statt  ^ -r-  lies : 5- 

'    S7&°  5700 

09,  in  Formel  V)  ist  in  den  ersten  Gliedern  statt  f  zu  setzen :    / 
Zeile     9  von  oben  statt  2.308069  lies:  2.328069 

10  von  oben  statt  2.728784,   2.128385  lies:  2*728784,  2^028385 
13  von  oben  statt  0.563293  lies:  9.563293 


v  Google 


(3)     

Seite  112,  in  der  lf  Columne,  Zeile  z  von  oben  statt  —  257.64  lies:  —  257.61 

-  112,  in  der  "/  Columne,  Zeile  4  von  oben  statt  -+-  10.78  lies:  +  10.87 

-  115,  Zeile  16,  17  u.  18  von  oben  in  den  Gleichungen  für  _X3,    Y3,  Zj  erhalten 

die  Glieder  rechts  vom  =  das  negative  Vorzeichen. 

-  130,  Zeile     9  von  unten  statt  {wi):  y^  lies  (wi)->^ 

-  133.      "      IS  von  oben  statt  *  -  4  [Q  +  Q„]  lies:  S-  i  [Q  +  Q,1 

-  136,      -       12  von  unten  statt  $,,7834120  lies:  0^,7835120 

-  137,      -       13  von  oben  Btatt  9.0525751  lies:  0.0525751 

-  138,      -        5  von  unten  statt  0.604  °5J3  un*  8'n  <pfiaE  lies:  9.6040513  und 

e"  sin  E 

-  146,   Zeile  3  von  unten  im  3.  Gliede  links  vom  =  statt  — j-  lies:  — 5- 

-  148,  in  den  Formeln  IX)  in  der  3.  Gleichung  statt  — r^-  lies:  -j~ 

-  151    ist  in  dem  üifferenzschema  in  der  Mitte   der  Seite  überall  statt  w,    xd  zu 


151  ist  in  Formel  1)  in  den  Gleichungen  für  B  und  C,  statt  a,  w  zu  setzen, 

ausserdem  mues  die  Gleichung  für  D  lauten:   7>— J/'"  (a  —  -J  w 

156,  Zeile  14  von  oben  Btatt  Wliee:    W, 

169,  in  Formeln  25)    ist  in   der  ersten   Gleichung  links   vom  =  statt  y}>   zu 
setzen:   kyp~ 

170,  4.  Zeile  der  Formeln  II)  Btatt  r  lies:  (r) 

174,  Zeile  4  von  oben  statt  log 2  A  1  o' yX  lies:  log2  [«il  io7y«0 

174,  -      g  von  oben  statt  logZibyX  lies:  log2(w£)y^ 

177,       -      6  von  unten  statt  -j 1  lies: 

180,  -      10  von  unten  ist  für  y  in  der  Columne  dta  statt  —  0.08  zu  setzen : 
—  0.07 

181,  Zeile     5  von  oben  fehlt  =  nach  1  +■  v 

206,       -        g  von  oben  statt  A lies:  +  — — 

}  1920  1910 

209,  -        4  von  oben  statt  Formel  lies :  Formeln 

234,  -        2  von  oben  statt  1871  lies:   1872 

234,  -        4  von  oben  statt  1872  lies:   1873 

234,  -      10  von  oben  statt /{«+[*  —  i]w)  lies  */(<*+•[*— |]  10) 

234,  -      18  von  oben  statt  1871  lies:   1872 

234,  -      16  von  unten  statt /(«+[•— i]»]  lies:  xf{aA-{\—  -J]w) 

234,  -        8  von  unten  statt  1871  lies:   1872 

235,  -        8  von  unten  Btatt  3*10=  lies:  log3Aw  = 

240,  -      21  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  8.942582  lies:  8.942452 

240,  -      17  von  unten,  Cohunne  Febr.  24  statt  9^24579  lies:  9^24449 

240,  -      14  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  9.420233  lies:  9.420103 

240,  -      13  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  9.983869  lies:  9.983874 


v  Google 


Seite  240,   Zeile     8  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  0,842260'  lies:  ©„842265 

-  240,       -         7  von  unten  statt  8*917077  lies:   8„9 16947 

-  256,       -        2  von  oben  statt  «die  Folge«  lies:  »in  Folge« 

-  278,       -      10  von  oben  fehlen   die  Schlussworte,    »ersetzt  und  F*  ( — d)    mit 

—  F  [J]  vertauscht,  was  für  die  folgende  SchLussfolgerung  erlaubt  ist:« 

-  283,   Zeile  17  von  unten  statt  -£-  lies:  — 

-  293,  Formel  3)  im  Nenner  statt  '  _üs±i  l/5  lies:   1  —  ^fcil/^ 

-  303,  Zeile  10  von  unten  statt  nnd  lies:  und 

-  304,       -        4  von  unten  statt  ±  o"9Ö2  lies:  ±  o"g65 

-  307,       -  12  von  unten  statt  Gleichung  1)  lies:  Gleichung  2) 

-  310,       -  10  von  oben  statt  das  lies:  dass 

-  310,  Formel  3)   soll  stehen  —  =s  — — I 1 

3     '  J>  P  Fi    ^  PI  ^  P» 

-  326    fehlt  in  Gleichung  15)  links  vom  =  die  Schlussklammer  } 

-  326,  Zeile  13  von  unten  statt  »vermindert«  Hes:  »vermehrt« 

-  327    fehlt  in  17)  in  dem  Ausdrucke  für  2  S  die  Schlussklammer  } 

-  327,  Zeile  19  von  oben  statt  (pag.  326)  lies:   (pag.  325) 

-  328,       -        5  von  oben  in  der  Columne  Nr.  statt  1  lies:  2 

-  328,       -        1  von  unten  statt  [an]  —  lies:   [an]  = 

-  329,      -      19  von  oben  statt  anzusehen  lies:  anzusetzen 

-  332>       -      l6  von  oben  statt  nan  lies:  man 

-  344,       -        6  des  Schemas  statt  y[ab]  lies:   —  y[o£j 

-  345    sollen  die  Zahlen  im  Beispiele,  um  mit  dem  Schema  der  vorhergehenden 

Seite  in  TJeberein Stimmung  zu  sein,    in  folgender  Weise  versetzt  werden: 

+  0.07344     —  1.2171a     +  t. 57095 

-f-  0.00090  0.00000     —  0.00003 

—  0.00252     +  0.00283 

+  0.24796 


348,  Zeile  15  von  unten  statt  —  \y  t  ^es:  —  i~T  &i 

350,       -        3  von  oben  statt  [£fj -E»  ^es:  $$  E* 

353,  im  Titel  statt  §  3  lies:  §  5 

353,  Zeile  5  von  unten  statt  pag.  317  lies  pag.  316 

357,       -  11  von  oben  statt  [nn]  lies:   [nnp] 

357»       -        8  v<>n  unten  statt  pag.  337  ließ:  pag.  316  Gl.  7 

361,      -  19  von  oben  statt  Formel  23  (pag.  360)  lies:  Formel  22)   (pag.  359) 

369,       -  14  von  oben  statt  («)  lies:  u 

381,       -        8  von  oben  statt  +  43"9*  lies:  -+-  43"576 


-r-  1.26957 

—  0.53990 

—  0.00002 

0.00000 

-t-  0.00021 

+  0.02155 

—  0.0901t 

+  0.82334 

—  0.04276 

-r-  1.28121 

+  1-52297 

,  Google 


,  Google 


